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PR uEFATIO: 


i '^ijEomeuac veteres ill am mcrhodum excoluerunt potifli- 

mum ’ 'I 0 * f y nthefis » 8c compofitionis methodus dl« 
frfi c tur , qua fcilicet a quantitatibus cogaitis, & datis 
ad ignotas alias , qux inquirendsc proponumur , fit 
mSIgM rran/itus . Ita retlarum , curvarumque linearum pro- 
L-__ prietates inveftigarunt Euclides, Apollonius, Pappus 
Aiexandrinus , & plana , ac folida ejufdem generis compararunt inter 
fe . Archimedes , Geometrarom veterum maximus , ut iincas etiam 
curyas cum re cl is compararet , & plana curvilinea, ac folida piano, 
rum rotatione circa axem genita metiretur , elementa quantitatum va. 
riabilium confiderare c*pit , & methodum rationum primarum , atque 
ultimatum excogitavit , quibus fcilicet quantitates variabiles primo cre- 
feere incipiunt , & ultimo in datam aliquam magnitudinem definunt . 
Hanc alii exhauilionum methodum vocant, quod omnium rationum 
limites veiuti exhauriat . Ita vero cum differentiam circularis peri, 
pherise, & polygoni inferipri, aut circumfcripri , multiplicatk poly, 
goni lateribus, quacumque data minorem fieri confiderall'et Archime- 
des , exhibuit limites rationis diametri ad peripheriam : cumque intcl- 
lexitTet ftmiliter parabola; , ac fpirali plura triangula , & plures anim. 
los cylindricos fphacr* , fphscroidi , & conoidi inferibi ; invenit are.im 
parabolae, fe fpiralis, proponionem fphaer*, ac cylindri circumfcripri , 
foliditatem oblatae, atque oblong* fphstroidis, conoidis hyperbolici, & 
parabolic! , feu potius are* , & folidiraris ejuCiem limites . 

Veteres etiam Geometra, ut ex Pappo Alexandrino colligitur," 
anaiytka quadam methodo ad refolvenda difTicitioca problemata ult 
funt, ea fcilicet, qua? refolutionis methodus dicitur , & qua, nullo 
habito diferimine datas inter, ac quxGtas quantitates, ita omnes limul 
evolvuntur ut valor denique quantitatum qu*(itarum prodeat. Al- 
gebra; vero, five Arithmetic* univerfalis fpecimcn exhibuit Diophantu* 
pariter Aiexandrinus. Antequam Diophanti opus e Gneco Latine red- 
ditum evulgaretur, Arabum ftudiis a Leonardo PiCino ad noftrates 
delatis , Lucas Packrius Arithmetic* fummam Venetiis edidit an- 
no 1494 , Sc Aigebram ad folutionem ufque problematum fecundi 
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gradus excoluit . Sclpio Ferreus Bononienfls problemata , & sequario- 
nes tertii gradus cxpit refolvere : Sc cum inventum fuum Florido 
Vcneto communicaffet , is vero occafione quarumdam difputationuin 
arquationem cubicam refolvendam Nicolao Tartale® Brixienfi propofuif* 
fet , Tartalca ad cafdem Scipionis Ferrei conclufior.es pervenit , Sc 
celyn progrciTu , ac ferie calculi iequationum cubicarum rcgulas ape- 
ruit Hyeronimo Cardano Mediolanenfi . Cardanus fc arcanum fore 
pollicitus , diuturno Audio lingulos iequationum hujufmodi cafus , ac 
formulas evolvit, Sc cum regularum omnium rationem aflecutus diet, 
publici juris omnia efle voluit: quo quidem ipfe fidcm Tartalca: da- 
tam fefellit , public® tamen utilitati , Sc Algebra: progrelTui optime 
confuluit . 

Cardani Ars magna Arithmetic® , 8c Algebra: , cui liber de 
Regula Aliza adjedus eft, in lucem prodiit anno ijqj, majus certe 
Algebra opus quod ad ca ufque teinpora prodierit . Nam Sc Pacioli 
errores emendavit Cardanus , & de problematis fecundi gradus copiofius 
dififeruit , 8c xquationum cubicarum pro cafu quolibet refolvendarum 
regulam ram late, Sc tarn diligenter expofuit, ut ab aliis Algebra 
feriptoribus regula Cardanica dicla fuerit. Valoribus etiam maximis , ac 
minimis trium radicum realium, 8c inxqualium fummo ingenio evo- 
lutis vir certe ingeniofifiimus , quamvis tot aliis editis voluminibus 
judicii fsepius levioris , Sc in praftigiorum vanitatem proni fe ofienderit, 
celebrem cafum ilium perfonfit, quern vocant irredudibilem, quique 
ad xtatem hanc ufque Algebriflarum ingenia inutiliter defatigavit • 
Dcnique multipiicitatem radicum in sequationibus altioris ordinis , 
earumque diflindionem in pofitivas, Sc negativas detexerat Cardanus: 
cui quidem nobili invento tot alia fuperinfiruda, funt quibus port 
illud tempus Algebram ultra montes delatam Francifcus Vieta, Sc 
Renatus des Cartes in Galliis , atque in Anglia Gulielmus Ough- 
tredus , & Thomas Harriottus amplificarunt . 

At cum Cartefius in primis Algebra ad Gcometriam applicata • 
eaque ad aliam formam revocata praclare de Mathefi univerfa me* 
ruerit, maximum hifee Audiis promovendis incitamentum ex A u Aria, 
atque ex Infubria noAra advenit. Keplerus enim, qui tunc Gracii Ma- 
thefeos Profelfor erat , cum lingulari obfervandi pertinaci# Newtono 
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cadedis fyltemutis fundamenta, & cardines jccillet , oceafione Dolii 
Auftriaci dimetiendi , fibi finxit fecliones conicas , circulum nempe , 
ellipfim , parabolam , & hyperbolam non circa axem dumtaxat , fed 
circa quamcumque re£tam perpendicularem , aut parallclam axi , aut 
inclinatam etiam revolvi , ac prater quinque Archimedis foiida revo- 
lutione feflionum earumdem circa axem genita, plufquam ocioginta 
foiida alia propofuit , in quibus dimeticndis Geomctrarum ingenia exer- 
cerentur. Cum vero non niti aliquot problematis facilioribus Keplerus 
ipfe fatisfeciflet, femina quxdam jecit difficiliorum etiam problematum 
refolvendorum. Nam infiniti nomen invexit in Gcometriam , & figuris 
omnibus, quas Archimedes piano, aut folido alicui propofito infcribi , 
& circumfcribi intelligebat , clementa indivifibilia caepit fubdituere : at- 
que ita conccpit circulum ex triangulis infinitis e centro cdu&is com- 
poni, conum ex pyramidibus infinitis &c. , & univerlim foiida tanquam 
ex infinitis planis , Sc plana cx lincis infinitis coalita confideravit . 

Quantitatum indivilibilium notione Galiheus etiam ufus ed in 
primo, & tertio Mechanics; dialogis cum de cylindro per hemifpterium 
excavato, & de fpatiis accelerato motu percurfis agerct . At Galilteus 
cum Staticam , & Mechanicam pod Archimedis tempora diu jacen- 
tem erexiflet , Adronomiam Copernicanam eonfirmadet undique , 
Phylicam Geometric, & experimentorum fublidio renovadet, Geome- 
tria; promovendte minime duduit, Algcbram vero ne ex parte quidem 
vifus ed excoluifle. Prodiit autem e Galila'i fchola Bonaventura Cava- 
jerius Mediolancnfis , qui viginti annis pod editam a Keplero dolio- 
rum Stereometriam nova indivilibilium Geomerria Keplerianis om- 
nibus problematis fatisfecit : cumque eodem fere tempore Guldinus , 
qui Praga: Mathefeos Profedor erat , eorumdem problematum folu- 
tionem ad determinationem centri gravitatis in fua Centobaryca de- 
duxidet, Cavalerius additis exercitationibus Mathematicls indivifibi- 
lium methodum in infinite, aut indefinite parvorum confiderationem 
refolvi adnotavit , & ad demondranda Guldini theoremata , & gra- 
vitatis centrum inveniendum extendit, 8c eoufque progredus ed, ut 
computatis fummis quadratorum omnium , cuborum , & quadrato- 
quadratorum quantitatis cujuslibet continuata ferie crefcentis, indica- 
verit qua; lit fumma potedatum omnium exponentis cujufque integri » 
6c pofitivi. A i Hie 
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Hie primus , ac fingularis ad calcuium differentialeni , 8c integta- 
lem proeeflus extitit . Poll illud tempus in Italia noftra Stephanus de 
Angelis , Evangelifta Torricellius , Vincentius Vivianus Italorum Geo- 
metrarum maximus , in Galliis Pafcalius , Robervallius , 8c Huddc- 
nius, in Anglia Walliiius, 8c Barowius , Chriflianus Hugenius in Ba- 
tavia , in Belgio Auliriaco Gregorius a S. Vincentio , in Germania 
AValterus de Tfehirnhaus quantitatibus infinite parvis late ufi funt , 
DifTerentiali autem calculo propius acceffifTe cenferi debent Robervallius 
qui Cavalerii meditationes a poteflatibus integri cxpjncntis ad poteftates 
fradi exponentis traduxit : Wallifius , qui poteftatum exponentis negativi , 
8c tot ferierum infinitarum fummas exhibuit: Nicolaus Hauifman, vulgo 
Mercator didus , qui ferierum earumdem theoriam longius promovit : 
Huddenius, 8c Fermatius, qui methodos tradiderunt inveniendi quo in 
cafu quantitates integrae aut maxima:, aut minimx cvadcrent : Barowius, 
qui triangulum etiam , quod vocant charaderifticum , protulit, ac rc- 
gulas docuit tangentium ducendarum in iis curvis , quarum aequatio 
a furdis pariter , ac radicalibus quantitatibus efifet libera . Itaque cum 
de inventione differential is , atque integrals calculi Newtonum inter , 
8c Ldbnitium , Anglos, Gerinanofque diu difputatum fit, hoc ipfo 
profpedu patet prima calculi femina in Infubria noftra fuiiTe jada , ca 
tot aliorum Geometrarum , 8c quadraginca annorum ftudio crevilTc , 
8c Newtoni , ac Leibnitii tempore veterum methodos analyticis fym- 
bolis redius expreflas fuift'e, 6c addito fufe calculo quantitatum fur- 
darum , 8c radicalium ad omnia Georaetri® , 8c Phyfic® problemata 
ingeniofe , 8c felieiter tradudas . 

At vero a fummis fimplicium quantitatum ad fummas quantita- 
tum quarumcumque complexarum adeo difficilis crat tranfitus, 6c novi 
fymbolifmi ad alia problemata tarn facilis appiicatio , ut maximam 
ingenii laudem fuis inventoribus rclinquat. Et quidem Leibnitius nov® 
methodi praeftantiam eo maxime probkmate intra diem refoluto often* 
die , quod teftudinis hcmifphsric® , 8c quadrabilis dicitur , 8c quod 
Gcometrice tenratum Vincentio Viviano, cui familiaris erat Cavalerii 
methodus , adeo difficile vifum fuerat . Newtonus vero Algebra undi- 
que amplifieata. Sc ad ocieftem Phyficam traduda Mathematicorum 
omnium rr'vmus enitui:. Ipfe in cpiftolis ad Oldemburgum datis ge- 
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neralem biaomii ad potcttatcm quamlibet evefli formulam , parallclo- 
grammuin analyticum , fericrum infinitarum inde edu&arum metho- 
dum, figurarum curvilinearum quadrature , formulas trigonometricas 
pro divifione , 8c multiplicatione angulorum protulit : in Arithmctica 
Univerfali veterem Algebram promotam undique celebrioribus Geo- 
mctrarum veterum problematis refolvendis applicuit , & in libris de 
methodo Fluxionuro, 5 c de lineis tertii ordinis novam Algebram ad 
Gcometriam omticm curvilineam cxtendit : ac denique in libro de 
Quadratura curvarum exhibuit tabulas formularum , qua: Algebricam 
fummam recipiunt, aut qua: ad circuli, hyperbolae, 8c elliplis qua- 
draturam reduci poffunt. Ha:c autem tanquam pnecipua Algebra: in- 
venta, 8c invcntionum aliarum femina confidero , Propofidonem fep- 
timam de curvarum quadratura confidero tanquam id quod fubtiiius 
in univerfa Algebra hatlenus inventum fir . 

Newtoni inventis Rogerus Cotes celebre illud dividend! circuli 
thcorema , 8c ilias intcgrationum formulas adjecit , qua: ad memora- 
tam leptimam Propofitionem facile rcduci pofiunt , & quibus poftea 
Taylonis exterorum Analyrtarum ingenia cxercuit . Ex Analysis An- 
glis port Cotefium mcmorari debent Mac-Latirinus , Motvncus , Stirl- 
liug, Simpfonius, 8c amici optimt Carolus Walmesley , 8c Eduardus 
Waring , quorum primus anno 1749 Cotefii opus de harmonia men- 
furarum , 8c de integralibus formulis ad circulares arcus. Sc ad loga- 
rithmos reducendis copiofe illuflrav'tt: alter in Mifcellancis, 8c Medi- 
tationibus analyticis gcneralcm aequationum thecriam ampliorem red- 
didit. Maximum etiam Newtoni opus de Quadratura curvarum illu- 
flrarunt Amici alii. Anno euim 1761 eximius Danielis Melanderhielin 
Commcntarius Upfalia; , 5 c anno 176S Cl. Thomac le Seur, 8c Fran- 
cifci Jacquier eximius pariter de integrali calculo traflatus Dom. de 
Keralio opera, 8c Audio Parmae in lucem prodiit. Pott ipfum Melan- 
derhielra in Algebra: hiftoria duo alii Suecia: Mathematici mcmorari 
debent , Klingenfticrna , qui in evolvendis potillimum Cotefii inventis 
fummo ingenio fe exercuit, 8c Mallet, qui primus calculi finuum , &c 
cofinuum generates formulas csepit evolvere . Ex Klingenftierjis autem 
feriptis memorandum nobis erit problema de loco quodam Geometri- 
co , quo ad analyticam conftru&ionem dedu&o exemplum profete mus 
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maxime compofitum eoruin omnium , qua; in hac Algebrae parte fue- 
runt hadcnus propofita . 

In Helvetia illuftris Bernoulliorum familia , & aerate hac noflra 
Leonardus Eulerus amplificandae Algebra; pluritnum contulerunt . Et 
quidem inter Jacobi Bernoullii inventa commendari debet generalis de 
problematis Ifoperimetricis tra£latio ; Joannis laudi inprimis vertenda 
eft diffcrentialis , atque integralis calculi ad logarithmicas quantitates 
cxtenfio , cui ipfe exponentialis calculi nomen dedcrat : Danielis , & 
Nicolai ingenium in evoivendis formulis aliis enituit. Leonardo Eulero, 
Mathematico aetatis noftrae ingeniofiftimo certe , & laborioftftimo in 
hac difciplinarum Mathematicarum parte potiflimum debemus Elemen- 
ta Algebra: , InrroduQionem ad Analyfim infinitorum, duo differen- 
tialis calculi , tria calculi integralis volumina , & trattatum de Ifo- 
perimetricis omnibus Problematis: quae omnia amplilTimam Inftitutio- 
nem elementaris, & fublimioris Algcbrae abfolverent, nifi Geometricam 
Algebra: partem Eulerus omififlet. Et quamvis varias traclationum ea- 
rumdem partes Bernoullius, Mac-Laurinus , Sirapfonius, atque in pri- 
mis Ncwtonus prxoccupalTent , variae ad quemdam veluti calculi lu- 
xum pertineant , fumma tamcn ingenii vis , & rerum copia in cele- 
berrimo Authore fufpicienda ubique eft , & penitus nova funt piura, 
qua; infinitas feries, quae formulas ifoperimetrieas , quae calculum finuum, 
& colinuum , variabilium feparationem in aequationibus diiferentiali- 
bus , integrationcmque aequationum altioris etiam ordinis refpiciunt . 

Port Cartefii tempora in Galliis prxter traftatum Sectionum Co- 
nicarum Hopitalii, & infinite parvorutn Analyfim, quam Joanni Ber- 
noullio debemus maxima ex parte , vix aliquid , quod ad profundiorem 
Algebram pertineret, apparuit ad aetatem hanc ufque noftram, ufque 
ad clariffimos Clairaut , Fontaine, Alembert. Mihi fingulorum com- 
mercio , duorum autem pofteriorum focictate eriam diu frui licuit . 
Priores duo inprimis inemorari debeut quod licet deficiat adhuc cri- 
terium ajquationum differentialium unius variabilis generaliter integran- 
darum , rcgulas tamen, ac conditiones illas invenerint, quibus integrari 
poflunt xquationes , ac formulae dift’erentiales , quae plures fimul va- 
riabiles perinixtas habeant . Regulas maxime univerfales reddidit , ac 
perfecit poftmodum Mathematieus alius , & amicus optimus , illuftris 
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Marchio de Condorcet. Alembertio in hac parte Mathefeos accepts 
inprimis referri dcbet quantitatum imaginariarum redudio , formularum 
dilferentialium ad redificationem ellipfeos, & hyperbolae pertinentium 
amplior evolutio, & methodus xquationum dilferentialium in coefti- 
cientes indeterminatos lie ducendarum , ut jundis arquationibus , & 
coefticientibus determinaris perfici poflit integratio. Neque in Algebras 
hifloria pranereundum eft quod occalione Newtoniani problematis 
trium corporum fe fe invicem attrahentium generaliter refolvendi , 
abfolvendique , clarilTunorum prarfertim Simpfonii, Euleri, Alembertii, 
Clairaut , & la Grange ftudio novae complures Algebrae ad inquifi- 
tiones Phyficas applicandae methodi acceflerint . 

Superiore autem fcculo labente in tot iis Algebrae acceftionibus, 
quas Angles potiflimum , ac Germanis , & Helvetiis Mathematicis dc- 
bemus, vix aliquam partem Cavalerii patria , & Italia omnis diu ha- 
buit. Caravaggius enim, qui in hoc ipfo Palatine Gymnafio Mathefeos 
Profeifor extitit , quique de aequationibus tertii , ac quarti gradus , & 
de maximis lincarum , fegmentorumque produdis nonnulla ingeniofe 
feripfir , Sacchcrius Genuenfis , qui in refolvendis problematis Comitis 
de Viginrimilliis celebritate apud noftrates parta ad Mathefim in Tici- 
nenfi Gymnafio docendam evocatus eft , Joannes , & Thomas Ceva 
fratres qui in iifdern problematis fe fe aliqua cum laude exercuerunt, 
& quorum primus ad aliorum problematum folutionem Cavaleriana 
methodo rede ufus fucrat , alter vero in Adis Lipfienfibus ad angu- 
lorum muhifedioncm inftrumentum illud propofuerat, quod port annos 
novem eadem forma, conftrudione, atque ufu, fuppreflo tamen Au- 
thors nomine , operi poftumo Conicarum Hopitalii Sedionum Pariliis 
infertum prodiit ; omnes fimul hujufmodi Geometric veteris Geome- 
tric , & Synthefeos limites prsetergredi minime aufi funt . Catteri etiam 
Itali Geometne , ut erant Geometric ardius addidi, fe inde abduci 
ferius pafli funt , & incunte hoc feculo , qui tranfalpinis inventis im- 
buti promovend* Algebra; darent operam in tota Italia recenfebantur 
Comes Jacobus Riccatus , Gabriel Manfredius , Guido Grandus , ,8c 
Comes Julius de Fagnanis . 

Guido Grandus Cremonenfis cum in demonftrandis potiftimum 
Viviani, & Hugenii theorematis fununi Geomecrae laudem aftecutus 
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effet , in libro poftmoJum de quadrature cireuli , J< hyperbolic copu- 
latis Algebra: ftudiis infinitas Lcibnitii lerics nova merhodo expofuit* 
Jacobus Riccatus fingularis formula: differenrialis, qua: adhuc Riccati 
nomen retinet apud Gcomerras, evolutione, aliilque variabilrum fo- 
parandarum , & integrandarum mcthodis cxcclluir . Fagnanus , 6t 
Manfredius problemati analytico ab Angiis Geomctris propofito _Geo- 
metris non Angiis fua finguli methodo optirae fotisfccerunt . Fagnanus 
eriam de formulis a reclificatione ellipfeos , & hyperbolae pendenribus , 
& de curvx Lemnifoata: ad arcus ipfos reduGionc multo ante Mac- 
Laurinum agcre caepit . Gabriel Manfredius , cujus mihi erit Temper 
fuaviflima rccordatio, viginti annos natus tranfalpina Algebra: inventa 
edito opere ad Italorum ufum tniduxit , 5 t multo ante Joannem Ber- 
noullium generalem methodura tradidit vatiabilium feparandarum in 
iis omnibus xquationibus , in quibus limul ad eamdein dimenfionem 
variabilcs pro quovis termino afoenderent . Prodiit e Manfredii fohola 
Ramirus Rampincllius Brixienfis , qui profundioris Algebrse ftudia apud 
nos dctulit , & Rampinellio prxeunte Domina Maria Cajetana Agnelia 
Analyticas Inftitutiones edidit anno 1748, opus nitidiiTimuin, irrgcnio- 
liffunum , St maximum certe opus quod hactenus ex fieminse alicuius 
calamo prodierit. Poll illud tempus analytica ftudia apud nos latius, 
& per univerlam Italiam exculta font. Plura apud nos laudabilia Al- 
gebrx fcripta prodierunt : atquc alios inter Iralos Algebiiftas , ac Ma- 
thematicos memoraxi prxcipue debent Vincentius Riccatus, 6c Ignatius 
Radicatus Coconari Comes , cujus fatum bicnnio ante luximus ; fum- 
mo autcm loco habendus eft Ludovicus dc la Grange , malo alio late* 
Italix creprus , qui analyticam gloriam cum adhuc apud nos efiet 
partam tot aliis lucubrationibus in German':* finu augere pergit. 

In hac Algebra: luce ego etiam tetuare expi an adhuc aliquid pro 
ferri poffet , quod aut novum effet , aut utile , & qua: diuturno ope- 
rum , ac problematum celcberrimorum Audio in mentem vencrant , 
hoc opere coinplecli volui: qua fcilicet ratione colligi brevius, & ni- 
tidius demon fi tar i pofle cenfoerim furrnna Algebrse capita, qux in qui- 
bufvis Inftitutionibus locum femper habebunt aliquem, xquationum 
gene/im , ac refolutionem, diviforum cakulum , progreflionum. , corrj- 
fcin.Vionum , Newtoniaai binonxii , ac parallelograronii analytic! evo 
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lutione, formulas omnes trigonometricas , logarithmieas , cyclometricasi 
omnia calculi diiferentialis, integralis , exponentialis 'principia, gene- 
rales regulas , ac criteria squationum dilferentialium ad sequationes 
integrates deducendarum . £t licet in iis omnibus recenfendis , vix 
aliquid novi priorum Algebridarum ftudiis pofiit adijci , plura tamen 
deprehendi , quae magis perfpicue quam hadenus fadum fit polTunt 
tradi, ut eft in primis fcptima ilia Newtoni Propofitio, 5c quae inde 
pendet calculi finuum , & c colinuum ad [alias differentiales formulas 
redudio: plura quae opportune confideranda , 6c monenda adhuc fu- 
pcrcrant , ut cum integrals quantitates , aequationefque complentur 
additione condantium, ad quas minus attendifle videtur Newtonus 
ipfe: plura quae in aliorum feriptis emendanda, ac corrigenda clTe vide- 
bantur, ut eft Newtoni lemma de impoflibili ovalium quadratura, thco- 
rema Euleri de infinitis fadoribus , 8t de infinitis logarithmis imagi- 
nariis cidcm numero refpondenribus , & fere omnis impcflibiiium , 6c 
imaginariarum quantitatum calculus , quaeque inde pendent exprcdlo- 
nes fundionum circularium , 6c hyperbolicarum, logarithmorum ne- 
gative numeris refpondentium dodrina , 6c ipfa Cotefiani theorematis 
demondratio , qua; , cum ad expredloncs imaginarias deducitur, apud 
plerofque authores vitiofa, 8c manca videtur efle . 

Demondrationem theorematis celeberrimi explicate quibufdam 
Simpfonii lemmatis redirui , eoque dodrinam omnem logarithmorunl 
deduxi quod qua: logarithmis negative refpondent quantitates, ad loga- 
rithmicam ex adverfo pofitam , atque ad unitatem negativam relata; , 
negative accipiantur: dodrinam autem quantitatum impodibilium fie 
tradidi, ut qute ex non reda earum confideratione paradoxa , 8c abfurda 
in Algebram irrepferanr , penitus tollerentur . Sublatis hifee omnibus 
nonulla ob ufum exiguum vix indicanda erant, ut funt peculiares quae- 
dam numerorum proprietates , condrudioncs a*quationum altioris or- 
dinis, abdrad® qutedam formulae aoalyticae , abdradus eventuum pof- 
fibilium, 6c probabilitarum calculus, in quo cum nulla habeatur ratio 
caudarum omnium phyficarum , qme in phydeum effedum intlounr , 
vix aliquid deprehendebam , quod ad veros probabilitatis gradus dif- 
piciendos conduceret . At aliam eriam partem Algebrae inveni tarn 
ardis limitibus perdringi, ut licet fummorum Mathematicorum in- 
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genium diu exercuerit , fere omnis tamen ex Algebra poffet toll! • 
Cum enim agnovidiem methodum Cardani noftri pro aequationibus 
tertii gradus refolvendis funditus deficere , nihil Cardano amplius po- 
fleriores Analydas hacce in re obtinuide , conftructiones Geometricas 
ad graphicam delinearioncm potius, quod ad problematum folutionem 
conducere , calculi ulterius promovendi fpem omnem declTe ; cenfui 
Algebram omnem , quam finitarum quantitatum vocant , ultra aequa- 
tionurn quadraticarum , aliarumque inde pendentium refolutionem mi- 
nime peningere , algebrice infolubilia ede problemata anguli trifariam 
fecandi , ad ingenii excrcitationem tantum pertinere difquifitioncs om- 
nes, quae circa naturam radicum in aequationibus altioris ordinis pof- 
fent adjici, nec nifi approximationum methodos in iis aequationibus 
analytice refolvendis fupereffe , Atque ut methodum illam propone- 
rem, quae mihi fimplicior vifa ell, cum in tequatione qualibet radicis 
unius valor proximus vero ex Newtoni diagram mate facile colligatur, 
oftendi quanam ratione , dato valore unius radicis , radices aliae pro- 
xime fupputari poflint , atque ad eamdem radicum proxime extrahen- 
da rum methodum cafus eos omnes facillime deduxi, quos continuarura 
fraclionum , aliarumque ferierum infinitarum fublidio evolverant Sim- 
pfonius , Eulerus , Sc la Grange . 

Cum igitur tequationum tertii , altiorumque graduum theoriam , 
de qua fufius egerunt authores aliqui , hilce limitibus perflringi ani- 
madvertidem , aliam Algebra partem fudus , quam nodra hac actate 
praftari foleat , exponendam , illudrandamque ede cenlui , quae ana- 
lyfcos ad Geometriam applicatio eft, 8c quae idcirco Geometriae ana- 
lyticae nomen obtinet . Ac primo quidem pod tradiras Arithmeticae 
univcrfalis rcgulas ordine expofui quas analyticas folutiones invene- 
rim Problematum Geomctricorum, quz aut mihi aliquando fuerunt 
propodta , aut apud vetercs Geometras Pappum , Apollonium , Archi- 
medem pracipua vidcbantur , quae fuperiore farculo ex deperditis Ari- 
flaci fcriptis reftituere , ac divinare voluit Vivianus , quae nodra hac 
sctute ex Apollonii , Sc Pappi fcriptis operofe adeo redituit Robertus 
Simpfon, inprimis vero quae ad conicarum fefctionum doftrinam per- 
tinent, quaeque , cum in compendium analyticum podint redigi , non 
nid operodus ex generali aequationum fecundi gradus condderatione 
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Mac-Laurini exemplo edueerentur, Deinde vero trad it is etiam infi- 
nirefimalis calculi principiis cum fingillatim de fublirnioribus Gcome- 
trias curvilines problematis diflererem , qu® Vivianus de tefludinc 
quadrabili invenerat , de folidis rotations genitis Cavalerius , de co- 
chleari folido Torricellius, de Lemnifcatx curvae affecliontbus Fagna- 
nus, de tra&oris circularis quadratura Radicatus , brevius, 8c quatn 
fieri potuit nitidius attigi : 8c licet conicarum feflionum proprietatibus , 
qus tanti in phylica etiam funt ufus, late explicatis , atque ad fim- 
pliciorem formam deducta Agnefix methodo pro xquationibus fecundi 
gradus ad fectiones conicas revocandis , curvarum tertii , altiorumque 
graduum theoriam fobrie jam explicandam effe cenfcrem , cujus vix: 
aliquis in naturalium phxnomenorum explicatione infignis occurric 
ufus; indicavi tamen quam facile ex prioribus calculi differentialis 
formulis flexus quicumque , rami afymptotici , pun&a fingularia , pro- 
prietates omnes curvarum cujufcumque ordinis polTint determinari . 

Aliam etiam Geometric analytics partem lludiofe excolui , qus 
quantitates maximas , minimas , ifoperimetricas refpicit , 8c prxeipua 
hujus generis problemata ad xquationes univerfali eo principio ele- 
ganter deduci inveni, quo propofita maximi , aut minimi proprietate 
in proximum figurae locum translata efficitur, ut quantum quantita- 
tes aliqux augentur, tantundem alis imminuantur, 8c differentia om- 
nis lit nulla. Quod cum pro prsecipuis problematis , qus in Geome- 
tria , 8c Mechanica, atque in Phylica etiam (blent occurrere , ad xqua- 
tiones deducendis fufficiat , ubi conffet aliquem maximi , aut minimi 
effe cafum : ut in quantitatibus quibuslibet propofitis poflit detegi qui 
maximi, aut minimi Tint cafus , regulas omnes, ac condiriones attigi, 
quas primo explicare coeperat Mac-Laurinus : atque ubi maximi , aut 
minimi proprietas fun&ionibus quibuslibet differentialibus exprimeretur, 
formulas omnes addidi , quas pro problematis hujus generis univer- 
faliter refolvendis D. Eulerus tradidit , 8c quas invento variationum 
calculo ampliores reddidit D. la Grange. Cum vero eafdem formulas 
folis differentialis calculi fubfidiis obtinuiffem; calculi alterius princi- 
pia fingillatim recenfere in hoc opere non amplius neceffe erat. Cal- 
culi etiam , quern vocant partialium differentiarum , non nils fumma 
capita hie attigi , quod in iis formulis demonffrandis , qus indutlione 
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analytic* primum colligebantnr , atque in univerfa probabilitatum doc- 
trina praecipuus calculi lit ufus , abftraftae vcro cventuum probabilium 
theorise ad cafus phyficos adeo incerta applicatio , Sc induttionis ana- 
lyticae principium adeo facile , & fatis tutum mihi Temper vifum fit « 
Quern autein vocant finitarum differentiarum calculum prreterire vo- 
lui in hoc opere , quod doftrina omnis ferierum infinitarum, quae 
calculi ejufdem praefidiis ab aiiis authoribus tradi folet, facilius mihi, 
& elegantius videretur ex communibus aiiis Algebrae principiis colligi. 

In liac autem ferierum doftrina , quae Italorum etiam Mathe- 
maticorum ftudia praecipue exercuit , praecipuum in hoc opere fuit (lu- 
dium. Primo igitur in exponendis fcriebus , quae divifionem, extra- 
aionem radicum , funftiones logarithmicas , ac circulates refpiciunt 
methodo ilia, quae revcrfionis ferierum dicitur, potius quant quae coef- 
ficientium indeterminatorum ell, uti volui. Dcinde cum fola fraftio- 
num compofitarum in fimplices refolutione fummam feriei cujuslibet , 
quae generalem terminum ex facloribus pluribus habeat compofitum , 
ad cafum unius faftoris reduci animadvertilfem , fummas ferierum om- 
nium hujus generis aiiis calculi compendia exhibui . Ac denique cum 
celebrioribus integralibus formulis evolutis non nifi peculiares integra- 
tionum cafus haberi agnoviflem , & folam infinitarum ferierum me- 
thodum fuperefle, quae generaliter ad cafus quofvis fe extenderct, 
Newtoni diagramma pro aequationibus fimplicibus duarum variabilium 
inter fc permixtarum ad breviorem formam , & ad acquationes quaf- 
vis compofitas traduxi , Sc appofitis exemplis oflendi quam praecipuam 
integrandi rationem effe cenfeam. Haec omnia primum volumen ope- 
rum conllituent . Volumen alterum Mechanicam univerfam , tertium 
Cofmographiam Phyficam , at Mathernaticam continebit : quibus cum 
plura adjecero, quae pod priorem Cofmographiae , & Mechanicac edi- 
tionem in mentem venerant , praecipuarum Mathefeos partium conti- 
nuatam inftitutionem iis offeram , qui Geometriae , ac Trigonometric 
elementa primum didicerint . At in priore potiflimum hoc volumine 
cum ad curandam etiam editioncm folus vacaverim , tanto fidentius 
mihi illud Newtoni dictum ufurpandum erit: ui omnia candide legantur, 
& defeclut in materia tarn difjicili non tarn reprehendantur , quam novis 
Icelorum conatibus inyejligentur , & benigne juppleaniur , cnixe rogo. 
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D 1 

Arithmetic* Universal 

Lgebra eft ea Mathefeos pars, quae generales method os 
tradit fupputandi , & determinandi ea omnia , qu* 
regularem determinationem aliquam poflunt fufcipe- 
re : atque ita cum Arithmetica quantitates difcretas , 
Geometria continuas tantum coniideret, Algebra id 
omne completlitur , quod quantum eft , numeros , 
extenfionem, tempus, motum See.. Ne quidpiara in hoc opere defi- 
deretur, oportet Newtoni, Mac-Laurini, & Euleri exemplo a prio- 
ribus calculi elementis exordiri . Id autem breviffime praftabimus . 
Quantitates omnes alphabet! litteris defignari folent , plcrumque prio* 
ribus a, b, c See., quae data; funt , pofterioribus x y y , \ Sec. , qus 
ignotae funt , ac quafitse . Generales autem quantitatum relationes qui- 
bufdam fignis expritnuntur . Signo 4* > quod per plus cffertur , defi- 
gnantur quantitates addita: : figno — , quod per minus cffertur , fub- 
traefa : atque ita a b fignificat quantitatem u quantitate b addita , 
a — b quantitate eadem fubdu&a . Produaum quantitatis a per b 
multiplicata: eft a X^> vel a .b , auc tantum a b ; Sc cum quantitates f 
qua; ex duobus , tribus , aut pluribus terminis coalefcant , & quae id- 
circo binomiae , trinomia: , polynomial diet folent, ut a -p b — c , per 
quantitatem aliam x multiplicari debent , iis parenthefi inclufis, aut 
fuperferipta lineola diftintlis, produaum eft ( & 4“ b — c ) x, vel etiam 
a -j-6 c . x . Quotus quantitatis a per b divifae eft a: b , vel etiam 

— . ^Equalitas figno = indicatur, & a + b — denotat fummam 
b c 

quantitatum a, Sc b sequalem effc quantitati x per c divifc; a : & 
r — w • n denorat rationcm quantitatum a y b eamdem eflfe, qu^ dua- 
rum m,n. Signum a>b indicat quantitatem a majorem eflfe quain 
b, Sc a<Zb eflfe a minoiem. 

Quantitates, qua: lignum 4* prxfixum habent , pofitiva appeltan- 
tur, negativae qua: fignum — : Sc cum in comparandis quantitatibus 
quaedam oppofitio effe poflit , ut incrementura inter, St deerementum, 
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inter id quod penes fe habet quifpiam , 8e id , quod cum non habeat 
debet alrcri , diftantias inter in eadem re£la ad partem adverfam ac- 
ceptas j ea fignorum diftinflione quantitates utriufque generis pofTunt 
fupputari. Hac ipfa autem diftinctione manifeftum erit quanam ratio* 
ne addi lingulx , ac fubtrahi debeant . Scilicet , li quantitatum li- 
gnum lit idem , in additione fub eodem ligno accipienda erit fum- 
ma numerorum , qui iifdcm litteris prxfigunrur, quique coefficients 
numcrici dici folent: accipienda autem erit coefficientium differentia, 
prxfixo figno majoris coefficientis , li lignum quorumdam quidem coef- 
ficientium politivum lit, quorumdam vero negativum. In fubtra&ione 
immutanda erunt figna terminorum , qui debent fubtrahi , atque ita 
immutatis fignis termini linguli addendi erunt . Quantitatem enim 
quantitati fubtrahere idem eft ac fenfu contrario addere: & mutations 
fignorum quantitas in quantitatem contrarix , & oppolitx fpeciei tranlit. 

Ita li proponantur quantitates bins j a — i b +■ 6 c — 8 d — — jp 

4a -f tb — x c ■+• j d — . p 

erit fumma 9 a +4 c — 3 d — 4p 

differentia a — 4 b -f- 8 c — 13d — zp. 

In multiplications cum litteraria produtta copulatis , ac juncbs 
litteris debeant accipi , numerica vero ex vulgari Arithmetica inno- 
te fcant , difficultas fignorum dumtaxat erit : & cum manifcfte pateat 
quantitatis pofitivx per politivam aiiam multiplicatx politivum pari- 
ter productum elfe oportere , tota eo reducitur difHcultas ut tyronibus 
breviter indicetur quanam ratione politivam per negativam mulripli- 
cando product um exfurgat negativum, & multiplicando negativam 
per negativam exfurgat produttum politivum . At cum multiplicarc 
nihil aliud lit quam quantitatem unam aliquoties fu mere , ut quan- 
titas -f- a per — b multiplicetur, quantitas eadem a negative tot vi- 
cibus accipienda erit quot unitas in b contincbitur, adeoque negati- 
vum erit produ£tum — -a b . Perinde erit li — a per -(- b , aut -}- 6 
per — -a multiplicetur. Si — a multiplicari debeat per b , quanti- 

tas — a negative accipienda erit tot vicibus quot unitas continetur in b t 
& propterea pofitivum erit produflum -j- a b , xque ac li -f- a per -f- b 
multiplicarctur : atque ita — a per — a multiplicando produ&um erit 
-\-aa, & impoffibilis erit quantitas, qux per fe ipfam multiplicata ne- 
gativum produ&um gignat. Hi- 
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Hifce igitur regulis fi quantitas complcxa 3 -f- 3 A — jc 

multiplicari debeat per quatititatem 1 a — 3 b — 4c, 

multiplicatione per 2 a fa ft a prodibit 6aa + 6a £ — 10 a e 

multiplicatione per — 3 b fa&a — 9 a 6 — 9 b b-\- 1 j be 

Sc multiplicatione faQa per — 4 c • — 12 ac — 1 1 £ c -f- 10 c c 

eritque produ&um omne6aa — iab — gbb -f- }bc — 22 ac-j- iocc. 
Exemplum hoc ad aliorum rationem tyronibus fufficiet , nec plura 
fimul congerere necefle eft. Si quantitas a-\-b per fe ipfam multipli- 
cetur erit quadratum aa-\- 1 ab-\- bb, squale fcilicet quadratis par- 
tium, & duplo re&angulo unius in alteram: cubus erit aaa-j- } aab 
+- }abb-\-bb bz=aaa-{-b b b -f- 3 ba . ( a + b ) , squalis fcilicet par- 
tium cubis , triplo quadrato prims in fecundam du£ts, & triplo qua* 
drato fecunds pariter dufts in primam: produfta autem lab, jaa b , 
bbb negative accipienda erunt ft loco a-\-b proponatur quantitas 
a — b . Loco produftorum aa, bb feribimus a ' , b ' , Sc a ' , a' loco 
aaa ,aaaa\ ac quantitas a dicitur radix, a' quadratum, feu fecunda po- 
tentia, a’tertia &c. , & numeri 1 , t, 3,4 &c., aut generatim m dicun- 
tur indices, five exponentes poteftatum a', a ' , a ' , a* See. a m : indicant 
enim quot vicibus quantitas a per fe ipfam multiplicetur . Habita vero 
fignorum ratione , pofitivs radicis -f- a poteftates omnes pofitivs erunt : 
radicis negativs — a poteftates fucceftivs erunt — 1 t’.-f-a*, — a', 
-f-a'&c. altematim pofitivs, & negativs: atque ita poteftatis ordine 
difparis, & pofitivs pofitiva radix , negativs negativa erit, poteftatis 
ordine paris, Sc pofitivs pofitita, Sc negativa radix effe poterit , po- 
teftatis autem ordine paris. Si negativs nulla erit radix pofiibilis . 

Ex iifdem regulis multiplicationis colligi poterit quanam ratione 
inftitui debeat divifio . In divifione enim contrario ordine quantitas 
eadem debet exlurgere, qtix per quantitatem aliam jam dufta fuerat. 
Quare produQum-j-a£ dividendo per -f- a quotus erit+£, & divi- 
dendo per — a, vel per — b quotus erit — b in orimo cafu, Sc — a 
in cafu altero : atque ita pariter dividendo — a b per 4 - a quotus erit 
— b. Si quotus erit -(-a dividendo produ&um idem per — b. Has 
omnes fignorum alternationcs unica regula exprimunt Algebriftx : 
quod fcilicet in multiplicatione, ac divifione eadem multiplicand'!, Sc 
muhiplicatoris , aut dividendi, & diviforis figna faciuntplus, diverfa 
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minus . Hac rcgula cum quantitatum fimplicium divifio pateat , ad 
quantitates compofitas dividendas regulas aiiae adjiciend* erunt, qui- 
bus in Arithmetica numcrica folemus uti: nimirum quantitas dividen- 
da per primum diviforis terminum debet dividi, produdum quoti per 
integrum diviforem dudi ex quantitate eadem fubtrahi , & divifio eo- 
dem Temper ordine continuari . Ita li fit quantitas dividenda a' — a' b 
+ id' c — 3 abc-\-b'c, divifor a — b ; dividendo a' — a'b per a — b 
crit quotus a ' : produdum quoti in diviforem a — b erit a' — a' b , 
coque fubdudo ex quantitate dividenda Tupererit za'c — be -f-b' a 
eritque fecundus quoti quaefiti terminus lac, eoque in a — b dudo, 
fubdudoque ex quantitate ilia refidua Tupererit —a b c -f- b' c : atque 
erit tprtius terminus — be, 8c quotus integer a' -j-sac — -be. 

Algorithms fradorum in Algebra idem qui in Arithmetica nu- 
merali eft , eademque utriufque calculi eft ratio . Redudio fcilicet ad 
denominationem communem obtinebitur fi numerator fimul , & deno- 
minator fradionis uniuscujufque per denominatorum aliorum produdum 

. .... . n. ab \ g i- cbct abrhl+gfhl + cbdfr 

multiphcetur: atque ita eft — + — + — = ~ 

J r hi fhlr 

ita cnim unicus eft denominator, 8c numeratore fimul, ac denomi- 
natorc fradionis uniuscujufque per camdem quantitatem multiplicato 
fradionis valor manebit idem . Rcdudis etiam ad communem deno- 
minationem fradionibus, colledifque in unam Tummam numeratoribus 

i f r 

fradionum omnium additio habebitur : atque ita fradionibus & 

ad-f-bd 

t — mb' , — mb')(ad-\~bd)i 

a'-—b'. ‘ (dd+bdj (a‘ — b' ) 

8ccum fit a' — = (a-\-b)X. (a — b) , divifione totius numeratoris 

, (a — b).af r dP dmb' 

8c denominatoris per a 4- b fada fuperent ; — . 

a' d — b' d 

Si fradionem fecundam a priore fubducere oporteat , in pofteriore hac 
fradionc immutanda erunt figna terminorum dl',drnb‘. Pariter , ut 

in fradis numericis , quantitatem — per -~- L multiplicando ex- 


* — b 

bflm a c a f 

iurgit — : & quantitatem — per — dividendo quotus eft . 

Pro divifione etiam fraefcionum complexarum , & redu&ionc ad mi- 

nores 
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minores terminos, cum eadem principia fine , non niil exempla litteralia 
exhiberi debent tyronibus , qui jam numcrorum algorithmum calleant . 
*3 tax 1 u’l lax a' 

Ut fi fradionem — - — -~r 4 — — - dividcre oporteat 

3 b to i 6 b 3 4 

x'- tax . .. . . -X 1 x* r .. 

per— - -\-a, divifione priori termini — per — facta cm pn- 


ib 


mus quoti terminus — — , eoque in diviforem totum dudo , fubdudo— 


que ex fradione propofita erit primum refiduum . 


ax* 3 a'x a' 

17 ^ i6i Ji 

Sc refiduum hoc rurfus eadem ratione dividendo prodibit alter quod 

1 . xx t 

terminus — ~<r, atque erit quotus omnis — — — a. Obfervandoau- 

tem ex quibus quantitatibus exfurgat fradio , communes numeratoris , 
Sc denominatoris divifores obtineri , Sc fradio ad minimos terminos 
reduci potent , ut in precedent! alio exemplo , divifione per a -f- b 
fada , preflitimus . Denominatorem per divifionis totius refiduum , fi 
quod fit, dividendo, 8t fecundum refiduum per prius, maximus nu- 
meratoris, & denominatoris divifor, ut in binis numeris ad fe invi- 
cem relatis , ita etiam in produdis litteralibus haberi poterit . 

Ut potentiarum quarumlibet fradi etiam exponentis algorithmus 
pateat , ex vulgari Arithmetica tyronibus revocandum eft in memo 
riarn , quod fi terrainis fingulis feriei fecundum eamdem rationem 
crefcentis , vel decrefcentis , quae progreflio Geomctrica dicitur , ut 
'j, i , 4, 8, 16, 3 1 See. fubferibantur ordine termini progrefiionis 
alicujus Arithmeticae , qua: iifdem femper ditferentiis crefcit, aut de- 
crefcit , ut o , i , i , j , 4 , { , 6 See, finguli hujus feriei termini 
dicuntur logarithmi terminorum in priore ferie refpondentium ; indi- 
cat enim logarithms quifquc quern locum in progreflione Geometri- 
ca habeat terminus analogus . Quod fi igitur proponatur feries quan- 
titatum 1 , a , a*, a J , a*, a ', See. , exponentes terminorum fingulorum 
erunt ordine o , 1 , 2,3,4, ; Sec.: loco enim limplicis quantitatis a 
feribere poffumus a , Sc quia pneccdens quifque feriei terminus eft 

terminus fubfequens per a divifus , atque eft ~ = 1 , loco unitatis 
fcribcrc pollumus a ° : atque ita exponentes quantitatum in Geometti- 

C ca 
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ca ferie progredicntium erunt ipfarum logarithm! . Et quidem perindc 
crit H proponatur feries decrefcens i , — 8cc,, atque expo- 

nentes contrario ordine debeant accipi , & fine o , — i , — i , — 3 , 
— — 4 8cc. t ita enim pro — fcriberc pofTomus a~* , & a 3 loco — , 


atque in fra&ione _L poteflas , qua; in denominatore ell, ad numerato- 
a “ 

rem traduci poterit exponentis lignum mutando , ac feribendo a — 
Quod fi alii intermedii termini in progrelTionem Geometricam tran- 
feant, alii eciam intermedii arithmetic® feriei termini, et logarithmis po~ 
tentiarum accedcnt . Ita quia radix quantitatis a , qux figno /a expri- 
mitur, ell media Geometrice proportionalis unitatem inter, 8c quan- 
titatem eamdem a , ipfius exponens crit medius arithmeticus inter o , 

I I 

& t ; erit feilicet radicis quadrat® exponens ~ , 8c fiet </j = a 7 . 
Si inter 1 , & a bins accipiantur medi® Geometric® £/ / a, & -p/ aa, 
Ut fit a . j^/ a a = a a a , = a , radice nimirum cuba 

per defignata , bini etiam exponentes erunt medii arithmetici in- 


ter o , 8c 1 , ac fiet \/ a = a 3 , 8c ,V a a = a a 3 = a 3 ac ge- 
neratim quantitatis a " radix ordinis m , five t/ a ” erit a - . Si fe- 


ries contrario ordine terminis continue decrefcentibus continuetur erit 


— = a s , Sc „ — a m . Quia vero quantitatem aliquam vici- 

a 


bus m per fe ipfam multiplicando , five elevando ad potentiam ordi- 
nis m , tollitur id quod antea extraflione radicis ordinis ejufdem m 

M » 

~) = a , 8c (a") r = a” : 
atque ita potenti® cujuslibet ad potentiam alterius ordinis elevatio 
multiplicatione exponentium , 8c radicis cujufcumque ordinis extratlio 
divifione exponentium prsllabitur . 

Iam vero in progreffione quavis arithmetica fumma primi , 8c 
quarti termini squatur fumm® duorum intermediorum : fecundus enim 

ter- 
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terminus ex primo, 8c differentia utriufque exfurgit, tertius primum 
comple&itur , 8c differentiam eamdem bis, quartus primum, 8c diffe- 
rentiam ter complectirur. Quare cum in duarum quantitatum multi- 
plicatione , unitas , quae multiplicatur , 8c per quam multiplicatur 
quantitas , 8c faftum fint in progreffione Geometrica ; logarithmus , 
facli erit a:quidifferentium quartus ad logarirhmum unitatis , mul- 
tiplicandi , 8c multiplicatoris : aut ft logarithmus unitatis fit o , loga- 
rithmus facli erit fumma utriufque logarithmi, 8c quantitatis multi- 
plicands: , 8c multiplicands : aut denique fi diverfae potenti* quanti- 
tatis ejufdem multiplicari debeant inter fc , produdi exponens eric 
fumma duorum exponentium ad poteftates propofitas pertinentium . 
In divifione logarithmus , five exponens quoti xquabitur differenti* 
logarithmorum , five exponentium diviforis , 8c dividendi . Binis hifee 
regulis haberi poterit multiplicatio, 8c divifio poteffatum integrarum, 

_ _ __i__ — * mt-f-nr 

' fra&arumque : eritque y . y =zy ' , 8c y r . y * — y mt ; 


m 

• “V tn — *■ n 

atque erit pariter — 


y 




Radicalium etiam quantitatum , quae furdae , 8c irrationales vocan- 


tur, calculus evadet facillimus ubi obfervetur radicem produ&i aqua- 
lem effe oportere pr oducli s radicum producentiutn , atque univerfim 
effe ✓ a ' . ✓ b 1 = / a 1 6 = a b . Hoc enim pofito erit / 3 / 1 5 = 
✓ 45 = /9 / 5 = 3 / 5 , & it a porr o. Erit etiam / — a = 

^ — a 1 = ^ a 1 ^ — 1 = a / — 1 ; quo in cafu radicis quadratae 
extra&io ad earn formam dedufla erit quam antea diximus nulla 


quantitate algebrica , aut pofitiva , aut negativa , in fe ipfam duQa 
poffe exprimi : qua: dicitur quantitas impoffibilis , five etiam imagina- 


ria. Quod idem valet de radicibus quarti , aut paris alterius cujufque 

7 / » - 

ordinis : atque erit j/ — a = — a m realis quantitas , vel impoffi- 


bilis , 8c imaginaria prout numerus m erit impar , vel par , Imagina- 
ry autem quantitates femper ad realem aliquant quantitatem reduci 
poterunt , quse per ✓ — x multiplicetur . Nara cum impoflibiles quan- 

C 2 tita- 
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titares non alias in Algebra ocurrant quam radices ordine pares quanti- 
tatis cujuslibet negativao , li r fit numerus quicumque integer , & ir 

fit femper numerus par, erit — a = «”x / y — 1 — 


» I w f — r t n_ i n 

a lr X — i 1 r = r X i lr X — i*=«* , X — i 2 =a i7 V — i. 

Quantitates Algebric* impoffibiles , atque imaginarix ad genera- 
lem cafuum quorumlibet propofitorum evolutionem pertinent . Nam 
fi problema aliquod propofitum in peculiari aliquo cafu evadat im- 
poflibile , Algebrx artificiis debet detegi ultra quos cafus impofiibile 
fit id quod quxritur : id autem impofiibile effe intelligitur cum ad 
radicem quadraticam unitatis negative accept* deducitur problema . 
Ut fi quibuslibet perpendicularibus ad re&am pofitione dacam educbis 
determinandum fit qu* circulo , data; pariter pofitionis , p^ffint aut 
non poflint occurrere ; deficere non debet methodus perpendicularium 
indicandarum , qu* tot* extra circuli planum jaceant : quod fit cum 
pro indicanda circuli, 8c reft* alicujus interfeftione occurrit quantitas 
imaginaria . A refta vero quantitatum hujufmodi confideratione autho- 
res celebres recefferunt, qui eas quantitatum realium calculo, citra 
impoflibilem cafum aliquem , admifcentes eodem modo ac quantitates 
quasvis reales ad calculum revocarunt , cum alia prorfus calculi ra- 
tio in utraque quantitatum fpccie effe debeat . Ita non nifi abfurde 
fiatui poffet o X^ — i =o : cum enim in multiplicatione quavis 
unitas , multiplicator , multiplicandus , 8c produftum effe debeant con- 
tinue proportionales , 8c nunquam affumi poflit tanquam continua 
proportio i : v' — i = o: o, neque etiam effet o X ^ — i = ° . 8c ni- 
hil imaginarii realem potius quantitatem quam nullam defignaret . 

At de impofiibilium quantitatum calculo , 8c de paradoxis inde 
ortis fuo loco agcmus . Hxc litteralis calculi elcmenta , qu* apud 
authores alios fufe adeo tradi folent , ad priorem Algebr* partem 
fufiicicnt , qu* , quod peculiarcs quosvis numerorum cafus litteralibus 
formulis exhibeat, Arithmetic* univerfalis nomen obtinuit. His enim 
pofitis omnibus ad generalem problematis cujusvis Arithmetici folutio- 
nem nihil aliud prxffandum erit quam ut not* , 8c quxfitx quan- 
titates problematis, impofitis veluti nominibus, totidem littcris defi- 

gnen- 
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gnentur , atque ex ipfis problwnatis conditionibus ewatur quae quan- 
titates per alias duels , aut divifae , fubdudar , additae aequales aliis 
efle debeant . Haec terminorum aequalium , & diverfimode cxprcflo- 
rum comparatio , problematis squatio dicitur, & ubi ad aequationem 
problema dedudum eft, fupcreft ut nullo habito datarum quantita- 
tum, & quaefitarum, ignotarumque difcrimine, & aequalibus iis ter- 
minis aequaliter Temper audis , imminutis, divifis, multipiicads , aut 
radicibus utrimque extradis , aequatio cadem in alias rurfus , atque 
alias transformetur, ut denique quantitatis quae fits valor notis tantum, 
datifque quantitatibus utcumque inter fe mixtis exprimatur . 

Problemata Arithmetica poll Diophantum Alexandrinum plurim* 
protulerunt Algebras reftauratores detcrminata , femideterminata , in- 
detcrminata , unius , aut alterius gradus , atque iis accurate refolven- 
dis noftra hac state Authores alii fufius, atque operofius incubue- 
runt. Dicuntur autem primi, fecund! , tcrtii See. gradus problemata, 
& aequationes , in quibus ignota quantitas primi ordinis , ac dimenfio- 
nis potentia eft , fecundi in quibus ignotx unius , & indeterminate 
quantitatis quadratum , aut duarum produdum occurrir , tertii in qui- 
bus occurrit aut trium variabilium produdum , aut quadratum unius 
in alteram , aut etiam unius cubus &c. Rurfus determinata appellan- 
tur problemata, quae non niG folutionem unicam admittunt, indeter- 
minata quae plures, femideterminata quae licet conditionum genera- 
lium defedu videantur indeterminata , tamen quod in peculiari aliquo 
cafu aut fradae, aut negativae , aut quasdam aliae quantitates debeant 
rejici, certain determinationem fufeipiunt. Singulorum refolvendorum 
methodus exemplis melius quam regulistradi poterit. Primum Newtoni 
exemplum in Arithmetica univerfali eftj Mercator nummos habet nu- 
mero x , expenGfquc nummis too reliquum x — i oo triente auget , 8e 
4 x — — 400 

fic habet nummos ; , inde autem fubdudis rurfus 100 num- 

3 ( 4 x — 430 

mis , refiduum auget triente , & fit nummorum fumma \ ; — 

. ( 1 ) i6x — z8oo „ . * ? 

— 100 ) \ i 4 -~< = , & tenia adhuc vice nummis 100 

' ( 3 ) 9 

expends, & refiduo tertia fua pafte audo priorem nummorum nume- 
rum duplo auxilfe deprehenditur. His pofitis erit aequatio problematis, 
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(■+r)( 


1 6 x — 2800 


. 100^ = 


64X— I48oo\ 


*7 


J 


: l X. atr 


que inde illico eruetur 54 *=64 x — ■ 14800, adeoque x= 1480. Prio- 
ris exempli loco referam ego problema aliud , quod mihi , cum primum 
caepi haec lludia excolere , ab amico quodam propolitum fuiffe memini • 
PROBLEMA I. 

Summa nummorum 600 inutuo accepta nium annorum tempo- 
re ita reflituenda fit domino , ut quae annis fingulis redditur pars , 
cum annuo vigefima: partis cenfu , asqualem fummam conficiat . 

Si pars, quae reftituitur priore anno, vocetur x, erit fumma om- 

nis cum cenfu annuo perfoluta x -J- — • 600 = x-\- 30 ; atque erit fuper- 

600 — * c ._ 

ftitum nummorum fumma 600 — x, cenfus annuus “ • Sit f 

pars, quae fccundo anno redditur, 8c fumma omnis tunc exfoluta fit 
j -J- . Haec cum priori fummae x-\- 30 aequari debeat, fiet 20 x 


20 


600 = to 3-f- 600 — x, 8c inde eruetur 3: 


11. x 


10 


. Supererit igitur 


ad annum tertium fumma 600— x— - 3; =600 > cu i us cenfus 


cum fit 30 — — — fietob conditionem problematis 600 • 


400 


4I-* 

20 


+ 30 


41. X 


400 


= 630 ■ 


861. X 


400 


— x-f* 30. Unde fubdu&is utrimque, re- 


410 

duftifque eadem ratione numeris eruetur x = 190 — x 

4. -L.x= 199 +^7^. Addito igitur cenfu perfolvenda erit primo 
zo 1261 

410 „ t , 600 — x ^ 

anno fumma nummorum zio + Y76T : ^ ecun< ^°H ^ 

4.1^14. , 0 1 ^12. = j quae pariter reduRis numeris 

'1261 T ^1261 1261 

IOJI jjt 

invenietur effe tertii anni fumma 600 — x — ? = 209 -f* li $ l a ^dito 


620 

cenfu annuo 10+ — — . 

1 201 


CO- 
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COROLLARIA. 

I. Hoc ipfo proceflu calculi manifeflum eft quanam ratione ge- 
neraliter proponi , ac refolvi poflit problema . Scilicet fi fumma mu- 

tuo accepta fit m, cenfus annuus — , quia primo anno perfolvitur fum- 

tn m . _v 

ma — + fumma refidua m — x, cenfus ejufdem annuus 


fumma qua: fecundo anno perfolvitur 


— x i m , r 

rt = — + •*■: fiet uni. 

n n 


verfim}= i +J_. x: atque ita cum ad annum tertium fupcrfit fum- 


ma m — x — j = « — i + J_ . x , eaque auda fui parte — , qua: 

n n 

cenfum tertii anni exprimit , a:quari debeat fumma: qpx priorc anno 
redditur; erit general is xquatio problematis 

^*=(«~7+i.x) ( I+ i)=: W+ ~ 

^ 3 x==m, adeoque x—m: i + i_-f- ; & pofito m 


: 600 , n = to fiet adhuc x = 1 90 -f- 


410 
1261 ’ 


II. Hoc etiam exemplo patet qua methodo primi gradus proble- 
mata, qua: falfa, ut vocant, pofitione in vulgari Arithmetica refolvi 
folent , direde , ac generaliter pofiint refolvi . Ut fi binx quantitates 
x, y fic comparatx elfe debeant ut quantitas eadem a priori addita, 
8t fecundx fubduda, ac deinde fubduda prims, Sc fecundx addita, 
fummas , ac differentias in cafu utroque relinquat in ratione data , 
fcilicet fi fit x -f- a : y — a = m : 1 , 8c x — a-.y -\-a=n: 1,8c fint 
m , n conftantes alix quantitates , extremis , ac mediis in fe dudis fiet x 
• j-a=my — ma, adeoque x = my — ma — a, Sc ex analogia 
altera eruetur x = n y 4- n a -f- a , Sc binis hifee valoribus exxquatis 


i\ _ / imn+ m+n\ 

fiet y = I lu.Sc x—l 1 a. Uc fi unus ex bt» 

\ m — n ) ^ m — n ) 

nis emptoribus quatuor mercis alicujus libras plus emendo , Sc alter 

cmen- 
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cmendo quataor minus camdem mercis quantitatem fibi comparers , 
lecundus vcro quatuor libras plus emendo duplam fibi quantitatem 
comparer, quam cum primus libras quatuor minus emit; pofico a = 
4 » m= i , /2= I-fiet merces a fecundo empta y = 28 , 6c maxes 


primi emptoris x = 20. 

III. Ita pariter fi numcrus pauperum (It x, nummorumy , defint 
autem nummi n ut fingulis diflribui poflftnt nummi numero m , 8c 
nummi q fuperfmt ft fingulis dentur nummi numero f, erit mx — 


n = p x + q = y , ac fkt x = 


f_+_7 
m — p 


6c y = m 



m q -\-np 

n s= — — 

m — p 


: ut fi ftatuatur m = 3 , n = S , p = Z , q 


3, erit numcrus pauperum 11 , nummorum2j. Alia falfarum pofi- 
tionum exempla multiplicare ne tyronibus quidem needle ell, Eo 
enim redeunt omnia ut quaellio analytice exprciTa ad zquationem , 
quam conditiones quaeftionis exigunt , deducatur , turn vero fie tranf- 
formetur aequatio ut quae detetminanda proponitur quantitas datis 
tantum , ac cognitis quantitatibus exprimatur . Transformatio autem 
omnis eo tantum axiomate abfolvitur quod qu* aequales funt quanti- 
tates , quantitatibus aliis aequalibus utrimque additis , lubdu&is , di- 
vifis, multiplicatis , aut radicibus etiam extradis aequales remanent. 


PROBLEM A II. 


jEquationes quaslibet primi gradus , 8c indeterminatarum qua- 
rumlibet quantitatum inter fe comparare , ac refolvere . 

Si una tantum proponatur aequatio , quae indeterminatam aliquam 
dimenfionis unius involvat , indeterminatae valor lola termlnorum 
tranfpofitione ut antea inveniri poterit . Si indeterminatae plures , 8c 
plures fimul aequationes, quae primam dimenfionem non fuperent , 
proponantur , in fingulis aequationibus indeterminate unius valor ex 
indeterminatis aliis , ac confl antibus quantitatibus colligetur : unde fi in- 
determinate , 8c aequationes totidem proponantur , omnes fimul ad 
quantitates datas reduci poterunt . At fi pauciores lint conditiones 
problematis quam ignotae , 8c quaefitae quantitates , aut fi tequationes 
aliquot in unam recidant , inderminatum erit probiema. Ut fi proponan- 
tur quatuor aequationes quae fimuL indeterminatas quatuor invcilvant . 

I. 
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L tu-f-3*— - 8 = o 

IL 3B + 2^ — 9 = 0 ' '- 5 

III. 4x 4-3 3 — io=o 1 

IV. 2j.-f- j— io=0} 

tranfpofiris aequationis prioris terminis eruetur u=4 — x J ter minis 
vero altcrius u = 3 -y , & fic fiet x — 4 + — y • Hoc autem va- 

10 4X J1 l6y 

lore in tertia ^equations fubfiituto net r= = : 

3 9 *7 

& cum ex quarta efle debeat 7 = 10 — t y , binis valoribus compa- 
ratis debebit elTe y = 3 , adeoque etiam 3 = 4 , x = 1 , « = 1. 
Contra fi proponantur tres aequationes 

I. ix+ 3 y+ 33 + 6 = 0 , 

II. 3*+ .7+ *1 + j=o 

III. iOJf-f-8_y-}-i43-f- 22 = 0 } 

113+8 

ex binis prioribus eruetur — y = 1 


& cum tertia sequatio 


lit ipfa duarum priorum fumma bis accepta , nihil inde erui poterit 
quod quantitatibus y , & 3 determinandis fufiiciat . 

COROLLARIA. 

I. Simili modo fi proponantur tres indeterminatx , ac tres ;cqua- 
tiones 

I. lx + 4jy+S3 21 = 0 

II. 3 *+S y + 1 \ — 30 = 0 

III. jx+ 6 ^ + 4 3 — 43 = o> 

pofieriore aequatione fubducla ex duarum priorum fumma fupererit 

3 J+ 3 I — 9=0 , five y = } — 3. At vero ex priore aequatione 

IT 2 3 5 y 

eruitur x= 1 1 — 2 y , ex fecunda x== 10 , Sc 

J * 3 3 

binis liifce valoribus comparatis fit y = 3 = 3 — 3 : quod else 

nequit nifi fit 3 = o , atque hoc pofito fit_y = 3 , St x = t. Tria co- 
Tollarii , St problematis hujus excmpla funt quibus Cl. Bezout Lib. II* 
Se£l. II . de generali aequationum theoria generales refolutionum regu- 
las aptare docuit: iifque exemplis oAendimus cafuum, & sequationum 
omnium ilmilium tain fimplicem efifc refolutionem , quae ex fola ter- 

D mi- 
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minorum confideratione oritur, ut gcneralibus aliis regulis opus non fit 

II. Hue paritcr reducetur problema trium quantitatum x , y , f 
determinandarum ex data paris cujufque fumma . Nam fi ftatuatur 
primum par x -f- y = a , fecundum y -j- f = b , tertium x -f- j = c , va- 
lorem ignotx unius ex xquatione una erutum fubftituendo in xqua- 
tione altera prodibit 

a — b-\-c a-\-b — c 6-j-c — a 


y~- 


I s 


Z z z 

& fi in cafu aliquo flatuatur a =. 9 , b = 1 3 , c= to , prodibit 
x = 3 , y = 6 , j = 7. Si una ex tribus his xquationibus , & con- 
ditionibus problematis deficeret indeterminatum eflet problema , Sc in- 
finiti eflent cafus trium quantitatum affignandarum , in quibus data 
diet prim* , 6c fecund* , fecund* , 8c terti* , non autem prim* , 6t 
terti* fumma . 

III. Hue etiam fpeciant problemata , ut vocant , alligationis fim- 
plicis , vel compofitx . Nam fi trium rerum mifeendarum quantitates 
fint x, y , j , ut fimul omnes menfuram datam confidant, pretium 
autem pro integra menfura rei prioris fit a , fecund* b , terti* c , ac 
pretium medium totius mixti fit m , fiet 
jr +>' + i= I ,ax + by + ci=zm 
atque inde eodem modo, iifdemque reduclionibus eruetur 
m — t fci — ax c — m — b x -J- a x 

y— b — c ’ & b—c ■ 

Si bins tantum fint res mifeend* determinatum erit problema , 8c fiet 


by = m — a x = m — a. 1 — y, five y =— • Hsc eadem 

formula eft qua , dato pretio a vini melioris , vilioris b , inquirunt 
alii , qu* quantitas y vini vilioris fit admifeenda ut pretium unius 
menfurx fiat m , 8c fi vino aqua fit affundenda , fit fit b = o aflu- 

munt y •= i At obfervandum eft in hujufmodi formulis affu- 

J a 

mi , quod valores mixtarum rerum mixtione non immutentur , 8c 
metallorum mixtionibus eafdem formulas applicari pofTe, vini autem, 
8c limilium rerum non item , 

IV. In alligatione autem compofica fi difiuniles rerum mixturs 

fie 
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fic component!* lint ut res ill* commixtae inter fe datam rationem 
habeant , eadem methodo procedendum erh . Sint A, B ,C res mixta ; 
mixture unius data menfura , ac quantitas d A-\- e B-\- fC , fecund* 
mixturae eadem quantitas gA-\-hB-\-kC, terti* l A -\-m B -f «C: 
& fit pA-f-qB-f-rC mixtura, qua ex his omnibus componi debet, 
fint autem d,e , f, g , h , k , l , m ,n,p ,q ,r data quantitates : Sint x , 
y , j numeri , per quos fi mixture propofit* refpeclive multiplicentur, 
earum fumma evadat p A-\- q B-^-rC , Multiplicationc facia erit 
d xA -f - e x B /jc C i 
+ gy A + hy B + ky C v =p A + qB + rCi 
-\-l\ A + B + n\C I 

unde cum portio pA exfurgere debeat ex analogis aliis portionibus , 
collatis terminis fiet p = d x-{- gy 1 atque ita pariter q z=z e x -f- 
hy -f- m j , & r = fx - )- ky -f- n j : atque inde cruetur 

p — gy — q — ^y — m ? r — k y — *i 

X==> d — e ~ f 

V. Qui exercitii gratia numeros x, y , j determinate , & exetn- 
plo alicui applicare velit, ftatuat tres efle metallorum colliquefadlo- 
rum , & tequalium ponderum mixturas, quarum prima contineat uncias 
argenti 1 2 , aeris i , ftanni 3 , fccunda argenti 1 , aeris 1 2 , ftanni 3 ; 
tertia argenti nihil , & aeris uncias 1 4 , ftanni 2 contineat : & fi ita 
mixturae componendac fint, ut habeantur pro eadem menfura argenti 
unciae 4 , aeris 9 , ftanni 3 ; loco litterarum d, e,f , g ,h, k , l , m,n, pi 
q, r feribendo numeros 12,1,3,1,11,3,0,14, 2,4,9, 3 > 

- 8 3 

& abfoluto calculo inveniet 1 = o, y = — , x = — • Exemplum 

hoc exhibuit Newtonus in Probl. VIII. Atithmeticae : adjecit autem 
in Probl. IX. Quod fi p, q, r fint pretia mixturarum feorfim accept 
tarum, & in mixtura compofita x , y , j fint pretia rerum A, B, C ; 
eadem formula ex datis pretiis plurium mixturarum , & datis propor- 
-tionibus mixtorum inter fe , pretium cujusvis ex mixtis determinabitur . 
PROBLEMA III. 

Si ad determinationem problematis deficiente acquatione aliqua 
adjiciatur conditio ilia quod numeri integri efle debeant , numeros in- 
tegros determinare . 

D 2 Pro* 



it DeArithmetica 

Proponatur aequatio primi gradus , quae indeterminatas binas in- 
volvat , ax±by=n, redu&ifquc coefFicientibus fint a , b , n numeri 
integri, inquiraturque qui alii numeri integri x ,y aequationi huic fatis- 
n 4 - by 

faciant . Cum fit x = — - — , accipiatur numerus aliquis integer m, 

qui per b du£tus , fubduclufque ex numero n cum fuperius fignum ac- 
cipitur , additus vero cum accipitur fignum inferius , efiiciat numc- 
rum , qui per a pollit dividi . Erunt numeri alii , qui loco y accipi 
poterunt , m± a, rn± t a, m± } a bcc, quique numerum x pofi- 
tivum , aut negativum , integrum Temper exhibebunt . 

Si indeterminatas tres, Sc binae tantum aequationcs proponantur 
L a x b y -{• n 

II. dx + ey 4 -f\ = //» } 

m — ey — dx n — by — ax 


frit \ = ' 


/ 


. . . / b f — ce \ n t — cm 

atque mde eruetur x+ = 7/— f 


nf—c 


Erit igitur r< 


n f — cm 

77 — 77 ’ 


n f cm 

& y< bf—ce 

bf — ce 


: Sc cum numerus aliquis 
nf —cm 


du£lus , fubduQufque ex ■ 


integer y excipietur, qui per — — c.~ — , ^ ^ 

numerum x integrum exhibeat , problemati ctiam fatisfacient numeri 
alii_y±( af — cd), y±i ( af — cd) , ^±3 ( a f — cd) See. 

COROLLARIA. 

I. Si equorum numerus fit y , bovum x, Sc illi finguli veneant 
aureis 31 , hi 20, Sc fummae utrimque expenfae differentia fit 7, at- 

r 7+3 ty 

que ita proponatur aequatio 20 x — 3i_y=7, fivejr= * - 


20 

cum numeri x , Sc y non nifi integri , Sc pofitivi eflfe poflint , erit y 
numerus impar : Sc cum numerus 3 loco y fubflitutus manifclte. pro- 
blemati fatisfaciat , erunt numeri alii 3 + 20, 3+40, 3+60 See., 
atque inde loco x eruentur numeri j , 36 , 67, 98 Sec. Hue fpcStat pa- 
riter illud problema Euleri duos numeros integros inveniendi , quorum 
fumma produflo addita fit 79 : pofito enimx_y -{-x-j-y= 79, fiet 

y= 
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79 — x 8o 

y s= ■ ^ j — i , 8c numerus aliquis impar x feligendus erit,' 

qui unitate auQus fit unus e diviforibus numeri 8o. 

II. Si numerus 15 dividendus proponatur in binas partes, quo- 
rum una binarii , ternarii altera fit multi pla , fcilicet fi bin is acceptis 
numeris integris x, y proponatur aequatio i ■* + 33 '= ; fiet x =3 

*3 — 3 y 

, & numerus y impar, atque is tantum feligendus erit, qui 


ter fumptus , atque ex 2 j fubdu&us pofitivum refiduum , & per 1 
divifibile relinquant s unde loco y accipi poterunt numeri 1 , 1 -|- 1 , t 
+ 4 > i -f- 6 , atque his pofitis fubftitutionibus numerus x fiet or— 
dine 11,8, 5 , 2. Indicabimus poflmodum quanam ratione analiflae 
alii problemata hujus generis ad confiderationem earum fractionum , 
quas vocant continuas , deduxerint . At cum in hifce , 8c fimilibus 
aliis quaeflionibus facile numerus aliquis fc fe offerat, qui ad folutio- 
nem quaeiitam fufficit , fatis erat eo dato numeros alios in venire , qui 
ad propofitum fimiliter cafum pertinent . 

III. Ad fecundam problematis hujus formulam pertinent plura ex 
iis problematis , quae vocant femideterminata . Ut fi ad fpectaculum 
aliquod conveniant pueri numero x, homines y , fenes 3 , omnes 
fimul numero 100 , pueri autem folvant finguli nuramos 2 , homines 
1 , fenes , 8t omnes fimul perfolvant nummos 70 ; pofito n = 70 , 
c— 1, 6 = 1 , <z = 1 ,m=. 100, d=e=f= x , debebit eflej'<40. 


. 40 

8c x< — 
3 


five x < 14 : 8c fi fiat x = 1 3 , prodibit y = 40 — 


3 X 13 = 1 , 8c 3=86. Si loco x fuccefilve accipiantur numeri 1 2 , 
11 , 10 8cc., numeri alii integri , 8c pofitivi haberi poterunt, qui fpe- 
ciebus y, & 3 refpondent. Generalis autem formula problematis ca- 
fibus aliis omnibus inferviet, in quibus numeri a, b, c, n pofitivi fint, 
& utcumque fra&i, & m fit numerus integer ternario major. Si fpe- 
ftatorum numerus eflet 2 ; = x -\-y + 3, 8c fingillatim folverent 
pueri nummos 1 , homines 6 , fenes 9 , omnes fimul 7} , diet etiam 
x-f- &y +91 = 7J s inde vero erueretur y = 10 — | 3, 8c unicus 
eflet cafus problematis 3=3, y — i, x= 1 8, 

PRO- 
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PROBLEMA IV. 

Ex aequatibne quadratica radices extrahere. 

Cum binomii cujuslibet quadratum acquale fit quadratis utriufque 
partis fimul fumptis , & duplo re&angulo partis unius in alteram , ut antea 
notatum eft, fi x quantitatem quamlibet pofitivam, aut negativam defi- 
net, & proponatur aequatio x’-f- a x=±c', ad complendum quadra- 
turn prioris termini deficiet quadratum 7 a' dimidii coefficientis - a. 

Hoc igitur quadrato utrimque addito fiet x 3 + ax -|- - a = (x + q a )* 
— 1 & cum pofitivae cujuslibet quantitatis radix pofitiva 

teque , ac negativa efsc poffit , ut fupra pariter notatum eft •, extra£lis 
utrimque radicibus debebit efle +7 « = ± V (^<z 3 ±c’), 8c * = 
±✓(^± 0 — 

Si proponatur aequatio x‘— & x quantitatem quam- 
libet pofitivam, aut negativam defignet , erit x’ — ax a = 
(x — -1 ay - = 7 a’ ± c 1 , 8c x — 7 a = ± / (7 ± c"), five x = 
7 aiV (7 a’ i c 5 ) . Pcrinde erit fi radix pofitiva quantitatis 7 a 5 i c * 
aequetur quantitati x — ~ a quamdiu x pofitive accipitur , 5 c eft major 
quam - a, aequetur autem quantitati-^ a — x cum x fit minor quam 7 a. 
Geminatis enim fignis , ita ut figna tantum fuperiora , aut tan turn 
inferiora accipi debant , fiet 

£ *3: a = / (7 ±c’) , & r — -a ± ^(7 a*± c’)* 

COROLLARIA. 

I. Quod fi igitur in aequatione propofita c‘ pofitive accipiatur, 
& fit x = \a±^ Q a ; +c') , cum fit </ (7 a 1 + c‘)>7 bin* 
erunt radices aequationis, pofitiva ana, altera negativa : fi c 1 accipia- 
tur negative, Sc lit x = 7 af/Q a’ — c' cum fit >/ (7 a’ — c 1 ) 
<; a radices bin* inaequales , reales , 6c pofitivae erunt quamdiu 
lit 7 a' > c' : at fi fit - a 1 < c’ radices bin* evadent imaginari* . 
Ut fi quantitas a dividi debeat in duas partes x, a — x ; quarum 

pro- 
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produdum a * — x' fit c’ , 8c fit propterea x’ — ax= — c", ftatua- 

turque a= io , c =26 , erit *={;£/( ij — 26) = f ; t/ — 1 : 

quo rurfus exemplo patet qui quantitatum impoffibilium ad fecer- * 

nendos impoflibiles cafus problematum fit ufus . 

II. Si ex quantitate a accipi debeat pars x, qua; fit media pro- 

portionals totam inter, & reliquama — x, quod dicitur quantitatem 
aliquam extrema , & media ratione dividere, erit x 1 = a‘ — ax, 6 c 
refoluta xquatione — d. a == d a ( ✓ 5 — 1 ) , quae quan- 

titas , multiplicatione , ac divifione per / 5 + 1 fada evadet etiam 

la 

- ~ • Haec eft analytica refolutio Propof. XI. Lib. II. Euclidis . 

Decern aliae antecedentes Euclidis propofitiones facile ad fpecies ana— 
lyticas reducentur : ut fi binae partes vocentur a , 8c b cum fit a -f- b . a. 

•\-^b i = (<r + 7 6) 1 , redangulum totius, 8c unius partis, addito 
quadrato dimidiae alterius partis , Equate erit quadrato fummK dimidiae 
hujus partis b , 8c partis illius integra: : 8c cum fit^itf -f-d 6* 

= 7 + quadratum totius addito quadrato partis du- 

plum erit quadrati dimidiae alterius partis addito quadrato fummae par- 
tis ejufdem dimidiae , 8c partis prioris integroe . 

III. Ad radicis quadratics extradionem reducuntur etiam proble- 
mata , quae duplici pofitione in vulgari Arithmetica refolvi folent . Ut 
fi ad fpedaculum aliquod convenientes fpedatores numero n nihil fol- 
vant , caeteri autcm fpedatores nummos a plus folvant finguli quam 
fi nemo eflet qui nihil folveret , fumma autcm omnis, qua fpedacu- 
lum cernitur, fit b, inquiraturque numcrus fpcdatorum omnium x$ 

r b 

erit numerus folventium x — n , pretium a fingulis folutum — ■ — .At 

fi nemo eflet ex fpedatoribus , qui nihil folveret , pretium a fingulis 
b 

folutum deberet efle — . Cum itaque differentia pretiorum in cafu utro- 

b b 

que fit a , erit xquatio problematis = a , 6c terminis ad 

x — n x 

eamdem denominationem redudis fiet bn=xax l — a n x, adeoqfle 

x % 
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U 

integrum relinquant, aut u, & — dcbebunt elTe numeri integri, adeo- 

que -j « per u divifus debebit effe numerus integer : aut a , & — effe 

debebunt dimidia tantum unitate numeris integris majores , ita pariter 
ut d a. divifus per numerum integrum dimidia unitate auftum relinquat 
numerum integrum auburn dimidia unitate : in cafu enim utroquc 

n ± — numeri integri effe poterunt . Itaque cum lit 3 > / a, ad pro- 
4 “ 

blematis lolutionem loco u tentandi erunt divifores i , i , 3 , 4 &c. , 
ac deinde 1 -j , 1 j 6cc. ufque ad numerum qui lit minor quam / a , 

■ # a 

videndumque quibus in cafibus — lit aut numerus integer, aut nu- 
merus unitate dimidia major integro . 

COROLLARIA; 

I. Si proponatur aequatio 3’ — 4*’ = 45 , 8e 3,* integri nu- 

4 } 45 

meri effe debeant , 8c fiat 3= u + — , 1 x= u — — , rejedis integris 
diviforibus , tentandi erunt loco a divifores 3,13 fee. ufque ad 6 | . 
Pofito autem u = fit = it ; , 3= *3 , * = — • ns polito 

* — 17 fit 77 , —77 » 3=9 • “ 3 : pofito u= i\ fit 3 = 7,' 

4 u 

x=. — i s 8c cum per 3 ~ hifiitui non poffit divifio , pofito u = 4- 
fit 3=7, x= 1 . Si proponatur aequatio j : — 4* 1 = 13 , & fiat 

3 = u-j — - , non nifi unicus erit cafus , quo numeri integri haberi 
4 “ 

poterunt , li fiat nimirum u =s A. , 3 t=s 7 , x ss — j . 

II. Eodem ordine li proponatur aequatio 3° — ar’ = 63 , ft fiat 

63 iii 

3 =s u -f- — , loco u affumptis numeris 1-, 43, erunt 31, 11, 8 

valorcs indeterminate 3 , 8t 31,9, 1 refpeclivi valores indetermi- 
nate x , qui aquationi propofitse fatisfacient . Alias aequationum limi- 
lium ad numeros integros deducendarum regulas dederunt illultres 
Itali la Grange, 8e Paolis at cum in iis femper aliqui divifores, di- 

E vifios 
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vifionefque tentandae fint , hacc asquationum refolvendarum tnethodus 
mihi fimplicior vifa eft . Patet autem eamdem methodum ad potentias 
alias ordinis paris, & utcumque altioris ordinis traduci poffe. Nam fi pro- 
ponatur sequatio t' m — x' = a, & fiat f " = j , rei'oluta in numnis 
integris sequatione p’ — x' = a, videndum erit an numerus aliquis 3 
fit potentia ordinis m numeri alterius . 

III. Ad eafdem formulas reducitur etiam problems duos numeros 
quadrates inveniendi ejus conditionis ut li unus addatur fa&o utriufque 
aggregatum fit numerus quadratus . Nam fi numeri fint x 1 , y * , & 


jam x' + x' y', quamj' -f- jc ! y ’effedebeant numeri quadrati, erunt 
numeri itidem quadrati 1 -f-y’, & i Quare fi fiaty = u — 

+ * C “ + » & 


* 1 , , 

— , x= u , erit 1 +y —u 

4 u 4 « 


4 “ 


1 -f- x 1 = ( u -f- — ) 1 , & pro indeterminatis u , & u numeros quoslibet 

affumendo prodibit feries numerorum x , y , qui omnes problemati fa- 

63 3 j 

tisfacient . Ut fi fiat u s=4 , u = 3 , prodibit y = — , x tss — , etit- 


que incafu problematis * * +x' y' = (77)’ ( 1 J r~~) = (77)' 


(■—)’, & J' 3 + jr*= ( )* (77)*- Alias problematis hujus 


folvendi regulas Wolfius, aliique authores exhibuerunt 

IV. Si a effet numerus quadratus bac eadem methodo inveniri 
poterunt duo numeri, quorum quadratorum differentia xqualis effet 
quadrato dato . Univerfim autem confiderando quod fi quadrato dif- 
ferentia: duarum quantitatum , Ut in hoc problemate affumpfimus, 
addatur quadruplum re&angulum quantitatis unius in alteram habetur 
quadratum fummse earumdem quantitatum; inveniri etiam poterunt 
duo numeri x, y , quorum quadratorum differentia fit numerus aliquis 
quadratus. Nam fi affumatury = m" •+- n’ ,&cx = imn, fiety 1 — — 
jr 1 = ( m 1 — n ! ) 1 : & fi non differentia, fed fumma duorum qua- 
dratorum effe debeat numerus quadratus, affumere oportebit y = m 1 
- — n ' , Sc x = i mn . Turn enim fiet y '-f- x' = (/n’-f-n’ Pro- 
blema inveniendi duos numeros , quorum quadratorum fumma duo- 
• - • • rum 


«\ 
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rumaliorum quadratorum fummam exzquet, proprie ad Geomctriam 
elementarem pertinet , Sc problemati fatisfacient numeri, qui exprimunt 
duo iatera triangulorum omnium rcctangulorum eidem hypothfinufe 
adjacentium . , 

V. Analoga alia probleuiata indeterminate alicujus He afTumendx 
ut formula fecundi gradus completum quadratum aliquod exhibeat , 
Sc rationale fit , limili alio numerorum dele&u rcfolvi poterunt . Ut (i 

proponatur formulaa-J-Sx. c+dx , eaque fiat = — (a + b x) ’ , erit 

• ti '•< n . : 

am' — ca- 
ll'. = m . a+bx, adeoquex = - r — atque ita ra- 

a n * — b m * 

... r , . t 

m 

dix formulae propofitse erit — . a-\-bx y fi aflumptis quibufque nume- 
a m 1 — 'cn v 

mexis m , n fiat x = ~: — : Pariter 11 in formula fecundi era- 

in'- — b m- ° 

dus primus, aut ultimus terminus fit quadratus , ea initafubftitutione ut 

tollatur quadratus terminus illico determinari poterit quantitas qux 

propofitam forinulam efficiat rationalem . Ut fi proponatur formula 

• • ’/ mx\ imna — n'b 

a -^-bx-\-cx ', eaque fiat = \a d — —) , debebit efie x= ^ : 

Sc fi formula fit a-\- b x-\-c' x' , eaque fiat= ( f-car)', erit x= 

V/2 ' 

n : a — m * 

: atque in alio quolibet cafu videndum erit quanam ra- 

l m n c — a b 

tione formula: fecundi gradus ad aliquam ex tribus hifee reduci polfint . 
PROBLEMA V. 

Invenire duos numeros integros , & quadratos ejus conditionis ut 
quadratum unius aldito, vel fubdudo quadrato numeri alterius per datum 
numerum integrum multiplicato datum numerum integrum relinquat. 

Proponatur sequatio j ! -f- b x’ = a , Sc dati numeri a , b , ac 
, “ . 

quxfiti pariter 3, x fint integri . Erit ; < yf a , Sc x <;/ -y : aueoque 

: ■ a r 

acceptis numeris integris minoribus quam ad umtatem ulque 

videndum eric quorum quadrata per numerum b ducta , Sc fubdu&a ex 
numero a numerum aliquem quadratum 7 ‘ relinquant . li enim nu- 
i.»r E * meri 
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men omnes poflibilcs aliquot calami dudibus innotefcent , ac Temper 
refolutum erit problema • 

Quod fi autem inverfo figno proponatur xquatio p* — b x* = a, 

. , V * 1 

erit p > / a , ac pariter entx < -j- , & — < / -j-, nec tamen numeri 

omnes majores quam /a ultra queracumque limitem ad folurionem 
problematis tentandi erunt . Nam fi numeri p, x adeo magni alTuma- 
tur ut prae ipforum quadratis datus numerus a poflit negligi , fiet 
p s = b x * , atque erit p : x = /it i , unde nifi b fit numerus qua- 
drants, quo in cafu problema hujufmodi ad prxcedens aliud reduce- 
retur , nulli erunt numeri integri adeo magni , qui conditionem pro- 
pofitam cxhibeant . Licet autem ad maximorum numerorum limites 
tentando numeros omnes majores quam / a calculi proceflus fit lon- 
gior, cum tamen in problematis hujus generis numerorum quadra- 
torum tabulae ob oculos efie debeanc , in iis fads erit inquirere qui 
numeri quadrati majores quam a , numero eodem a fubdudo , 8c di- 
vifione per b fada relinquant numeros alios quadratos . 

COROLLARl'A. 

I. Si proponatur aequatio 909 = p* 17 x' , erit p < 3 0 , & jr < 7, 
Pofito autem x =. 6 fieret p’= *97: qui quidem cum non fit nu- 
merus quadrants accipi potent x = j , atque hoc valore fubftituto 
fiet 909 = p J + 425 , & p ! =: zi‘ Pariter cum non exfurgant qua- 
drati numeri aflumendo 4, aut 3 loco x, pofito x = 1 , fietp ! = 29 
k cum pofito jr= 1 non fit quadratus numerus 8*2 , bini erunc 
dumtaxac cafus xquationis propofitx in numeris integris refolvendx 
xs= j , p= *2, 8c x=z 1 , p = 29. Si proponatur aequatio alia 
io9=p’-|- 7**, erit x < 4 , & unicus xquationis refolvendx cafus 
habebitur -cum fiet x = 2 , p = 9. Sunt haec bina exempla refolven- 
dx in numeris integris xquationis a = p* -f- b x' , funt hi cafus iidem 
omnes quos Cl. La Grange ex generali folutione problematis eruerat in 
DifTertatione de indcterminatis problematis fecundi gradus , quae legi- 
tur in Adis Berolincnfibus anni 1767. 

II. Hue etiam alia omnia problemata reduci pofiunt , quae in 
formulas alias confimiles refolvuntur quadrati unius additi quadrato 

nu- 
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numeri alterius in datum numerum multiplicato . Ut fi inquiratur quo 
affumpto numero x quantitas jo — 6j * — 7*’ fit numcrus integer 
quadratus j'} multi plicatione per 7 facia ut fit no — .7. 61 x — . 
49 * = 7 3 1 , 8c pofito 7 x =sy — . 3 1 , redu£Hfque aequationis ter- 
minis prodibit 1171 7 3’, & Set eadem forma aequationis quant 

qua: in priore problematic hujus parte fuerat propofita . Erit igitur 
nn 

? < V ~ » »ve 3 < 1 3 , 8c minores alios numeros percurrendo uni- 
cus cafus habebitur aequationis in numeris integris refolvendae cum 
fiet 3 s= in , y e= i j : cumque in problematis omnibus hujus gene- 
ris femper numeri aliqui tentandi fint, & dato limite valoris maximi 
non nifi tentandi aliquot occurrant numeri , priori problematis hujus 
parti , 8c formulis aliis analogis fatis hac methodo erit faclum . 

III. Si in sequatione a = 3 1 -j- i jr 1 numeri omnes a, b, x, 3 de- 
beant efle integri , ac fiat 3 1= n x — . ay , Sc fit propterea a = 

x' — lnaxy-\- a'y *, ut haec etiam aequatio in numeris in- 
tegris confiftat debebit efle n t -\- b multiplus aliquis numeri a, per 
quern tres alii aequationis termini poflunt dividi . Ille igitur nume- 
tus n feiigendus erit , cujus quadrate additus numerus b relinquat 
numerum aliquem divifibilem per a : 8c nifi aliquis fit numerus hu- 
jufmodi non potent sequatio in numeris integris refolvi . Hue redit 
pars prior methodi quam pro sequationibus hujus generis refolven- 
dis propofuit D. la Grange in memorata diflertatione . Numcrus au- 
tem ille n non nifi tentando inveniri potefl , ut patet etiam ex 
omnibus exemplis ab ipfo allatis §. XX, & LXVI. Pofito quod fit aliquis 
/i 3 -f - b 

numerus integer c = — - — , refolvenda fupererit sequatio 1 = c x • — 

1 n xy a y' , & minimi numeri x , y , qui aequationi huic satisfa- 

ciant , rurfus tentando , ope fra&ionum continuarum, de quibus mo- 
do a£turi fumus, inveniri poflent , ac datis numeris minimis numeri 
alii omnes ex formulis Coroll. V. Probl. V. poflent colligi. At ubi 
numeri aliqui tentandi fint fuperior asquationum refolvendarum me- 
thodus fufficiet. • 

IV. Si proponatur alia figni contrarii sequatio 109 = 3 s — * 7 x 1 , 
quod eft exempium a:quationum alterius generis a D. la Grange al- 
ia- 
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latum §. XL VI. memoratx differtationis; erit q>io , atque ex ter- 
minis omnibus feriei 7 ( i , 4 , 9 , 16, 2j, 36 6cc. ) videndum erit 
qui addito numero 109 termini exhibeant numerutn aliquem quadra- 
turn. Id primum obtinetur cum Get jt=6 , 8c 3’ = 109-}- ZJ9 = 19 1 . 
Datis autem numeris integris q , x , qui primo xquationi propofitx 
fatisfaciant, plura aliorum inveniendorum compendia exhiberi pof- 
fent. Nam fi lint numeri alii x -\-m, q-f- c m , ac bin* habeantur x qua- 
tiones j' z=za-\-bx' , 8c q c= a -f- b . x -j- m ' , iis a fe invi- 


,cq — bx. 

cem fubduQis , ac redu&ione facia prodibit m = 1 — — ) , 6c 


inquirendus fupererit numerus c , qui pro 




numerum 


integrum relinquat. Ita cum xquationi q 1 = tio -(- 46 x' manifefte 

3 it — 46 

fatisfaciant numeri x= 1 , 3 = 16 , pofito m= — , 6c ex- 

ploratis numeris integris minoribus quam 46 , xquationi fatisfiet etiam 
pofito c = 6 , m = 10 , x -f- m = 1 1 , q -f - e « = 76. At in proble- 
matis hujus generis , qux ad ingenium exercendum dumtaxat perti- 
nent , 6c qux Temper in aliquod numerorum tentamen refolvuntur , 
fatis erit hxc indicafte . Modo fractiones illas continuas breviter expli- 
cemus, quas primo in Arithmeticam invexit D. Brounckerus, 6c ad 
quas generalis horum problematum refolutio deduci poffet. 
PROBLEMA VII. 

Si fra&ionis alicujus denominator ex integro , 8c fra&o alio nu- 
mero componatur , 6c fracli hujus denominator fimili femper ordine 
continuetur , terminorum quotlibet ita prodeuntium fummas , ac dif- 
ferentias invenire. 

Proponatur fraflio hujus form* 1 



*+' — ■ 
j W-t-CTr. 

Hac pofita fra&ionis indole fi — fpcQetur tanquam primus ipfius ter- 

,■ - 1 1 b 

minus, loco a fcribendo a 4 - -r- eritduorum terminorum funima -7-. — , 

6 ao-f-i 

6c 
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6c loco b fcribendo b -j erit ttium fumma — - — = — ^ g — 

■ - ' c a- f-i 

T+l 

*«+i . . . ‘bcd+b+d 

XT,i: ; ac panter eric quatuor temunorum fumma 

aoc-+-a-\~c ' abcd-\-ab-\-ad-\-cd-{-v 

eodemque modo loco ultima; quantitatis d aggregatum ex quantitate 
ipla , & fra&o alio fubftituendo fummx aliorum tcrminorum omnium 
haberi poterunt . Singulas autem fummas fubtrahendo a fc invicem 
prodibit differentia cujufque fumma: 


6c fecund* 

a 


prim® 
fecund®, & terti® 


a b + i 
- i 


a ( a b-\- 


7 )' 


terti®, & quart® 


(*b -(- i ) ( abc-j-t i -f-cj 

-h » 

( ab c-{- a-\- c) (a b cd-\-ab -\-ad-{-cd -\- 1 ) 

COROLLARIA. 


5cc. 


I. Ex hifee formulis, qu?s Eulerus Cap. XIV. Par. I. Introduflio- 
nis ad Analyfim infinitorum , integra quantitate fra&ioni addita , ma- 
gis compofitas effecerat , manifellum eft continuam quamlibet fraflio- 
nem refolvi poffe in feriem tcrminorum 

1 1 . 1 

T~a(ab+l) + (ab+,)(abc-ha-l-c)"~ &C ‘ ’ ^ termini ma - 
nente unitatis numeratore , 6c denominatore aufto femper minores 
fia.nt , 6c pofitivis , ac negativis fignis alteme fe excipientibus fraftio- 
nis continux valorem alteme majorem , 8c minorem valore vero , de- 
crefcentibus femper differentiis , exhibeant. Inde in venire docuit Eu- 
lerus quanam ratione infinit® feries in fraefionem continuam tranfmu- 
tari polfmt : quarum tamen ferierum fumm®, nifi aliis jam regulis 
innotefcant , in fra&ionem continuam converf® Arapliciorem formam 
nequaquam referunt . 

II. Si fra&io continua in denominatorem aliquem non fra£tum 
definat , fummarum differentia , qu® iis terminis alternatim pofitivis , 
ac negativis exprimitur , denique fiet nulla . Id etiam ufui effe potcrit 
in inveniendis integris numeris x , y , qui numeris pariter integris a , b 
refpondeant in xquatione ax — by =i. Cum enim in differentiis 


ac- 
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accipiendis numerator termini uniufcujufque fit unitas denomina- 
tor vcro fit product um ex denominatoribus fra&ionum , quae binas 

a 

fummas fe proximo confequentes exprimunt , fi — in fraftionem con- 

tinuam refolvatur , 8c continuata ferle fit fumma penultima — , erit 

a. 

a m ± i 

— — — , & fuperius fignum accipicndum erit pro impari ter- 

b n n o 

minorum numero, pro pari infcrius. Pofito autem i an ± m b = I, 
erunt m, n numeri , qui per a, b fingillatim dudi different! am pro- 
dudorum relinquent ®qualem unitati . 

III. Pofito etiam ax — by = a n — m b = i , erit x = n -f- 
y — m 

b ( — - — j , & datis numcris integris a , b , m, a, refolvend* sequa- 

tioni infervient numeri omnes y , quorum exceflus fupra numerum at 
fit multiplus aliquis numeric: numeri autem x, y fic inventi , quibus 
aequatio ax — by = i refolvitur, fi per numerum integrum c du- 
cantur , infervient etiam refolvend® in numeris integris aequationi a x— 
by = c . In Probl. IIL jam vidimus refolutionem aequationum hujuf- 
modi , fine ullo fraction um continuarum fubfidio , eo deduci ut in- 
veniatur numerus aliquis qui per datum numerum du&us , fubduduf- 
que , aut additus numero alio difFerentiam , aut fummam exhibeat , 
quae per tertium numerum propofitum poflit dividi : & cum Temper 
numerus aliquis cjus conditionis fe fc offerat , numeri alii , qui aequa- 
tioni fimiliter fatisfaciant , illico innotefcent . 

IV. Fradionum earumdcm continuarum in numerorum quoque 
comparationibus ac reverfionibus ufus aliquis efie poterit. Ut fi bin® 
menfur* noftrs , quas vocant brachia panni , & fabric® , comparen- 
tur inter fe, com fit prim® menfur® ad fecundam ratio 3877: 3436, 

3456 

fradione — — in fra&iones alias continuas refoluta habebimus 
3®77 

3456 1 I 1 


3877 1 +4H 

3456 


I + » 

8+JS8 

A 11 


■ + » 

» +« 

4 + 1 

*+I- &c. 
3+_i 

3 
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Ita igitur pro o&o panni brachiis novem fabric* accipL potcrunt 
aut accuratius 37 pro 33, & accuratius etiam 1 20 pro 107, ac com- 
munis diviforis dcfectu ita Temper continuari poterit feries , nec nifi 
34 J 6 ex majoribus menfuris minores numero 3S77 accuratiffime ref- 
pondebunt . Hoc etiam exemplo tyronibus manifeftum fiet quanarn 
ratione fra&iones quaelibet in continuas Brounckeri feries refolvi pof- 
fmt. At longe amplior per Algebram univcrfam eft ufus feriei al- 
terius, quam Newtonus in epiftola ad Oldemburgum data propofuit, 
6 c quam in fequente problemate explicabimus . 

PROBLEMA VIII. 

Quantitatcm aliquam per binas alias divifam in infinitam feriem 
converters . 

Proponatur quantitas a, quae dividi debeat per b+c, ac prirao 
a a 

ftatuatur = — -f m . Redudis terminis fiet a i = a. b-f-c-f~ 


m . b * + b c : atque inde eruetur m = J ~~ c , & propterea erit 


~b +bc 


• Fiat rurfus ■ 


a c 


b -f -£ c 
ac ' 


— ~T\ h n . Inde fimili mo- 


do eruetur n c b P : eademque Temper ratione aliis 

redudis terminis , ac fimul jundis prodibit 

ac' 

“ 7 ~ 


b -f- c 


ac * 

b b b‘ 


ac * 

+ T~ kc - 


Si quantitas a per b — c deberet dividi, fubftituendo— c loco + c, 
immutanda erunt ligna poteftatum ordine imparium, terminifque om- 
nibus pofitivc acceptis erit 
a a ac ac'- ac' 

b — c b 6 - b> "f" & c - 

corollaria. 

I. Ex prioribus iis divilionis terminis manifefte colligitur qua: fc- 
rici todus ratio eiTe debeat. Denominator fcilicet funt potent!* quan- 
titatis b , quarum exponens xquatur numero, qui ordinem termini uniuf- 
cujufque m ferie infinita exprimif : numeratores Tunt quantitatis alte- 
rius c potentix exponents unitate minoris in quantitatem dividendatn 

F du- 
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duel*: fignavero terminorum ordinc imparium pofitiva funt , parium 
pofitiva rurfus fi quantitas c in divifore negativum valorem habeat , 

d 

8c e contra . Eamdem feriem authores alii folent erucre quotum — 

b 

quantitatis a per b divife multiplicando per diviforem omnem b-j- c, 

a c ** uc 

produQum a -f- -j- ex quantitate a fubtrahendo , 8c refiduum — 

■dividendo rurfus per primum diviforis terminum b , divifionemque 
eadem Temper ratione continuando . Hie autem Newtonianam feriem 
collegimus peculiar! alia methodo, qua etiam ad radicum cujufcumqu* 
ordinis extra&ionem inferius utemur. 

It Si fiat a = 1, b = 1 ,erit — 1 q: c-f- c 3 + c* 8cc. : 

& f« fi«a = « )C =i,erit ^ 7 =^ 4 4 + iTfiT&c., Si fi 
locoi fucceflive flatuantur numeri 1, 2, 3,4 8cc. habebuntur feries 

‘ = iir=i + i + T+i &c - 

^ = 7~r=i+i + ^ + iT &c - , . 

i = = i +76 + h + 776 &c - 

i = TTT=i-3 +T-76+J;- &c ‘ 

. i . 1 1 11 

- ees 1 ' - *f* — ~f“ See. Stc. 

♦ I I 1 2J 12} J 9 *7 

III III 

- = -7“ + ~7 -f 7 See. = f- 8te. 

s 6 36 216 j x f ' ixj 

111 1 

- 1 1 -) Sic. - 1 

» 10. 100 1000 10000 

III. Ex ferierum hujufmodi confideratione elarior fiet notio in- 

finiti algebrici , 8c infinite parvi , quam primo in Geometriam Keple- 

rum invexiiTe diximus , 8c prior patebit method terminorum infinr 

toruro in unam fummani colligendorum . Eft enim infinitum algebricum, 

' & ge- 
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Sc geometricum quantitas major quantitate alia data ultra quofcum- 
que exccfTus Jimites , qui poflint aflignari : & infinite parrum eft 
quantitas minor quacumque alia , quae aflignato quolibet vicium nu- 
mero aliquoties fuinpta quantitatem datam exxquet: quo in feafu 
ajebat Cavalerius infinitum unum majus , aut minus infinito alio efle 
pofle . Jam vero ex ipfa prxcedentium ferierum indole maniTeftum eft 
nullum divifioni abfolvendae efle limitem, 8c numerum terminorum 
majorem efle dato , 8c propofito quocumque numero , fcilicet alge- 
brice infinitum . ManiTeftum eft etiam quod , fi quantitas b fit major 

1 1 i 

unitate , Tra&iones omnes — > — > — 8cc. Temper magis , magifque 

exiguae fient , quodque ita feriem continuando deveniend&m erit ad 
Tra&iones minores quacumque data , nimirum infinite parvas . 

IV. Hac , qua; adeo perfpicua eft, infiniti algebrici notione dif- 
putationes , cavillationefque omnes Metaphylicx declinari poterunt , 
quae apud authores aliquos ad intcgra ufque volumina excrc verunt • 
Datis vero quantitatibus infinitis , 8t infinite parvis infiniti alii infi- 
nitarum quantitatum ordines conftituendi erunt . Nam fi quantitas 
aliqua fit infinita, ipfius quadratum erit infinitum fecundi ordinis, ter- 
tii cubus See. ; 8c fi quantitas alia fit infinite parva potentise ipfius 
omnes pofitivi exponeniis , aut potentiae negativi exponentis in quan- 
titate infinita diverfos infinite parvorum ordines conflituent. In Geo- 
metria etiam cum finus reel us fit medius proportionalis inter bina 
diametri Tegmenta , fi finus reftus fit infinite parvus primi ordinis •, 
finus verTus erit infinite parvus Tecundi , 8c ex interTeclione diametri , 
8c finus recti ducta in adjaccntem TubtenTam perpendiculari linea quan- 
titas infinite parva tertii ordinis ex TubtenTa eadem excerpi poterir 8cc. 
Praeter hos infinite parvorum , 8c infinitorum ordines , alii agnoTccndi 
funt , quos Cramerus. Cap. VII. Intruduelionis ad Analyfim Cur varum 
potentiates 8c radicales infmitos potius quam paradoxos appellare vo- 
luit t radix enim quadrata , aut cubica ,, aut alia quaevis infinite quan- 
titatis finira efle nequit, cum nulla finita quantitas in Tc du&a ali- 
quoties infinitum requare poffit - 

V. Si alicujus Tcriei termini Temper minores fiant , ut in Terie 

'• • i l t 

l + — rH 8cc. , plures terminos aiTumcndo ad verum. 

j 4 8 16 3 z r 

; ' ipfius 
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ipfius valorem , fummamque | accedere quifque poterit quantum vo- 
luerit . Hujufmodi ferierum , quae convergentes dicuntur, ufus eft ma* 
ximus in iis quantitatibus, quae certam determinationem minime fufci- 
piunt , quantum natura problcmatis exigit , proxime fupputandis . Si 
a i 

in priore fraQione r —. — fiat a = i , c = i , b = i , fiet 4 = — ; — 
r b+c ’3 i-(- t 

= i — i + 4 — 8 -f- 16 &c. , quae magis Temper, magifque a va- 

lore quoti propofiti recedit , & ideo divergent dicicur , nec quotum 

exprimic nifi compleatur feries ultimum divifionis refiduum adjiciendo 

fub figno fuo. Simili modo prodiret - = — — = i — i-t-i — I 
o 1 i -f- i 

+ 1 &c. : quo in cafu irrita effet divifio , cum dividenda quantitas , 

aut pofitive , aut negative accepta Temper Tuperfit . Hujus Teriei Tpe- 

cie illufiis Crandus in libro de quadratura circuli , & hyperbola: infi- 

nitarum nullitatum Tummam dimidia: unitati aequalem efte contendit . 

At prjecipuum hujufmodi ferierum ufum in tota progreflionis cujusli- 

bet geometrieae theoria breviter oftendamus. 

PROBLEMA IX. 

Progreftionis cujuslibet Geometrieae , quae in datum aliquem ter- 
minum definat, Tummam invenire . 

Si primus Teriei terminus vocetur a , ratio primi ad Tecundum , five 
denominator geometrieae proportionis b, Tecundus terminus a b, tertius a b ' > 
quartus a b 5 &c. , & numerus terminorum m , erit terminus ultimus c = 
* b 1 . Jam vero divifione quantitatis a per 1 — b inftituta , juxta anteee- 
a 

dens problem 3 , erit - =a( i -f- b -f- 6 ’ -|- b 5 &c. ): & fi feries om- 

nis in infinitum minime excurrat , Sc definat in terminum ab m 
cx ferie eadem omni detrahenda erit fumma terminorum a 

b “ + ' -f b " + ' Sec. ) . Eft autem juxta idem problema =a(b m 

+ b m + > +b m + 1 &c.Itaque fi fit l fumma geometrieae progreftionis, 

l b“ b'"— 1 

Sc ultimus terminus fit ab m ~' , cum fit 


b m — b 1 


I — b 


■ = b ” ' erit etiam l 


i — b 

i 


b 1 

b> 


b — l 

b m — i a b"~ ' — a 
( b — i ' b — i 




-ah’ 


si 
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Si proponatur lenes i -j- — -f — &c. -|- 


i 

fimlliratione erue- 


tur pro fumma omni 




1 — i 

T , 

COROLLARIA. 


_ .... ob m — a 

I. Ex xquatione ilia / = — y - — manifefle colligetur fummam 

Geometrica: progrcffionis, quae in terminum a b m ~~' definat, aequalem 
efle differentiae prioris termini , & termini altcrius, qui ad ultimum in 
ferie cominuata proxime poffet fubfequi , divife per denominatorem 
rationis imitate imminutum . Habebitur ctiam fumma eadem differen- 
tiam primi, 8c ultimi termini dividendo per denominatorem imitate 
imminutum, 8c ultimum eumdem terminum addendo. Si fiat a = I, 

b m — i 

6c 1 + b 6’+ b' See. — , ac loco quantitatis b 

fucceffive leribantur numeri *,3,4 8cc. ; erit fumma poteftatum om- 
nium ufque ad exponentem m — 1 ex binario fumptarum 1 ” — 1 , 

3" — 3 4” — 4 

fumma poteftatum omnium temarii , quateraarii 6cc. 

a b m — 1 l.b — 1 

II. Polito infuper / = — , fiet vice verfa a = — : 

b — 1 b" 1 


C 1 

8c pofito c=ab m ~~' eruetur b = ( — ) 1 : atque ita cum ultimus 


terminus ex primo, denominatorc rationis, 6c numero terminorum col- 
ligatur 3 denominator rationis ex primo , 8c ultimo termino , ac numero 
terminorum colligi poterit, 6c primus terminus colligetur ex progreflio- 
nis totius fumma , denominatorc rationis , 8c terminorum numero , 


l.b — t 

qui in denominatorc xquationis a = — exponentis loco eft : fei- 

licet fumma geometricse progrelfionis erit ad primum terminum ut 
denominatoris rationis poteftas ilia, cujus exponens fit ipfc numerus 

ter- 
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terminorum , & ex qua unitas detrahatur , ad denominatorem pariter 
unitate imminutum . 

III. Quae etiam de gened , & indole logarithmorum jam praemo- 
nuimus fufficiunt ut numerus terminorum geomctricae progreflionis ex 
datis aliis eruatur . Cum enim logarithmus fa&i aequalis dt fummse 
logarithmorum quantitatum in fe invicein duttarum pofito c = ab m 1 
erit log. c = log. a -j- log. b — ' : & cum potentiae cujuslibet logarith- 
mus dt logarithmus radicis in potentiae exponentem du&us erit log. c. = 

log. c — log. a 

log.ii -{-/n — 1 . log. b , & m = — — j -f- 1 . Pariter cum loga- 

O* 

rithmus quoti aequalis dt differentiae logarithmorum diviforis , & dividen- 

ab m — a be — a 


di , ac dt progreflionis fumma / = 


b — 1 


= t , ac fit prop- 


terca b = j— ■ — - , erit log. b = log. ( / — a ) — log. ( / — c ) : at- 

que ita unius formulae evolutione patebunt omnia theoremata , quibus 
primus , ultimus terminus , terminorum numerus , denominator ratio- 
nis , & fumma progreflionis geometricae ad fe invicem referri poflunt . 
Dc problcmatis aliis inde pendentibus fuo loco agemus . 

PROBLEMA X. 

In Progreflione arithmetica terminum primum, & ultimum , nu- 
merum , differentiam , & fummam terminorum inter fe compararc . 

Sit progrcffio arithmetica a , a b , a ib , a -f- 3 b & c. , & ob 
repetitam Temper in fingulis terminis primi , & fecund! termini dif- 
ferentiam, fi terminorum numerus vocetur m , & ultimus terminus 
vocetur c, eritc= a-\- m — i.b. Quia in hujufmodi progreflione 
duorum terminorum fumma aequalis eft fummse aliorum duorum a 
medio aequidiftantium , fi fumma progreflionis totius vocetur /, extre- 
morum fumma per dimidium terminorum numerum du&a erit / = 
i m ( 1 a-\- m — 1 . b ) = i m ( a c ) . Ita cum in progreflione 
arithmetica quinque quantitates ad calculum vocari poflint , termi- 
nus primus a , ultimus c, differentia termini cujufque b , numerus ter- 
minorum m , & fumma l, tribus quibufcumque datis bin* ali* quan- 
titates innotefeent. Scilicet erit 

Si 
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, l / e — a , 

I. m = - ■ = —7 h I. 

a + c b 

c — a c' — a' 

U. b — . 

m — i 1 1 — a — c 

ll — am , , l 

III. a = c — (m — i )6= (m — i )b=. — — .(m — i). 1 6. 

2 1 — am l 

I V. e = =-+( m -i.i. . 


V. /= (a-f-f).i /n = i (a-f-c) + - 


COROLLARIA. 

I. Hifce formulis exhibentur problemata, quae apud Wolfium, 
aliofque elementaris Algebrse fcriptores adeo implexa funt , quod cum 
quxfitas quantitates in quovis problemate extremis alphabet! litteris vul- 
gar! more delignent , variatis denominationibus minime appareat qua: 
quantitatis unius ad alteram relatio lit . Datis nimirum terminis primo , 
8c ultimo , 8c data fumma progreffionis , ex binis formulis prioribus 
eruetur numcrus, 8c differentia terminorum: ex altera autem parte for- 
mulae primx, 8c quints datis terminis primo , 8c ultimo, 8c ditferentia 
terminorum dabitur numerus terminorum, 8c fumma progreffionis: ac 
pariter terminus primus, 8c ultimus ex alias datis ope teniae , 8c quanx 
formulae dererminabitur , atque ad cafum quemcumque formulas illico 
traducet qui in exemplis numericis fe cxercere volet . 

II. Inde etiam colligentur alia theoremata , qua: progrelfioncs hu- 
jufmodi refpiciunt. Ita in fecunda formula ( i l — a-f-c ) . b = c' — 
<j“ = c — a.c-j-a, erit differentia primi, 8c ultimi termini a dupla 
progrefftonis fumma ad differentiam ultimi a primo , ut fumma ter- 
mini primi , 8c ultimi ad differentiam progreffionis . In poftrema etiam 
formula cum lit zb l, = ( a -|- c ) (c + £ — a) , erit differentia primi, 
8c tenii termini i b ad differentiam c -\- b — a, ut fumma termini primi , 
8c ultimi ad fummam progreffionis . In tertia autem formula cum 
fit i a m = z l — m' b -f- m b , redufta xquatione prodibit m = •/ 

1 1 id — — b i d — b 

( — -f- ( — — ) *) — ( — atque hoc valore in quarta for- 

mula 
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mula fubffituto , data fumina progreffionis , termino primo 8c diffe- 
rentia terminorum , numerals terminorum , 6c ulcimus terminus deter- 
minari poterunt. 

III. Eodem modo ad fe invicem referri poterunt termini harmo- 
nica” progreffionis, in qua fcilicet differentia termini fecundi , 8c primi 
eft ad differentiam quarti, 8c tertii uc primus terminus ad quartum. 
Nam fi quatuor termini fint a, b, c, d , & Tit b — .a: d — c =a: i 
ac lad b d 

erit etiam d = r , 5c c = : 8c fi fuerit c = b , at- 

2 a b a 

que accipiantur tres tantum quantitates harmoniee proportionales crit 
a b lad 

dx=z— j , 8c b = • nimirumin progreffione harmonica pri- 

mus terminus bis acceptus fecundo dempto erit ad fecundum termi- 
num ut primus ad terrium , 8c fumma primi, 8c ultimi erit ad primi 
duplum ut ultimus terminus ad medium . 

PROBLEMA XI. 

Progreffionum arithmeticarum fummas, 8c iiguratos numeros inter 
fe comparare . 

Cum juxta formulas problcmatis antecedents, fi primus arith- 
mctic.T progreffionis terminus accipiatur loco unitatis, 8c conffans ter- 
minorum proxime fubfequentium differentia vocetur b , numerus au» 
tern terminorum fit m , fum ma terminorum omnium t , r + b , l + 
i b See. ufque ad i -f- m — i . b effe debear i m ( i + m — i . b ) ; fi 
loco differentiae b fucceffive accipiantur numeri I , z , j, 4 8cc. paribus, 
terminis ad fe invicem relaris , erit 

1 -f- z -f- 3 + 4 8cc. -f- > + m — 1 = 1,3,6,10,15 8cc. m' 

1 +3 + 5 + 7 8cc. -f- t -J- i.m — 1 = 1 , 4 ,9, 16, ij 8cc. 

1 + 4 + 7 + i°&c.+ i + 3. ot — i =1, 5,12,22,35 8cc. | m ' — -1 m 
J 4 - 5+9 + 1 38CC. 4 -I+ 4 - m — 1 = i,6,i 5,28,45, hcc . im ' — m 8cc. 
Quod fi prseiniffa feriei prioris fumma termini omnes ferierum pofte- 
riorum conjiciantur in fummas totidem , obfervaturque quo ordinc 
numeri omnes in fummis fucceffivis fe cxcipiant , erit 
m 

1 + 1 +1 + 1 8cc. = — 

n 

m . m + 1 

* + * + 3 + 4 == — 777“ 14- 
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m.m- f- I m. m 4 - i . m 4 - 1 

>+j+<5+i°+«i + « &c - +•• x , ~~ — rrrri — 

m./B+I.BI-f J J 

i-f-4-f- io+ zo+ jf + j 6 See. «= — i ^ See. 

COROLLARIA. 

I. Ita igitur fi poflcrioris feriei termini bini, tres, quatuor See. 
conjiciantur in fummas totidem , qua: fecundo , tertio , quarto See. fe- 
riei alterius termino exprimantur, indudione a prioribus feriebus du- 
da, ferierum aliarum, five fummarum fummac accipi poterunt. In- 
duclio autem nihil eft aliud quam quod in unaquaque ferie duobus , 
tribus, quatuor, aut aliis quotlibet terminis colledis in unam fum— 
mam, cum dato ordine, ae lege furama terminorum numero data 
rationc accepto exprimatur, loco numeri, 1,3,4 numerus in- 
determinatus m fubflituitur ; qui unumquemque ex iis numeris potefl 
exprimere . Inferius eriam pro aliis quibufque cafibus , cum ferierum 
natura , Sc indoles datum ordinem , Sc generalem indudionis legem 
conflanter fuggeret , induclione libere utemur. Videbimus autem 8e 
demonftrationes omnes fic contrahi, Sc demonftrationes alias aliunde 
derivatas plerumque in aliquam indudionis hypothefim refolvi. 

II. Si numeri 1 . 3 , 6, 10 Sec., qui ex fummis naturalium nu- 
merorum 1 , 2 , 3 , 4 See. exfurgunt , dicantur numeri triangulares , 1 , 
4, 9, 16 Sec. quadrati , 1 , j , 12 Sec. pentagoni , atque univerfim 
fi polygoni arithmetici ordo fit/j, praxedentibus formuiis paulo ali- 
ter difpofitis manifeftum erit qua lege polygoni omnes altioris ordi- 
nis dcbcant exprimi . Nimirum erit numerus 

/»*+!./» 2 , m 

triangularly , quadratus 

3/71’ — 1 . m 4 m 1 — i.m 

pentagonus , hexagonus , 8cc. s 

, . n — — i.m ' 1 — n — 4 ,m. 

Sc polvgonus ordinis n ent — 

III. Si nu merus terminorum in unaquaque ferie fit m, numerus 
triangularis '-m. m + 1 vocctur A, fummis rurfus acceptis ut in po- 
Aerioribus problematis hujus formuiis numerus qui ex ferie triangu- 

G ia- 
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larium orietur , & qui dicitur numerus pyramidal!* primi ordinis j 
m | z 

crit ■. A: & fi hie numerus vocetur B, fummis rurfus acceptis , 

^ 1 1 ffl *4" j 

crit numerus pyramidalis qui fecundi ordinis dicitur . B: atque 

4 

ita pro numeris aliis altioris ordinis patebit let progrefltonis . Ferma- 
tius , Pafcalius , Mathematici alii fuperioris fa:culi in comparandis nu- 
meris , quos figuratos , polygonos , pyramidales triangulares , pentago- 
nos &c. appellabant, maxime fe exercuerunt . In notis autem ad ca- 
put quintum elementorum Algebra: Euleri manirum eft h®e omnia in 
hodiernis Algebr® Inftitutionibus ob ufum exiguum vix aliquam fibi par- 
tem vindicare . Eamdem ob caufam piget modo peculiares alias nu- 
merorum proprietares invedigare: ut funt quas fufe, & ingeniofe ex- 
pofuit Eulerus ipfe Cap. XVI . Introductions , & quibus quaeritur quot 
rnodis numerus datus ex fumma numerorum arithmetic® progreflionis 
poflit exfurgere , in partes aequales , vel inarqualcs dividi Sec. 
PROBLEMA XII. 

Datis quotlibet quantitatibus invenire quot vicibus lingulae com- 
binari , permutari , variari poflint inter fe . 

Si numerus quantitatum fit m , & unaquaeque quantitas cum fe 
ipfa, & cum fingulis aliis omnibus femel combinari debeat, erit bi- 
nariorum utcumque acceptorum numerus m* : Se fi unumquodque bi- 
narium cum fingulis quantitatibus rurfus combinari debeat, erit terna- 
riorum utcumque acceptorum numerus m 1 : atque ita pariter quater- 
naria omnia erunt m* See. Addito itaque quantitatum fimplicium nu- 
mero m, Se binariis, ternariis, quaternaries &c. fimul acceptis, erunt 

1 jji m 1 - ■ — i ffl 

variationes omnes pofiibiles m-\- m' -f - m 3 -f- /n * Sec. = — • 

m — l 

Quod fi exccrpenda lint binaria dumtaxat omnia , qux ex quan- 
titate una in omnes reliquas femel duda haberi poflunt, cum reiiqua- 
rum numerus fit m — i , erit produdorum omnium , quadraris cujufi- 
que quantitatis exceptis , numerus m . m — t : quo in numero cum 
binatium quodlibet bis occurat, produdum fcilicet prim* in fecundam, 
& fecund® in primam , produdum fecund® in tertiam , & terti* in 
fecundam Sec . , erit binariorum fimplicium numerus , qui ex numero 

rn . — i 

m quantitatum effici potcrit m . — . p 

2 i 2“ 
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Pariter cum duabus quantitatibus in fe duQis (it reliquarum nume- 
rus m — i , erit fumma produGorum omnium binarii uniufcujufque in 
m — i 

rdiquas quantitates m. . m — i . Sic vero ternarium idem ter 

fiunitur, produGum fcilicet quantitatis primae , & fecund* in tertiam, 
prim* , Sc terti* in fecundam , fecund® , Sc terti* in primam See. 

m m — i m — i 

Itaque erit ternariorum numerus — . — ; - — . — — . Infuper cum 

ternario quovis acccpto fit reliquarum quantitatum numerus m — 3 , 
Sc ternario quovis cum reliquis omnibus copulato quaternarinm idem 

m m — 1 m — 1 m — 3 

quater fummatur, quaternaria erunt numero — . . . ; 

Sc continuata ferie combinationes aliorum ordinum enumerari facile 
poterunt . 

COROLLARIA. 


I. Formulis hujus , Sc antecedenris problematic inter fe comparatifc 
manifeflum erit quantitatum quarumcumque rn binaria clfe numerum 
triangularem , qui in ferie t, 3 , 6, 15 Sec. terminum ordinis m — t 
conllituit : ternaria elfe numerum pyramidalem primi ordinis , qui in 
ferie 1, 3,6, 10, 15 See. numero terminorum m — i refpondet See. 
Hae omnes combinationum regulae alia ratione ab Authoribus aliis often- 
di folent , conliderando fcilicet qui numeri , Sc qua; numerorum pro- 
gre (bones ex prioribus combinationibus obveniant . Singularem demon- 
Rrationcm exhibuit Clairaut §. XLVIIL Par. IV. Elementorum Al— 
br® , atque inde collegit formulas coefficientium binomii ad potefta- 1 
tern quamlibet elevati. Demonflrationem hie fimpliciorem effecimus 
conliderando quod duabus quantitatibus inter fe modo quovis pofii- 
bili compofitis binarium quodvis bis , tribus compofitis quodvis terna- 
rium ter occurrit See. 

II. Si numerus quantitatum fit m , Sc fit binariorum numerus 

m — 1 m — 1 

m . = A . erit numerus ternariorum . A : Sc fi hie nu- 

* } 


merus vocetur B erit numerus quatemariorum 

G t 



. B: a c rurfus fi hie 


au- 
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numerus vocetur C erunt quinaria numero . C 8cc. Hifcc formulU 

compleftentur combinationes omnes poflibiles ludi illius popularis, quem 
vocant apud nos feminarii. Ubi enim fiat m = 90 , erit binariorum nume- 
rus , qui ex nonaginta numeris inter fc combinatis exfurgct 4005 , ter- 
nariorum numerus 117480, atque ita combinationum omnium aliarum 
numeri colligentur: 8c cum in bac ludi fpccie numero aliquo fingillatim 
fumpto , aut binario , aut ternario excepto , lucri totius ratio a nume- 
ro combinationum aliarum , Scevcntuum omnium potfibilium adeo dif- 
ferat; idcirco ludus a Mathematicis ad vulgus jam diu amandatus efl. 

III. Cum probabilitas arithmetica, five expectatio ut una ex da- 
tis combinationibus obveniat, confiderationibus aliis omnibus fepofitis , 
cffe debeat in ratione inverfa numeri combinationum omnium pof- 
fibilium ; probabilitas ut duae data quantitates ex quantitatibus nu- 
mero m obveniant exprimetur binariorum numero inverfe fumpto, 

I. * . I. l. j 

adeoque erit — , ut tres obveniant quantitates — = : 

m. m — 1 m.m — 1 .m — 1 

quae funt priora theoremata a Moivraeo tradita Cap. III. Lib. VII. 

Milcell. Analyt . Pariter cum probabilitas ut data quantitas prima ob- 

1 

veniat , fpe&ato tantum eventuum numero, efle debeat — , 8c reli- 

quarum quantitatum numerus fit m — 1 , erit probabilitas 

m . m — 1 

arithmetica ut poll primam data alia quantitas fit fecunda : ut tres 

data; quantitates una poll aliam ordine obveniant — See. 

m. m — 1 .m — 1 

APPENDIX 

* D E 

MORALI ARITHMETICA. 

J Ta igitur in priore hac Algebra; parte* quae a Diophanto Alexan- 
drino inftituta , 8c a Fermatio Tolofano renovata Arithmetic* 
Univerfalis nomcn obtinuit , quas feitu pratcipue digna videbantur 
excerpfimus, qua: (cilicet arithmeticorura problematum, 8c zequatio— 

num 
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num primi, & fecundi grad us refolvendarum generates methodos ref- 
piciunt , praecipua cujufvis generis problemata , prxcipuas proprietarCs 
ferierum, fit progreflionum , priores combinationum canoncs . Et ea 
quidem quae plurium quantitatum utcumque fumptarum combinatio- 
nes refpiciunt a fummis Mathematicis fulius expofita , & ad civilcs 
ufus applicata novam aliam Arithmetics partem conftituere vifa funt, 
quam politicam , feu moralem Arithmeticam appellant: quae fcilicet 
menfuram rerum inccrtarum exprimere nititur, regulas probabilitatis 
evcntuum humanorum , cxpcclationem fortis in ludis omnibus, vitae 
ultra datum tempus continuandae fpem , teflium authoritatem , proba- 
bilium errorum limites 8cc. Ingeniofas habemus horum omnium dif- 
quifitiones: Chrifliani Hugenii opufculum de Ludo aleae: Jacobi Ber- 
noulli librum de Arte conjeclandi : analyfim ludorum Monmortii : 
Moivraei tradlatum de Dotlrina fortis, qui apud nos copiofc illudra- 
tus , fit notis au£lus Cl. Gregorii Fontana; (ludio prodiit. Atque alios 
inter Mathematicos , qui xtate hac nofira hanc Arithmetic® partem 
illuflrarunt , memorari in primis debent clariUimi Daniel Bernoullius , 
& Alembertius . 

Antequam vero expendatur quod dubium in formulis analyticis 
ad cafum quemvis propofitum applicandis fuboriri po flit , fit qui reel® 
applications cafus fuper/it, plura ex morali hac arithmetica debent 
excipi, qu* nec numeris exprimi , nec inter fe numerice poflunt com- 
parari. Id olim eruditiflimo Algarotto me indicade memini cum de 
tabula ilia piftorica ageretur, qua D. Piles in fummo quovis piclare 
inventionis gradus.colorum fuavitatem, perfe&ionem diagrammatis 8cc. 
quibufdam numeris definire , 8c conferre voluit: id ipfum etiam attigi 
cum apud nos de gradibus perfeflionis marini falis ad numeros redu- 
ccndis ageretur. Confimilis arithmetic® quidam abufus elfet fi quis 
feriptorum , ac tedium authoritatem numeris vcllet exprimere , aut in 
indicio quoiibet datuere qu® fit numerica ratio innocentix, aut rea- 
tus cujufpiam probabilis, ac multiplicatis deinde indiciis requirere ad 
quos numeros probabilitas media reatus , vel innocentix dcduci pof- 
fit . Vellem itaque fuis limitibus gencratim perdringi arithmeticam , 
nec nifi ea numerice ad fe invicem referre , qux , cum ad quantita- 
tatum claffem referantur, vere numeris polTunt exprimi. Sed plura 

etiam 
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etiam efle animadvert! , qu* licet exprimantur numerice , non nifi ta- 
men pro arbitrariis quibufdam hypothelibus , 8c a dato quolibet cafu 
alienis expendi polTunt . Ut fi in unaquaque obfervatione error unius 
fecundi, aut unius line® necefsario efse afsumatur, 8c multiplicatis ob- 
fervationibus inquiratur qui fit error mcdius , ac probabilis : quod ex 
eorum genere efset problema, qu® priino refolvcre catpit Jacobus Ber- 
noullius ad calcem libri de Arte conjetlandi. At qui intclligat in una- 
quaque obfervatione errorem unius line® aut pofitive , aut negative 
haberi poke, is etiam admittat necefse ell errorem dimidi® line®, 
trientis , quadrantis 8cc. efse pofse, aut fortafse nullum: adeoque in pro* 
blcmatis hujus generis non nifi certus errorum limes pofset afsumi , 
quo fcilicet error omnis minor afsumeretur errore unius obfervationis 
per obfervationum numerum multiplicato . 

Univerfim vero in problematis omnibus , qu* ad fortem perti- 
nent , tot ali® ocurrunt cauf® , 8c circumfianti® , qu® cum neque ad 
cafus omnes poffibiles indifferenter fe habeant , neque ullo modo ad 
calculuin pofiint revocari, abltractas formulas, qu® numerum even- 
tuum exprimunt, ad datum eventuum numerum applicare nequaquam 
finunt. Id facile quifque intelliget, qui binis acccptis teflTeris, iifque 
continue jaftis enumeret quot jaclus habendi lint antequam una ex tri- 
ginta fex teiferarum combinationibus , exempli caufa , fenarius utrim- 
que numerus obveniat . Idipfum etiam jam norunt qui in ludo triginta 
fex numerorum pilis totidem incluforum deprehendunt aliurn nume- 
rum f®pius , alium per plures etiam continentes dies nunquam emer- 
gere. His alia innumera ejufdem generis pro unoquoque ludo addi 
polTent : ut quod Genu® a prima ludi, ut vocant Seminarii , inftitu- 
tione unitas nunquam emerferit 8cc. H®c autem omnia notifiima ex- 
perimenta fatis oftendunt quamdiu , 8c quantum probabilitatis arith- 
metic® regul® a phyfico eventu diferepent, 8c dubium plane relinquunt 
axioma illud , cui omnis conjcdandi ars innititur : quod fcilicet pro- 
babilitatis gradus proportionates fint numero propitiorum eventuum, 
quodque exprimi debeant numero cafuum propitiorum per cafus om- 
nes pofiibilcs divifo , atque ita , exempli caufa , quod fi calculi albi 


a v 

numero fint a , nigri 6 , fit calculi albi expc&atio ^ > nigri 


Hoc 
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Hoc autem femel principio conje£luralis artis in dubium revocato 
po/ito quod neque in ludis diuturnioribus numerus cafuum propitie ob- 
venientium (it numero propitiorum omnium poffibilium proportiona- 
iis, nihil jam amplius quod ncquc diuturniore tempore ufus alicujus 
cfle polfit, nihil, quod ad numeri, tefferae, chart* lufori* deieclum 
faciat, invenietur in formulis analyticis problematum ad fortem fpe- 
fiantium, in iis omnibus ludorum cafibus , quos fingillatim evolverat 
Moivraeus Cap. VII. Lib. VII. Milcell. Analyt., & Jacobus Bernoul- 
iius Lib. III. de arte conje&andi , nihil in ludo illo maxime omnium 
compotito , quern Baflet* vocant , & in quo expedationcs ludentium 
calculo fubjecit , & tabulis quibufdam explicaras D. Sauveur in Pari- 
fiend eruditorum diario in lucem edidit anno 1679: neque in ludis 
hifce omnibus quidpiam aliud certum manebit quamquod d multo 
plures , potiorefque circumflantiae , ac conditiones uni quam alteri fa— 
veant , unius fors forti alterius diuturnitatc temporis pnellabit . 

Quam vulgo fortem, fortunam, aleam , vel cafum vocant, phy- 
ficc nihil ell aliud quam phydcarum caufarum concurfus , quo data 
potius quam alia quspiam res , numerus , aut numerorum ordo obvc- 
nit. Phyficae autem caufze, quae ad datum effedum confluunt, gene* 
ratim dignofci pofsunt : ut cum de tefseris agitur , t offer* cujufque for- 
ma, & pondus, plani inclinatio, tefforae arripiend*, & jaciend* ratio: 
cum de pilis , aut calculis extrahendis, earum forma, tempus, ac vis 
fuccuffionis, friclio laterum vads , quo includuntur , manus injea* locus: 
cum de chartis luforiis, earum pariter forma, mixtionis ratio, ac tem- 
pus &c. Singula: autem hujufmodi cauff* ad phydcum effeilum in- 
Huunt , nec indifferenter fe habent ad cafus omnes poffibiles , atque 
ad partem alterutram colludentium , nec numcris ulla ratione cxpri- 
mi , ac revocari poffunt ad calculum , & cum elementis aliis arith- 
mctici poffibilium eventuum numeri componi. Qui igitur phyficis cau- 
fis fepodtis , aut pofito quod caufae lingulae ad cafum quemvis pof— 
fibilem indifferenter fe haberent , cafus probabilitatem, & expe&atio- 
nem fortis non nid ex ratione numeri eventuum propitiorum ad even- 
tus omnes poflibiles metiri voluerunt, abflraQas formulas exhibuerunt, 
elegantes quidem, atque ingeniofas , fed quae in cafu quovis propod- 
to , & diuturniore etiam tempore a vera ludentium forte , & phydeo 


even- 
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eventuum numero maxime abludunt . Idcirco eafdem formulas in fu- 
perioribus corollariis breviter indicatas nolumus longius perducere , nec 
aliquam efle cenfemus arithmetics: moralis fpeciem, quae folide, Sc 
a priori , ut ajunt , tradi poffit . 

Pro teftimanda vitae longacvitate , quae ex tot phylicis caufis cum 
pendeat fimili modo ex caufis iifdem repeti , & revocari ad calculum 
non pofTet, multiplicatas habcmus locorum , urbium, provinciarum ob- 
fervationes , quae proxime exhibcnt rationem annuae mortalitatis ad nu- 
merum viventium , annos vita; media; fuperflitis ad annum quemvis 
propofitum, generales quafdam eventuum varietates, praecipua quae 
ad inftituendos cenfus aliqualem normam fuppeditant. Obfervationes 
diu habitas Uratislaviae Hallejus , Londini Hodgfon, Smart, Simpfon, 
pro fcle£Hs locis Parifiis Dupre , pro fele£tis focietatibus Du Parcieux, 
pro occidental! Frifia , 8c Hollandia Kerfeboon diflinGis tabulis exhi- 
buerunt . Generales tabulas exhibuit Petrus SiifTmilch , in quibus licet 
errorcs quidam arithmetici ad tertiam etiam editionem, quae Berolini 
anno 176$ prodiit , corrigcndi fint, collcdae tamen habentur locorum 
omnium obfervationes. Ex iis omnibus univerfim licet colligere: fie— 
minas longxvitate vitae maribus pra: flare , raatrimonio conjunSos cas— 
teris : morientium numerum ad eamdem aetatem prae numero fuperfti- 
turn ab uno ad quartum aut quintum ufque aetatis annum imminui , 
ac deinde augeri : numerum eorum, qui quotannis moriuntur, prae 
numero viventium omnium cujufque aetatis in maximis urbibus efTe 

. . 1 1 1 

eirciter — , in urbibus maritimis — r , in aliis urbibus — , in tota pro- 
24 28 32 r 


vincia —7 , in aero dumtaxat — 
36 0 40 


Medium etiam ex omnibus accipiendo tempus medium vitae fu- 


perflitis, ac probabilis ad quemvis aetatis annum, in fingulis tabulis, 
quas memoravimus , definitum eft : fumma autem tabularum carum- 


dem capita ita in unicam tabulam poffent conjici . 


Ad 
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Ad annum vita . Anni , & menfes vitae fuperftitis ex tabulis: 


Do Pucienx. Duprl Hallei. Hogiifon. Kcrfeboon. SuCDnilck. 


I. 


33. 33. 6. 

36. 

6. 

41. 9 - 

4 *. 

f. ... 

48. } . 

41. 6. 41. 3. 

39 - 

6. 

44. f. 

47- 

10. 

46. 10. 

6 

N 

O 

36. 


42. 8. 

4f* 

If. 

43. 6. 

36. 9. 37. 6. 

3 *. 


39 * 7 . 

41. 

*0. 

40. 3. 

33. j. 34. 2. 

* 7 * 

8. 

36. 3. 

38. 

If. 

37. i. 

30. 9. 30 * II. 

if. 


33 - 3 - 

34- 

30. 

34. i. 

28 . 27 . II. 

21. 

6. 

30. 6. 

30. 

3f* 

30. it. 

25. 2J. 

20. 


28. 4. 

17 . 

40. 

17. 6. 

22. I. 22. 4. 

17 . 

6. 

2 J. 6. 

14. 

4f • 

13. 11. 

19. 3. 19. 8. 

16. 


22. 4- 

20. 

fO. 

10. f. 

16. 7. 17. j. 

14. 


19. j. 

17. 

ff- 

17 - 3 - 

14. 14. 10. 

>3- 


16. 9. 

if. 

60. 

14. 3. 

11. I. 12. 5. 

11. 


14. 1. 

12. 


II. 3. 

8. 6. 9. 11. 

9 " 


11. 7. 

9 * 

70. 

8. 8. 

6. 1. 7 . 7 . 

8. 


9. 2. 

8. 

7 f- 

6. 6. 

4. 6. j. 7. 

7. ' 


6. 10. 

6. 

80. 

4. 8. 

3. 7 • 4- 6. 

f« 


,*• 

f. 

8f* 

3. 2. 

3. 3. 6. 

3 - 

6 . 

3. 4. 

4 * 

90. 

I. 9. 


1. 


2. 2. 

3 « 

Ex general! hoc tabularum profpedlu patet quod 

licet in cafibu* 


non adeo diifimilibus , ac paribus fere circumftantiis non modica fit 
diverfitas , ut fi prior tabula referatur ad fecundam, aut fi penultima 
ad ultimam referatur, aliquot- tamen generales reguloe, aliqui cenfus, 
& mutui canones pro felectis focietatibus , & pro urbibus minoribus , 
ac majoribus , atque Integra etiam provincia inde deduci poflunt . At 
vero ad minores alias differentia* progrediendo manifeftum eft mediae 
& refidute vitae tempos non nifi aliquo in cafu decrefcere in progref- 
fione arithmctica , nequc univeriim alTumi pofle aequaliter audio aeta- 
tis tempore tempus vitae refidua: aequaliter imminui : quod poftulatum' 
eaxum omnium formularum fundamentum, ac bafis eft, quae Moivraeus 
tradiderat in fua de evcntibus dotlrina . Licet cnim ab anno 10 ad 40 
in tabulis Hallcj decremcntum vitae fuperftitis pro fingulis luftris fit 

H idem. 
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idem , atque in cafibus aliis progrellio arithmetica ab obfervationibus 
non multum diferepet, ea tamen in priore vitae luftro nunquam, in 
reliquis raro habet locum . Major etiam obfervationum a progrclfione 
arithmetica diflenfus fict fi differentiae vitae probabilis ad annos lingu- 
los comparentur inter fe . In tabulis enim SdfTuiiIch.it ab anno to 
ad 40 decremcntum annuum vitae probabilis , ac fuperfliris intcrruptc 
eft, decies unius anni, bis nullum, odies anni dimidii : St in tabulis 
Kerfeboon decrcmenrum idem eft menlium 7 ab anno zi ad z8, 
mcnfium 6 a 28 ad 30, menlium j a 30 ad 34, 6 a 34 ad 36 , 7 a 
36 ad 41, ac deinde fit odo menlium ut erat ante annum 21 . Haec 
ratio, 8t caufa eft cur neque indicatis aliis Moivrai formulis, ac fe- 
riebus, qua: huic progreffionis arithmetica: hypotheli innituntur omnes, ' 
ad aliam Algebrse partem progredimur, qu:e Algebra: ad.Geometriam 
applicatio eft , Sc quae Geometria analytica dici folet . 

CAPUT SECUNDUM. 

D E 

A N A L Y S I 

GEOMETRIC RECTILINEiE. 

Q Uantitates Geometricae , lineae , fuperficies , folida , fi iifdem 
lignis indiccntur, quibus quantitates alias quafcumque defi- 
gnari poffe univerfim diximus , eadem etiam ratione compa- 
rari poterunt inter fe , dividi , multiplicari , elevari ad poteftatem or- 
duiis cujufcumque. Ut cum femiordinata circuli lit media proportion 
nalis inter diametri fegmenta , erit eadem qu~drata radix produdi dua- 
rum quantitatum, qua: duo fegmenta exprimunt : Sc cum in triangulis 
fimilibus latera homologa lint inter fe proportionalia, ii primum latus 
accipiatur loco unitatis, quartum latus erit produdum duarum quan- 
titatum, quibus duo alia latera delignantur . Pariter ubi problema ali- 
quod geomctricum ad aequationem dedudum fit, iifdem redudionum 
regulis tradandum erit ac problema aliud quodcumque algebricum , 
vcl arirhmeticum . Algebrici igitur , Sc Geometric! problematis non 
aliud diferimen erit, quam quod denominatione datarum , qu.tlitamm- 

q« e 
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que quantitatum indeterminate facta , aliis Geometri* fub/idiis , trian- 
gulorum , 6t redangulorum refoludone , & compararione , proportio- 
nalitate laterum homologorum, aliis figurarum, angulorumque, & la- 
terum proprietatibus evolutis curandum erit ut geometric* problems 
tis conditiones analytice cxprefl* ad xquationem aliquam deducantur. 
Priora Geometri* ad Algebram reduftionis cxempla dedit Cartefius, 
plurima adjecit Newtonus in Arithmetica Univerfali. In corollariis I., 
& I!* Probl. IV. jam vidimus fupra quam breviter pleraque Euclidis 
theoremata de variis fegmentorum produais analytice poflint exptimi. 
Vidcbimus modo quanam ratione theoremata alia, qua Pappus Ale- 
xandrinus , & Apollonius Pcrgsus addiderant in libris de Seaione De- 
terminata , quxque Geometrice , & more veterum expofuerat Petrus 
Gianninus , meus olim in Pifana Academia Auditor , eleganti opufculo 
Parmx edito intra annum 1771, & Robertus Simfon in priore parte 
opens poilhumi, quod triennio poll Glafgu* in lucem prudiit, ad 
analogias , & formulas analyticas reducantur . 

PROBLEMA XIII. 

Refla aliqua trifariam divifa totius, & partium produSa inter fe 
comparare . 

Si lint a , b , c tres partes reft* alicujus propofit* , aut quantitatis 
alterius cujufcumque, & duarum producla in tertiam, ac trium om- 
nium in duarum diiFerentiam comparentur inter fe , obferveturque 
qui termini fignorum oppofitione fe mutuo deftruant ; prodibunt *qua- 
tiones bin* 

I" a + 6.a=a+ b + ~c. a—c+b±~c.c 
II" ^ H ~ c - c= a -f- b c . c — a -f- a -\-b .a 

Deinde fi in cafu aliquo fucrit a-\-i -J- c . c = b-\- c * — Ai 
ibc + c-, deletis utrimque terminis xqualibus, & tranfpofitis aliis 
.... b- 

prodibit c= . Hoc autem pofito erit a -f- 6 -f- r . r — a _j (. | 

b' b' 

u y a b : , & viciflim fi fuerit a + b + c: c =a’:b' , 

inverfo ordine co^igetur a + b + c . c=Tfc’ . 

Dato mfuper quod relatio trium partium aquation*, & analo- 
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gia hac exprimatur , facile ex duabus tertia determinabirur . Pofito 
6 ■■ />' 

enim c= jrfiet ai=i-{- — , 8c pofito^’ -f b c=ac , Scpofitiva 

radice extra&a prodibit b = c ' a c ) — c. 

COROLLARIA. 

I. Duabu* prioribus problematis hujus formulis tertium, & quar- 
turn ex iis lemmatis habebitur , quae Pappus Alexandrinus Lib. VII. 
ColIeQionum Mathematicarum ad duos Apollonii Pergaei libros de fe- 
ftione determinata praemiferat : nimimm quod fi in re£la quavis A D, 
fig i., pofito A B= C D, intra C, & D, accipiatur pun&um ali- 
quod E , erit AC. CD = AE.ED-\-BE. E C: 8c fi pun&um E 
accipiatur ultra D erit B E ,E C = AE.EDA~BD.DC. Pro utro- 
que enim lemmate ad eafdem formulas revocando fatis erit Ratuere 
AB = C D = a , B C=6, CE=c. 

II. Subfequente autem formula habebitur lemma Vigefimum fe- 
cundum Pappi : quod fcilicet ultra re&as A B , B C accepta alia qua- 
libet C D. fi fuerit A D, D C,= B D 1 , erit AD: D C = AB-:BC' t 
& viciflim fi fuerit AD : D C = AB': B C * erit etiam AD .DC = 
BD '. Robertus Simfon, cum fyntheticam methodum fequi vellet, 
tria hujufmodi clemcntaria Pappi lemmata fatis prolixe demonftravit 
in Propof. II. , III. , XVI. , XVII. operis jam memorati : iis autem lem- 
matis Pappus opus efle cenfuit ad refolvenda Apollonii probiemata de 
feGione determinata, quae facile reducuntur ad arquationum quarum- 
dam quadraticarum refolutionem , ut mox videbimus . 

PROBLEMA XIV. 

Recta aliqua quadrifariam divifa comparare inter fe produ&a to- 
tius, 8c partium. 

Primo fi quatuor partes fit a , b , c , d , ac fuerit a -j- b . b = 
cAr d. c, refolutis terminis , 8c rationibus compofitis , ac converfis eruetur 
c-j - d: b =s a-A- b: c = a -f- b -j-c A~ d : b -j-c 
b : c = c d: a -f- b = b A~ c ~A" d" a-f-8-f-c 
c A~ d: c a A~ b A~ d • b A~ cA~ d:aA~b-\-c. b -f- c, 

8c vi ciflim ex pofleriore hac analogia eruetur aequalitas fatlorum a -f b.b, 
& c + d.c. 

Se- 
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Secundo fi fuerit a-\-b. c = c -\-d. b, adeoque etiam a c == bd, 
bd 

Sc cz= ~i rationum compofitione debebit efle 


a -J- b : c -J- d — f> • c 

bd 

it -\-b -f- <r -f- : c-f-</=:4 -J -etc b -f- c ; — 

a 

c ■+■ d : b = a-f- 6 -)- c d . d : b -f- c. a , 

& viciflim pofita hac alia analogia debebit efle a -f- b . c = c-\- d.b . 

Tertio fi fuerit a -)- b-f- c -f- d . d = b c d . c -f- d, adeoque 

. . "■ v b c 

etiam a d — b -f- c-\- d . c , Sc d = f c , eodem ordine eruetur 


l ■ . , , . <cd ^4-f b c a -4- b 

*+c+* C +rf= 7 :e + ( — ). C=( _±_ ) . <1 : ( _±_). <;! 


b + c. a: a-\-b.c. Sc dato quod fit b-\-c-\-d : c + d = b-{-c. a: 
a -f-b.c, ordine inverfo debebit efle a+b -f-c -|- d . d = b-\-c + d . c+d. 

Denique fi fuerit a-{-b. c = c -\-d . 6 eadein methodo Cruentur 
sequationes quatuor 
I. a 4*d . a -f- b = a -\-b -J-c -|- d . a 

II* a -\- d . c d =: a -t~6 -^-c -{• d . d 

III. <z -f- d . c b -f- c . d 

IV. a -f- d . b = b -J- c . a 

COROLLARIUM. 

Prior problematis hujus formula fimul exhibet primum , quintum , 
Sc oclavum Pappi lemmata , quae adeo fufe Simfonius libro priore ex- 
pofuit : ad fecundam formulam rcducuntur lemmata nonum , deci- 
mum , & duodecimum ejufdem libri : ad tertiam part altera , quae a 
Simfonio traditur , decimx quinta: , & decimae fextae propofitionis . 
Formulae aliae quatuor poftremo loco in hoc problemate exhibit* 
quatuor cafibus refpondent lemmatis primi , & fecundi libri fecund! . 
Reliqua Pappi Alexandrini lemmara ab antecedentibus parum ditfe- 
runt, eodemque modo ad sequationes analyticas reduci polTunt. 
PROBLEMA XV. 

Datis duabus, aut tribus quantitatibus , Sc data ratione re&an- 


gu- 
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gulorum , qux quantitates ipfx permixtx alteri quantitati , k in fe ia- 
viccm duttx efficiunt, quantitatem hanc aliam invenire . 

Sint quantitates datx a, b , e, fit ratio m : n , Sc quantiras alia 
quxvis vocetur x, atque hac illis diverfiraode admixta proponantar 
analogic aliquot 

I. ( a -f- *)• 6: x- =m' : n x 

II. (a — x). b : x' = m' : 

III. bx:(j — x-\-c)(j — x) = m':n' 

IV. ( c -f- x ) . b: (a-f-c+ x) . x = m ~- : n* 

V. fa-f- x ).x: (c — x) ! z=m':n*. 

Man ifcftum eft quod in hifee , & analogiis aliis hujus generis, ertre 
mis , ac mediis terminis in fe duel is , qua: inquiritur quaniitas fecun- 
dam dimenfionem non fuperat , 8c radicis quadratic® extraclione po- 

n 1 b x 

teft determinari . Ut fi fuerit ( a ± x ) . n 1 b = m 1 x 1 , five x '• — — = 

n'a 6 

— — , 8c cum® politive femper accipiatur, radice extra&a fict *= 
m 1 

n* b n ‘ 

+ . yT ( n l b' -f" 4 m' a'). 

zm 1 1 im- K ‘ 

COROLLARIA. 

I. Binis prioribus , quas modo exfol vimus , formulis fatisfit Apol- 
lonii problcmati , quod fecundo loco a Simfonio exponitur , 6c in quo 
re&angulum ex fumma datx re&x A B , 8c quxfitx B C , fig. z , in 
reftam aliam propofitam ad quadratum ex B C debet efle in ratione 
data : 8c quidem duplici figno cafus uterque involvitur , quod pun- 
Sum quxfitum C, aut extra, aut intra pun£ta A, B cadat . Quod 
primo loco inquirit Simfonius ut quadratum unius partis ad quadra- 
turn reliqux fe habeat in ratione data, idem eft ac inquirere ut data 
pariter fit ratio partis unius ad alteram , fcilicet ut fit a ± x : x = 

n a 

mi n , 8c® = — — • 
m f/z 

II. Si in fig. i. ftatuatur A B = a, B C = c , A D = x, pate- 
bit tertia formula exponi tertium Apollonii problema , quo datis in 
eadem recta tribus puntlis/f , B , C tertium D quxritur, ut reflangu- 
lum ex AD in quantitatem aliam b ad rcctangulum ex B D in D C 

fe 
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Ce ftabtat in ratione data . Pariter quart a formula quartum proble- 

ma, & quintum quinta exhibet. Quinque hate Apollonii problcmata, 
& quod analogum fextutn eft , ut Geometrice exponeret Simfonlus , 
poll prxmilla omnia ea lemmata, adhuc LXXX. aliis paginis opus 
babuit . Ante ipfum multo brevius , nec minus clcgantcr iifdem pro- 
blematis fatisfecerat Geometrice Gianninus noftcr . • 

PROBLEM A XVI. 

In triangulo ifofcele perimetrum, bafim, perpendiculum in baft in 
ipfam demiilum , 8c diametrum circuli circumfcripti inter fe eompararc . 

Sit in triangulo ifofcele ABE, fig. 3 , perimeter = a , balls 
B E = b , perpendiculum A C = c, ideoque fit latys alterutrum A B, 
vel A E — - . a — b . Erit - . a — b ' = c* -f- 7 . b 1 , five - a' — — 
^abzszc*. Quod fi latus ipfum AE, five 7 . a — b vocetur/, 5 cr 
radius circuli circumfcripti , ob /* = 1 r c, & c’ =s= 1 ‘ — b * , 
debebic efic /* — 4 r 1 / 1 = — r ! b * ,8c extra&a radice prodibit l = 
V yf ( 4 r* — b' ) ) , 8c valebit fuperius lignum cum perpen- 

diculum in bafim demiflum minus erit radio , lignum inferius cum 
perpendiculum erit majus . His vero xquationibus inter fe comparatis 
quantitates alia: ex aliis determinari poterunt , eritquc 

f /» 

ic (4 / s — b ' } 

ll. <t= ) + i 

• t c 1 / 

III. b— - a — — \f ( \r' — />) 

» a r ' y 

IV. 

Y. c — z-qFi ✓( 4 ' ,! — b- ). 

COROLLARIUM. 

Hujufmodi formulis rurfus inter fe comparatis all* trianguli ifo- 
fcelis analogix , & valores alii erui poterunt . Ita in formula tertia 
perpendiculum in bafim demilfum erit medium proportionate totam 
inter perimetrum , 6c excefliim quart* partis perimetri fupra dimidiam 
bafim . In triangulo aquilatero com fit b = / = -j a , erit etiam l = 

r\f 


64 DeAnalysi 

r/j, 8c<r=-jr, ut ex elementari Geometria notum eft. Autho- 
res alii ex hifce , & fubfequentibus aliis formulis problemata totidem 
conficiunt , in quibus cum qua inquiritur quantitas litteris x, vcl y 
defignetur, mutatis denominationibus non patet illico qui quantitatum 
omnium fit nexus, & quomodo alia ex aliis pendeant, ut ctiam in 
Coroll. I. Probl. VIII. diftum eft . 

PROBLEM A XVII. 

In iriangulo retlangulo perimetrum , arcam , hypothenufam , & 
perpendiculum in eamdcm demiftum compararc inter fe . 

Sit rurfus in triangulo rctlangulo A BD, fig. 3, perimeter = a, 
perpendiculum B C = L b , hypothenufa A D= 2 r , 8c fit trianguli 
totius area d A B.B D = ~ rb = h 1 . Cum fit etiam A D'== 4 r = 
A B ' -f- B D* , addito utrimque 1 A B. BD fict 4 r' -f- 4 b ! = (AB-{- 
B D )' = (a — if) 1 , eritque ^h'j=za '- — 4 a /-.Quod fi fiatinfuper 

r b' 

latus A B = l, B D = /, ob 1 h ' = r b == fl, 8c f 1 = — — ~ 

4 r 1 — / 1 3 habebitur aquatio alia/r — 4r’ /* = — r' b l , 8c ex> 
tra£la radice eruetur± ir‘ ^/‘ = nr 1 — b‘), 8c valebit fu- 
perius lignum cum 2 r 1 majus erit quam/*, five cum latus /majus 
erit quam / , lignum inferius cum / fiet minus . Ex binis autem hi-, 
fee aquationibus exfurgent formula 

l k l t b r a ’ 

I. tr T a a » a ~ ’ 412-}**^ 

2 h 1 a - — 4 at 

II. 8= = 

r 2 r 

III. a = 

V. /=/(ir I i:r/( 4 r ! — b')) 

VI. /= / ( 4 / )=/(tr‘±r/(4r< b‘ )). 

COROLLARIUM. 

Rurfus cx hifce formulis inter fe comparatis analogias alias trian- 
gulorum reflangulorum colligere quifque potent . Ut cum fit ( /+/) ’== 
4/-’4’ 1 ^/ == 4 ,,, + 1 r b , addito utrimque d b ‘ , eruetur infuper 
+ -7^ ) — 7 b, 8c hypothenufa trianguli dabitur 

cx 
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ex fumma laterum, & perpendiculo in hypothenufam ipfam demifTo. 
Formulis hifce omnibus continentur problemata III., IV., & VI.. 
Arithmetic* Univerfalis Nrwtoni , ac fit infuper manifeftum quod ini- 
tio Cartefius, 8c Newtonus ipfe monuerat, in problematis hujus ge- 
neris ad atquationem deducendis nullum datarum , quifitarumquo 
quantitatum difcrimen habendum efie , nec nifi xquationum refolu— 
tionem, reduclionemque divcrfam efic ut alias ex aliis quantitatibus 
po flint colligi . 

PROBLEM A XVIII 


In triangulo quo vis latera , fegmenta bafis , 8c perpendiculam In-; 
ter fe comparare . 

Sit in triangulo quolibet A B D, fig. 4., latus A B = a, B D=a 
b, AD^=c, perpendiculum BC=zf, fegmentum bafis ACz=l 
fegmentum aliud D C = ±c^ l , 8c valeat fuperius fignum cum per- 
pendiculum intra bafim cadit , inferius cum cadit extra. Quia per po. 
fteriora Lib. II. Euclidis theoremata eft A D* =z A C : -J- C D ‘ ± 
zAC.CD , & AD^zAC. CD — z CD‘ = A D ^f- z AD . 
CD = AC' — CD' =AC'+BC ' — CD » — BC>=AB‘ — 
B D 1 , fubftitutis fpeciebus fiet pro cafu utroque problematis xquatio 
c ' — zc(e — l) = a ’ — b 1 . X>einde vero fi non bina quidem la- 
tera BA, B D , fed fumma eorum tantum innotefcat , 8c fiat a -}- 
b=g,&ia — 6 = g — zb, erit etiama 1 — b'z=zg -‘ — zg b = 
c * — z c/(b' — ■/' ),8c quadrando utrimque terminos g l — c * — zgb, 
8c — 2c/ ( 6 1 — f‘ ) , xquationemque inde ortam ordinando crit 

4 «*/"* 

4 6 1 — 4 gb + g 1 = c' - " , 8c exuacta radice ± 1 b^ g = 

4 f i 

« / ( 1 — -Tr~r ) • Erit »g inir 

-f-4> — a' 


g‘- 


I. CP=±cT/ = i(- 


2 C 


-) 


II. AC=l: 


7 ‘ + 


1 1 b » 


I c 


UL /=/ (b'—c' + icl—D) 

I 


IV; 
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corollaria; 


I. Cum fit C 2 ? = B D . fin . C £ D , & quo in cafu perpendi- 
culum £ C cadit intra triangulum ^4 B D fit fin. C £D = cos. A D B, 
cum vero pcrpendiculum cadit extra negativus fiat cofinus anguli, 
qui eft recto major , ac fit fin. C B D = cos. C D B = — cos. A D B, 
erit in priore xquatione A B 1 := A D ‘ B D 1 ^ i A D . CD = 
A D J + £ I? * — l A D. B D . cos. AD B : atque ita in quovis trian- 
gulo quadratum unius latcris xquabitur fummac quadratorum aliorum 
date rum dempto duplo rect.ingulo eorumdem laterum , 8c cofinus an- 
,guii, qui priori lateri opponitur: quod elegans theorema a Cl. Ber- 
trando notatum reperi §. 5 19. Tom. II. 

II. Ad alias problernatis hujus formulas reducuntur problemata 
II., VIII., 8c IX. Arithmeticae Univerfalis . Newtonus in problemate 
XI. , 8c XII. fingulares analogias tradidit pro inveniendis trianguli cu- 
■jufquc angulis ex dads lateribus , Sc perpendiculo in latus aliquod de- 
mifio . Hifce autera quxftionibus fatis jam ex elementari Trigonome- 
tria fadum eft. Cum enim triangulorum latera fint inter fe ut finus 
angulorum oppofitorum , patet quanam radone ex dads lateribus per- 
pendiculum in bafim demiflum , Sc anguli omnes trianguli fupputari , 
6c vicifiim latera ex perpendiculo, 8c angulis. 

PROBLEMA XIX. 


Datis tribus pundis A, £, C, fig. j.,quartum D invenire , a 
quo duet* D A , D B , D C inter fe datam rationem habeant . 

Fiat A B =a, A C =:b, C £=<:, atque expunQis C, 8c Din A B 
demiftis pcrpcndiculis CF,DE fiat A F =/, FC= A,AE = x,D E t=y. 
Sit etiam 1 , m , n ratio trium rectarum D A , D B , D C , 8c pofita 
D A = x 1 -j- y' ) , fit D £ = my' (* J -f -y'), 8c D C == n</ 
( x’-\-y'). Cum fit infuper AB l — 1 AB. AE= D £* — DA-, 
fubftitutis fpeciebus fieta 1 — iaxz=z{m' 1 — 1 ) ( x*-f-y : ) ,$ CJf’-f- 

y * = —^7 — — ; atqueob C G=h^y, Sc DC=±x^/, erit 

:• C£>* 
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CD 1 = CG' -| -DG* =x' •\-y , -\-b , JpiAy~ifx=zn'(x*-\-y'), 
■± z A y z f x — b' 

8c x 1 -}-y ’ = ^ ^ 2 : &in termino A ~£y accipiendum 

erit fuperius lignum cum punclum D cadet fupra bafim trianguli ABC, 
inferius cum cadet infra, in termino autem ;fc * T /fuperius lignum ac. 
cipiendum erit cum pundum D extra pcrpendicuium F C ad partes 
verticis B cadet , inferius cum cadet ad partes verticis alterius A . Binis 
igitur valoribus inter fe xquatis debebit el Te 
zax—a' ±zhy-)-zfx — b‘ 

1 — m 1 1 — n 1 


b' a' 1 — n' f x ax l — n' 

zk 2 A'-i — m‘ ' __A^~ k(i — 

8c a fiat infuper a “ T ( 7~7 ) = 

k l , 8c valores hi omnes fubftituantur in priore xquatione x * -\~y * = 

lax — a' l ah' ^ 

j_—, 1 , eruetur ( l‘ + A' ) x' + ( zk l ' — ^ m )x+k'l'^ 

a '■ A 1 ah' 

— ~^T’ ac denique pofito l' -\-h'=p l , 8c ; — k /* = 


a 1 1 q i 

a " , atque extrada radice fiet x= ~ £ — /( — — 

P‘ P P 

COROLLARIA. 


a ' h' 

■k ’/■ — ). 

1 — 


I. Dads igitur numericis valoribus quantitatum a, b,m,n,f,h 
ex hac xquatione eruetur valor ignotx x , atque inde valor ignotse 
y ope xquationis alterius determinabitur . Patebit etiam quibus in ca- 
fibus quantitates imaginariz zquationi problcmatis obvolvantur , ne- 
que ullus amplius problemati lit locus . Solutionem aliam exhibuit 
Thomas Simpfon in Probl. LV1. Exercitationum Algebrx, 8c zquationi 
analytic*, quz non minus complicata eft, conftrudionum Geometri- 
cam fubnexuit omnino limplicem, atque elegantem. Hie Geometriam 
analyticam tradicuri figurarum delineationes , 8c redu&iones problema- 
tum in fchemata , quas conftrudiones vocant , omittimus , nee nil! 
calculum quantitatum quzlitarum exhibemus. 

II. Si tres linez datam rationem inter fe habentes ad trianguli 

1 2 ifo- 
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ifofcelis verticem ducendae fine, flatui debet a = b : & fi triangulum 
fit sequilaterum flatui infuper debet / = ~ a , 8c ht=z ■j a / 3 : at- 
que ita fimplicior fiec problematis squatio . Si data trium rectarum 
ratio xqualitatis fit, erit etiam i — m 3 = i — n- = o, atque inde 
primum eruetur y infinita , 8c refte ad infinitam diflantiam duebe , 
evanefeentibus differentiis, problemati fatisfacient . Erit infuper a ’ — 
lax = (m ! — i ) ( x’-f-y 1 ) =o, ac pariter erit hy — 

b ■ = o , Sc alter folutionis cafus habebitur , & problemati fatisfiet po- 
b 3 — af 

fito x = la , & y — — - — . 

» in 

III. In pofieriore hoc cafu trium reQarum D A , D B , DC inter fe 
aequalium , erit D centrum circuli tranfeuntis per puncta A , B, C, 
8c triangulo cuilibet propofito ABC circumfcripti . Erit autem radius 
b ■■ — af 

hujufmodi / ( d a 3 -$- ( — — — ) 1 ) : & cum fit / 3 -f- h 1 = b * , 8c 

b 

*' — iaf=tc ' — b 1 , erit radius hujufmodi (a* + b* — iaf)= 

be 

— : ut etiam ex Geometri* elementis colligitur , nam fi diameter cir- 
culi fit AH, fig. 9. , 8c fit A E perpendicularis reft* C B , erit A H 1 
AC = AB: a E . 


PROBLEMA XX. 


Punftum D in venire in fig. f., a quo du£lx ad data pun£la A, 
B, C icStx inter fe datam rationem habcant . 

Si re&arum duarum D A, D B differentia vocetur m. Sc maneant 
praecedentes alix denominationes , erit ( x'-f-y') — rn= D B = 
^ £ a — x 1 -f -y* ), 8c quadrando utrimque fupererit im>/ (x -f -y')=z 
m z — iax. Pariter fi fit DA — D C=.n ( x‘ -{-y 1 — 

tf(A — y' -f- x — f ) , prodibit ln\f (* s +^ 3 ) = /J* — ^’ + 

m ' a* l a x =3 

ihy+tfx: Sc comparatis terminis fiet “ 


n 3 — h' -t-iAy-f- l f x 
— _ — — — — , ac propterea 


debebit effe = ~ h + 


n 
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n a* na x 

— ( — )+. (_ _/) — . Quod fi igitur fiat m' — 

n . a 3 no — f m _ . , 

a’ = i / 3 , A -j — — f m — n — — ) = i k , r = r, fubfti- 

a /a h 

tutione faGa , xquatifque inter fe binis indeterminatx y valoribus , Sc 
qui ex pofteriore xquatione, & qui eruitur ex xquatione alia>’,+ Jr 1 =s= 

— -( t l' tax)' , erit — (/‘ + «r)‘ — x 3 = ( — +A)* : at- 

que ordinatis terminis, ac pofito a 3 — m 3 — r 3 = ^ 3 ,rmk — »a / ’ = s 
^3 , extraSaque radice ut in problcmate antecedente confimilis alia 
a’ i a' 

xquatio exfurget x= — ± — ✓ (j7+ m = * : — 

COROLLARIA. 


I. Ex hac ipfa xquatione pendet problema, quo tribus circulis 
magnitudine , Sc pofitione datis inquiritur radius circuli alterius , qui 
tres illos exterius tangat . Nam fi trium circulorum centra fint A, B , 
C, & radii fint i , m, n, centrum autcm quxfiti circuli fit D, tres 
radii ex D ad puncla contaclus duSi tranfibunt per A , B , C , atque 
erit D A -f- 1 = D B -f- m = D C n , ac data erit duarum D A , 
DB, Sc DA, D C differentia. Problema hujufmodi peculiari opere 
cnodavit primum Pappus Alexandrinus , Sc recentiores Geometrx Gco- 
metricis aliis folutionibus , & conftru&ionibus illuftrarunt; atque eas 
inter bin* porifiimum commendari debent , quorum prima a Newto- 
no tradita ell in probl. XL VII Arithmetic* , altera a Cl. Perellio in 
Florentinis Ephemcridibus . In his analytic* Geometri* dementis fa- 
tis cat indicare quanam ratione circuli quxfiti radius ex datis aliis 
poffet fupputari. 

II. Perinde erit fi circulus unus tres alios interius debeat tangere 
aut unum interius , St binos exterius , aut viccverfa : cum enim ma- 
nifeffum fit radium ex ccntro quxfiti circuli ad punSum contaStus du- 
fium tranfire per centrum dati alterius circuli; erit in cafibus hifee 
omnibus D A ± 1 = D B± m= D C± n, Sc Temper eo deducctur 
problema ut inquiratur punftum , a quo duG* ad tria alia puncla 
totidem line* refit* inter fe datam habeant differentiam . Et fi radius 


Digitized by Google 



70 DeAnalysi 

alicujus ex circulis propofitis evanefcat , folutione problematis habebi- 
tur radius circuli, qui tranfeat per datum pundum , Sc duos datos 
circulos contingat , aut unum datum circulum contingat , Sc tranfeat 
per duo punda data . Si radius circuli alicujus propofiti flatuatur in- 
finitus, folutione eadcm habebitur radius circuli, qui binos circulos. 
Sc reclam pofitione datam continget. 

III. Eadcm methodo refolvi potcrit problema, pundum aliquod 
in reda pofitione data inveniendi , ad quod a datis duobus extra re- 
flam eamdem punflis index* bin* ali* line* refl* inter fe datam 
habeant differentiam . Nec fecus refolvendum erit problema fi dua- 
rum , aut trium reflarum fumma , vel fumma quadratorum , vel dif- 
ferentia data fit . Ut fi duorum quadratorum differentia fit m- — 

(*’ +y') — (* — ** + y')—l ax- 


’ , fiet x = l a -] . 

» i a 


Sc fi infuper fucrit n 8 = ( x i -f - y * ) — ( h — y * + x — f ) = 

n- — b 5 — ifx n 8 — b i 

b> + i h y + i f x, erit y= — = — — — 

PROBLEMA. XXI. 

Invenire pundum D , in fig. y . , a quo ad tres reflas pofitione 
datas A B , A C , B C dud:* perpcndiculares tres D E , D L , D K in- 
ter fe datam rationem habeant. 

Maneat ut antea A B =a , A C=b, B C =c , A F =f, C F= 
h , AEzxzxj D E=y, dudifque ex E in A C, Sc ex X? in E G 

perpendiculis E C ,D II fit £ C = ^ , E H , K D = , 

bo b 

Sc valeat fupcrius fignum cum pundum D fupra bafim A B trianguli 
ABC cadet , inferius cum cadet infra .Si i : n fit ratio perpendicu- 
larium DE , DK, erit D R = kx^-f yx=. b n y , adeoque erit y = 
h x b n-Ef 

j & x = ( — - — )■ y • Pariter fi I : m fit ratio perpendicularium 


bn±f' 

DE, D L, erit D L = m y = ■ 


c ( a — *) T C~~) y > & fiet 

mey = ha — ( bn±f ). yE-( a — f).y=ha — b ny^f-ay: atque 

■ i i*- 
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ha 

Lade eruetur_y = — - ^ ^ ^ ^ . Hoc igitur valorem prsecedente for- 

,, . (nb±f).a 

mula fuhflituto Bet denique x = : — 7— — . 

m c n b ±_a 

COROLLARIA. 

I. Si fit n = m = 1 , perpendicularibus exsequatis , erit D cen- 
trum circuli , qui continget tres rctlas pofitione datas A B, AC, B C , 

ha 

feu qui dato triangulo ABC infcribi potcrit, ac fiet y s= - ^ 

a b -f- a f 

& x = — -,—7—, — , reduftifque terminis, & pofito ut antea / : + h 1 = 


b‘, fiet radius circuli huiufmodi / (x 1 -hy' )=■ 


a </ f 2 £ ’ -f- l bf) 


> Sc 


a -f- £-f-e 

radius idem habebitur accipiendo mediam proportionalem inter latus 
unum A C , & fummam dupli ipfius lateris, & dupla: intercept* A F, 
illamquc ducendo in latus aliud A B , ad quod pertinet intcrcepta , 
& per fummam trium laterum dividendo . 

II. Si D efle debeat centrum circuli , qui tranfeat per datum 
aliquod punctum L , fig. 8. , & duas rectas pofitione datas A B , AC 
contingat ; ex L in A B , atque ex E in A C du&is perpendiculis L B , 
E G, & pofita A B = f,BL = h , B C =/, A C = b , erit D K = 

lx — fy lx 


DE=y: 

h' + f*—lfx+: 
lh 


— , . Erit etiam D E = D L = y = 
b-r; 

ut facile colligetur pofito DL' =B El -f* 


BL 


D E . Binis autem radii eiufdem valoribus inter fe xquatis 

1 hi x 

problema ad tcquationem quad rat icam deducetur x'- — 1 f x — y— — 
+ ^‘ +/'=<> 

III. Pariter fi pun&um K datum fit, & duccndus fit circulus • 
qui tranfeat per duo punda K , L , & reclam pofitione datam A B con- 
tingat, ex K ad AB du£la perpendiculari X F , & pofita K F — l, 
AF=a, AK = b, D K = D E = DLz=y, A E = x, erity ’ =s 

AE 
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b'-\- x ' — tax 


& y\ 


il 


, atque indc alia erue- 


tur quadratica xquatio , qua: problemati fatisfaciet . Pofteriora duo hate 
problemata , quae corollarii loco ad analyfim deduximus, apud Newto- 
num funt XLIV. , 8c XLV 1 . Arithmetic* Univerfalis. Qu* apud no* 
funt problemata XIX. 8cXXI. apud Newtonum erant XXVI., XXVII. 

PROBLEM A XXII. 


Datis lateribus quadrilateri circulo inferipti diagonalem , diame- 
trumcirculi, aream, 6c diagonalium produdum determinare. 

Sint in fig. 9. quadrilateri latera AB= a, B C = b, C D = 
c, DA = d, 8c Tint diagonales bin xAC, B D, 8c circuli circum- 
feripti diameter AH. Si ex A 9 in B C y &c cx C in A D ducantur 
perpendicula A E, CF, jungarurque CH, ob angulos xquales A H C , 
AB C , 8c angulos ad C, 8c E re£los , erit diameter circuited Hquar- 
ta proportionalis ad A E , AB, 8c diagonalem quadrilateri A C . Cum 
lint xquales anguli AB C,F D C, qui fimul cum eodem angulo ADC 
binos re£los efficiunt, fimilia etiam erunt triangula ABE, CD F, 8c 

pofito BE — x, erit D F = — . Infuper cum fit A B '■ -f- B C ‘ — 

1 B C. BE = AC 2 =AD , -\-CD i +tAD.DF, fubftirutis fpc- 

ciebus fiet a 1 + A* — 2 6 x=.c' + d l -f- 8c inde eruetur x =2 


- a ( — ) : 8c li valor hujufmodi vocetur e, ac lit 

J \ ab + cd J 

DF=~, A £=/(<*> — c'-), CF=i-/(«’ — e>), eritdia- 

a & 

gonalis quadrilateri id ( a ' -f- b 1 — 2 be), diameter circuli A H » 

AB.AC_ I< \ 

AE \ .' — > 

Erit etiam quadrilateri totius area - A E . 2C-)-i C F. D A = 

^ b + t^yf (a' — e ! ). At infuper cum fit aE s= — ^ = 

a. 
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A C 

a. — , cumque ob (Imilitudinem triangulorum ABE , CDF efl3 
■ A H i 

A C 

debeat C F=e. — , fi in fig. ro ex B in DC, atque ex D is 
AH 

A B ducanturperpendiculares alia B K , D L , & fit circuli diameter B 
jungaturque D G \ limilla pariter erunt triangula B G D , B C K , 

t\ a r • n v b . B D _ T d. B D , 

DAL, eritque B K ==———, & DL~ - : atque entenam 

B G B G 

quadrilateri totius area 1 A E. £ C-f- -1 C F . D A = -i D L, A B -J» 
i B K. D C . Hoc autem pofito , & fubflit ut is fpeciebus debebit efle 

AC ab-\-cd=z^ i ,bc^ad,ent<iwB D = AC. & 


AH 


BD.A C=A C 1 ( — — V & loco A C’fcribendoa’ -\-b ’ — lb e r 

\ oc + a d / 

i a fc+ 6 ' 


& 


b c-j-a d 
■ c ’ — d‘ 


a b -f- cd 
gonalium produftum B D . A C 
ac+ bd. 


^ loco e , redu&Hqjuc terminis free diago- 


c d. a 2 -\- b l a b , c % -f- d- 


b c-^-ad 

COROLLARIA, 


l Si in priore expreflione are* ( -A — ) V («’ — e* ) Icriba- 

' za/ 


mu s 




+5’ — c' — d 




^ ^ f loco e’, alia are* exprefUo habebitua 

~ ✓( ( a b c d y — d ( <r' -f - b' — c' —d’) : ) : nimirum quadri- 
lateri circulo inferipti area folis potentiis , ac produ&is laterum ex— 
primerur, dariique ipfis lateribus data erit: quo elementari theoremate 
eftendemus breviflrme fuo loco theurema aliud , quod aKi ex sequa- 
tionibus valde implexis colligunr , arcam quadrilateri circulo inferipti 
max imam eflfe, quae datis quaruor lateribus comprehendi poflir. 

11. Si bina latera contigua in quadrilatero sequalia lint, ac flat 

K * = 


V 
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a = b, redudione terminorum fada , pro exprcflione area: habebimus 
Ly(a'.c- \-d' — 1. c- — d l ‘ & fi xqualia ftanianturbina latera op- 
pofita a, ice erit area ( a' . b d ' — d. /,* — d* & tribus 
lateribus exaequatis fiet ( j-V 4 t ai d -f- \ a' d 5 — ^ d ♦ ): ac de- 

nique lateribus omnibus inter fe aequatis ex quadrilatcro habebitur 
quadraxum. Si in priore area: expreflione fiat dz=o , ex quadrilatero 
habebitur triangulum , atque erit area irianguli d y ( 8« 4- j- c x . 


+ 4 = — l a , 


+ b 


0 = 2e/(i*-( 


b * -f- c* — a 


-)■)■ 


ut facile etiam ex formulis Probl. XVIII. colligitur. 

III. Pofteriorc autem problcmatis hujus formula exhibetur vetus 
Ptolemsi theorema : diagonalium quadrilateri circulo inferipti produ- 
dum xquale e(Te binis produdis duorum latcrum in quadrilatero eo- 
dem oppofitorum , Patet etiam diagonals binas AC, BP, inter fe 
efle ut laterum produdair -\-adsab-\-c d, live in eodem ratione 
fummx produdorum fecundi , Sctertii, primi, & quarti laterum ad 
fummam produdorum primi, & fecundi, tertii, & quarri, In iifdem 
etiam praecedentis corollarii hypothefibus , pofito a = b , erit diago- 
nalium produdum a.b-\-d : pofito a =c erit produdum a * -f- db 
6c politis tequalibus a, b, c erit a' -j- a. d. 

PROBLEMA XXIII. 


Datum triangulum in data ratione dividere per redam aliquam, 
qux rcdie altcri politione datx lit parallela . 

Sit data ratio hil , 6c in triangulo ABC, fig. 1 1 . , fiat A B = 
a, B C =b, de mi (Toque ex vertice C in bafim A B perpendiculo 
C F fiat F L= h, L C= l , & duda per L reda M A r ad A B paral- 
lela dividi intelligatur triangulum in data ratione h: l. Sit reda, 
qux quiritur , H G parallela redx alteri propofitx , 8c per H duda 
H D ad bafim eamdem parallela ex D in H G demittatur perpcndicu- 
lum D E . Quia trapetium AHG B ad triangulum G H C efle debet 
in data eadem ratione As l, ad totum autem triangulum ABC in 
ratione A: A + /, xqualiacrunt trapetia A MNB , A H G B , &c trian- 
gula pariter CQN,MQ II xqualia , ac triangulum GHD xquale 

a • 


Ceometxix Rectiunii, 
erit trapetio M II D N . Eo igitur reducctur problems ut ducla H G , quae 
fit reels; propofit® , fic HD, qu® fit trianguli bafi A B parallela 
atquales, abfeindantur are® G H D , M D. In hoc aurem cafu cum ob 
redam H G datae red® parallclant dari debeant anguli , quibus H G , 
occurrit trianguli lateribus A B, B C , AC, fit m finus anguli G H D, 


n finus anguli HG D . Cum fit MN: 


al 


A + * 


, 13 fiat LK = xcrit 


H D = - T entque trapetium M H D N=-~ a x * 

atque infuper cum fit finus anguli A B C r five' II DC, & in 

b 

quovis triangulo lint latera angulorum oppofitorum finubus proportio- 
h + l 

nalia T erit n i — - — = H Di II G & i : m = H Di D E , Quare 
b' 


erit HG= — — — ,DE=am ^-^-^^y.acfiettriimguIumC/f £>== 

mx' (/ — x)‘ (2 l — x\ 

— ^ — = - <* x ^ — / : atf l ue ’ ° r dmata xquauone 

quadiatica , &. radice extrada prodibit x = / — !</( — ^ » 

\am + on/ 


COROLLARIU M, 

i 

Quod 11 igitur accipiatur KC= pT ( — | , & per K du* 

\ain-\-bnj 

catur HKD, qu® fit Ball trianguli A B parallela, ducaturque per H 
reda HG , quae eumdem propofitx red® angulum CHG cum la- 
tere AC condituar, fatis probfemati erit fadum . Kiccatus in Probl. xi» 
Cap. ix. Inflit. Analyr. cum primo triangulum irr data ratione per re- 
dam ex trianguli vertice- dudam ad latus oppofitum dividi intellexif- 
fet non ita fimpiicem folutionerrr problematis obtinuit: folutioni autem 
analytic® author idem geometricam aliam adjecit , qu® fatis elegans, 
ac (implex ell . Analogurft efiet problems , quo ex dato pundo reda 
aliqua ducenda eflet , qu® datum triangulum divideret in ratione data . 

K a PROr 
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PROBLEM A XXIV. 


Si reft* BA erigatur perpendiculura BE, fig. 1 2. , k acceptit 
reftis Kqualibus B C , CD, D E jungantur reft* C A , DA, E A , 
ducaturque alia qu*vis £ II, in venire valorem reftarum EF, FG , G H, 

6 


Fiat BA = a,BH = c,BC = C D = D E =b, k fit 




a 

finus anguli BBC, cofinus — — — ■■ : finus anguli BAD = 

— t-t— -..cofinus — - — - — . : finus anguli BHE = — - — — . , 

V(-t b'--)-a'-) ^ / ’(9^ ! + <;, ) 


— . Quia finus different!* duorum angulorum eft diffe- 


cofinus 

rentia produftorum finus anguli unius in cofinum anguli alterius , ut ex 
dementis Trigonometri* notum eft ; finus differenti* angulorum B HE, 

BAC, qui eft finus anguli HGA, debebit die — — ^ 4 — — 

acpariter finus anguli HFA, qui eft differentia angulorum BHE, BAD, 
%ab—ibc , ab 


erit 


, atque ent 


finus anguli DBC , qui eft differentia duorum DAB, CAB . His 
pofitis cum finus anguli HGA ad finum anguli HAG , five BAC 

effe debeat ut A H:HG , erit H G = /(9^ s -|-e*): 8c cum 

3 a — < 

finus anguli BAC ad finum anguli GHA , vcl BHE fe habeat ut 


CH-.AG, erit AG = 


3 a — 3 c 


: ac denique cum finus 


3a — c 

anguli HFA fit ad finum anguli DAC ut AG : G F , erit intercepta 
alia GF=z LLif c )'f{ 9 b j at q ue ex tota £ ff fubduftis dua- 

( 3a — c )( }a ic) 


bus HG ,GF, reduftifque terminis fupererit E F 


a V ( 9 6 ' 4- c"): 


ja — ic 

CO- 
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COROLLARIA. 


I. Cum igicur fit II C = 


34 — e 


V(9 a, +«’)» cf = 


34(4 — c) V(9 i’-f-c 1 ) 
(34 — ej(l a — *0 


& F£ ; 


4 V ( gl > 1 -f- c •) 
34 — 2 c 


G inquiratur 


quo in cafu tres iliac reel* effe poffmt geometric® proportionales , 


3 a 


34 - 


}c 


analogia ad minim os terminos reduda fiet 1 

3 4 — ic 3 4 — c 

five 94 (a — c ) = 94(4 — c ) -f- ic’: quod effe nequit nifi fit c=o, 
ac tres inter cas re£las HC , GF, FE habcatur ratio xqualitatis. 

IL Deficit igitur ea regula , quam Albertus Durus pro dclineando 
hominis genu ex dato loco fcapulx , .& lateris pidoribus propofuit , 
quod fcilicet fi accipiatur E H , qu® altitudinem figurx delincandx 
ab humeri fcapula ad pedes ufque exaequet , eaque redas inter 
EA, DA, B A a pundis ®que difiitis E , D , C , B ad punctum A 
dudas ita inclinetur ut locus fcapulx fit E , flexus lateris F , & plant® 
pedis H , jacebit genu in loco G . In illaenim Alberti Duri regula afl'u- 
mitur tanquam principium , quod redis xqualibus acccptis ED , DC, CB , 
& reel is aLiis ut antea dudis , reda EF tanto fit major reda FG, 
quanto FG eft major reda GH. Occafione illius regul® examinand® 
hoc mihi refolvcndum fuit non inelegans problema. 

111 . Sed neque earum trium reclarum differenti® inter fe ®quari 
pofiuut nifi evanefcant , nec earum ratio aliqua arithmctica cite 
potefl , qu® non fit ratio ®qualitatis . Ut enim prim* , & fecund* 
red® differentia xqualis fit differenti® fecund* , & tertiac deberet effe 

a — c . 4 64 (ti — c) ..... 

4 = - s unde multiplicatts , ac 

34 — c 34 — ic (34 — c)(} <* — ic) 

redudis terminis erueretur 64c — ic ’ =64 c, ac rurfus fierete=o. 
Itaque nec georaetrica , nec arithmetica trium redarum ratio haberi 
potefl nifi exxquatis redis tota E H fupra £ B cadat : quod effet extra 
cafum ab Authore eodem propofitum. 

S C H O L 1 O N. 

Ita igitur qu® ob ufum , vel ob cclebritatem prxeipua videbantur 

Geo- 
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Geometrias redilines problcmata qua nitidius ratkme fieri potuit ex- 
pofuimus : alia addeinus fuo loco , quae ad polygonos circulis , atque 
ad poliedra regularia fphsris inferipta , 8c circumfcripta pertinent : 
alia confulto omittimus quod ad Geomettiam elementartm proprie 
pertineant, 8c inflituto calculo evadant maxime implexa. Ut fi dato 
punfto P , 8c data circuli chorda A B , fig. i j. , quaerantur puncla K, D, 
per qus tradudis redis P N , P M chorda alia NM priori fit paral- 
Iela ; id ad Geometris principia facile reduci oflendit Pappus Alexan- 
drinus. Nam fi chorda qusfita eflct Mi V, 8c tangens circuli in pundo /V 
data; chordae A B occurreret in L , ob LK:KP=NK:KD, eflet 
LK . KD = KP.N K = KA . KB , aedatisredis KD , KA, KBha~ 
beretur jam pundum L , unde dudr tangentes bins problemati fa- 
tis. face rent . Riccatus in Probf. xiv. Cap. ix. Inftitutionum faris iht- 
plcxum qusfiti cjufdem calculum exhibuit . Apud priores Inllituriomint 
Algcbricarum Scriptorcs eelebre erat problema fecantis ex dato extra 
circuium pundo fic ducendae ut intercepta a pundo eod'ems ad circuli 
peripheriam fir radio , aut data; alteri reds squalls. ,, 8c problema 
anxiogum red* ex quadrati , aut rhombi angulo fic ducendae, ut qua* 
binis lateribus utcumque produdis intcrcipitur fit datar alicui reel® 
squalit . Poflerioris hujus problematis folutionent geometricam adeo 
nitidam exhibuit Hugenius ut pigeat calculus alios adjicere . Priori 
problemati fimile aliud exfolvemus fuo loco- de re da ex dato peri- 
pheris circularis pundo fic ducenda , ut qus ejus portio data; dia- 
metro , 8c peripheris utcumque interjicitur squalis fit radio circuli . 
Trigcfimum quartum libri tertii Colledionum Mathematicarum Pappi 
Alexandrini problema erat quod CL Agnefia nitide folvit in Probl. vi. 
Cap. 1 1 . Inflit. Analyt. , dato redangulo inventre parallelogrammunx 
cujus latera in data ratione fint multipla laterum redanguli , area 
autem fubmultipla. Memorari etiam debet undccimum Agnefis pro- 
blcma: Ab extremis dats alicujus reds pundis duas alias redas du- 
cere , qus datum inter fe angulum conflituant , 8c in quibus quadra- 
tor uni fumma ad trianguli a ream fe habcat in ratione data * 


CA- 
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CAPUT TERTIUM. 

D E 

A N A L Y S t 

SECT I O N U M CONICARUM. 

S Edionum , qure piano aliquo per conum utcumque dudo edict 
portunt , confideratio apicem veluti Geametriae vetullioris con- 
ilituebat . Serenus Antinenfis fingulari libro egit de fedionibus 
triangularibus , quae exfurgunt cum planum generans per coni verti- 
cem , Sc chordam aliquam balls rraducitur . De circulo , qui aliam 
coni fcdionem exhibet , copiole egerat Eudides . Apollonius Pergieus 
rrium aliarum fedionum curvilinearum dodrinam , jam ab Euclidc , 
& Archimede inchoatam , odo libris ampliiTimc cxpofuit , quorum 
non nil] priores quatuor ad nos pervenerunt . Poll Kepleri, & Newtoni 
inventa , cum fedionum hujufmodi , & ellipfeos potifTimum confide- 
ratio majoribus nature phsenomenis obvolvi deprehenfa fit , plures 
ctiam tradationes , & proprietatum aliarum inveftigationes veteribu* 
accefierunt . At qui de fcdionibus conicis egerunt setate hac noftra 
diverfam dififerendi rationcm fccuti funt . AKi fyntheticam veterum" 
methodum , & nitorem demon firationum rcllituere voluerunt : atque 
eos inter memorari in primis debent ex Italis Guido Grandus , ex 
Britannis Robertus Simfon , ex Gallis Cl. le Seur , 8c Jacquier t. Sc 
quidem Grandus cum luxu quodam Geometrico plures fedionum hu- 
jufmodi proprictatcs fufe demonfiraflet , plures alias , Sc ad cade Item 
phyficam maxime utiles defiderari in fua tradatione palfus ell . Authores 
alii cum planorum , curvarumque in folido fedo eonGJerationem dif- 
ficiliorem efl'e animadverterent , calculo appofito , ex folis primarum 
tequationum refolutionibus omnia analytice deduxerunt : atque eos 
inter Marchio de 1’ Hopital , cum in ducendis tangentibus , Sc pro- 
prietatibus curvarum ab axe ad diametros traducendis difficiliorem 
methodum fecutus clfet , integrum fedionum conicarum opus confecit . 
Mac-Laurinus Cap. II. , Sc III. Part. II. Algebre , quern preflius fe- 
cutus ell Eulerus Cap. V., Sc YI. Par. II. Introd. , Sc Riccatus in 

prio- 
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prioribils quatuor fccundi Inftitutionum libri capitibus , novam quam- 
dam Geomctruc conicac farmam addidit , cum fingularum fedionum 
proprietatcs ex gcnerali xquatione fccundi gradus derivavit . Ita vero 
fedionum conicarum dodrina cvadic adhuc prolixior: cumque hie 
non quod prxeipue ingeniofum , & curiofum efi a nobis exponi de- 
beat , fed in primis quod facile , Sc utile , videbimus fi quid adhuc 
fimplicius in re toties ab aliis pertradata afferri poffit . Ne vero quid- 
piam in hac rradatione defiderctur ad dementis Geometric conicre 
exordium oportet duccre . 

PROBLEM A XXV. 

Si conus iecetur piano , quod per verticem coni non tranfear, 
nec lit circulari bail par alleluia % definire curvas , quae in conica fu~ 
pcrficie lignari poflunt . 

Sit bails coni, aut circtilus bail parallelus ALB, fig. 14. , dia- 
meter circuli AB , vertex coni V , LI perpendicularis diamerro in 
pundo K, KE parallela later! coni BU , dudoque per K.E , & L I 
piano, in fuperficie conica fignetur curva LEI . Si fit alia quae vis 
C H red* LI , 8c DC diametre B A parallela , punda D , G , C , H erunt 
in peripheria circuli altcrius , eritque GF.FH—FH = DF. FC 1 
& cum fit infbper KI- —BK .KA , Sc B K = D F , & triangula 
EFC , EKA fint fimilia ; erit FC: KA = E F 1 EK — FH'iKD, 
KI > 

Sc fi fiat - = c, E F=zx, FH — y , pundo F utcumque accepto* 
t. K 

in reda EK, erit cxx=y*. 

Si planum fecans ab uno ad alteram coni laws perringat , atque 
aliud concurfus pundunt fit P, fig. 15. , finrque infuper DC, M N 
diamccri circulorum parallelorum , & per pendicularos diametris G If, L I, 
punda M, L, N, I erunt paritcr in peripheria circuli ad bafim pa- 
rallcli , erirque KI = KN. KM , atque ob FC: KN= E F: E K , 
Sc DF: M K — P F: P K , antcccdentibus , & confequentibus in fe 
dudis erit FC.DF-. KN. M K = EF . P F:E K. PK — FH : KI 
Quam eamdem rationem cum femiordinatarum- omnium quadrata 
ad rcdangula abftilfarum habeant , ft EP bilecewr in pundo O , 
Sc fiat OF =s a , EFx=:x, F II = y , Sc femiordinata per O tran* 

fiens 
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Si 

— (2a*— x 5 ). 


Section um Conicarum* 

b' 
a 1 

Si fedio LEI occurrat alteri coni latcri UB produdo in P , 
fig. 1 6 , & in utroque cono A U B , P U Q ad verticem V oppofito 
fediones binas defignee , pundo etiam P in partem ad verfam fumpto , ma- 
nebunt alix praecedentes analog!* , ac fiet utrobique EF.FP:EK.KP 
= FH*:KI & Ef.Pf-. Ek . Pk= fh* : ki‘ . Quod fi igitur PE 
bifecetur in pundo O, & fit PO = a, EF=x, FH=y, PF.EF 
= iax-\-x'-, cum ubique eadem fit ratio iax-{-x *:y' , fi ratio hu- 
jufinodi ca fit quam a' habet ad quadratum quantitatis alterius con- 
b' 

ilantis b , fiet y‘= — ( iax-\-x’) . 

COROLLARIA. 

I. In priore fedionum cafu ob cx=y', erit xy:y*=y.c, & 

x y:x' = c:y, fcilicet abfeifiae, & femiordinat* redangulum ad femior- 

dinatx quadratum fe habebit ut femiordinata ad quantitatem illam 

conftantem c , quae parameter dicirur , fe habebit autem ad abfeifise 

quadratum ut parameter ad femiordinatam . In altera fedionis fpecie 

fi abfciflx fupputentur a centra O, fig. i j. , & fiat OF= x, PF . FE 

■ - • -■ 6 '■ x* 

= a-J-x.a — x, erit y’ = b- : be fi tertia proponionalis 

ad EP , qui axis tranfverfus dicitur , & ordinatam z b per centrum 
dudam , qua; dicitur axis conjugates , fit quantitas c , quae pariter 

b‘ 

dicitur parameter, feu latus redum , five fi fit — =j-e, erit y * = 
cx * cx * 

b' = \ ac , & abfcifiis a vertice E ut antea fupputatis 

la 1 ta 

. cx% , . , .. , b l , 

ent y '■ = c x . In terno fedionum cafu pofito — =- c ent 

la a ‘ 


y : = cx-\ : & pofito OF=x , PF . E F = x — a.x-+-a,erit 


y x 1 — a’== — • — d ac, ac tandem pofito Of = x, fh=y 

eadem erit fedionis oppofits gP h aquatic. L II. 
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II. Quadr&tum itaque femiordinatz cum in priore cafu acquale 
fit fedangulo parametri , 8c abfcifTz a fedionis vcrtice fupputatz , in 
fecundo cafu ab eodem redangulo deficiet , in cafu autem tenio 
femiordinatz quadratum majus crit redangulo abfciflTz in quantitatem 
illam conflantcm dudz , quae fimiliter tertiac fedionis parameter , fen 
latus redum vocatur . Idcirco priorem fedionis fpeciem Graeco voca- 
buio Parabolam appellavit Apollonius, alteram vero Ellipfim, tertiam 
vOcavit Hyperbolant, five cxundantem. Parabola, & bin® Hyperbolae 
oppolita: ex uno latere coni dudz , cum nufquam lateri adverfo pof- 
lint occurrere , cono oblongato excurrent in infinitum : ellipsis in fe 
ipfam redibit . Et quidem in unoquoque fedionum cafu , cum reda 
EFK, quae axis fedionis dicitur accipiatur in piano B U A per ver- 
ticem coni V , 8c diametrum bafis tradudo , 8c fedio LEI fit piano 
eidem perpendicularis , femiordinatz LK , K I utrimque acquales , 8c 
poniones bin* LEK , I E K scquales Temper erunt , 8c fimiles . At in 
fig. i j. cum acceptis zqualibus E F , P K abfeifiarum redangula £ F. PF, 
EK.PK, 8c femiordinatz FH, KI inter fe zquari debeant , curva 
in fe rediens ex utroque vcrtice E , P zqualis erit , 8c fimilis . 

III. Si in ellipfi manente pundo E pundum aliud P longius abire 
intelligatur, fedio magis femper magifque oblongabitur, ac denique 
cum in cono produdo occurfus ad diflantiam infinitam habebitur, 
axis E P tanquam lateri V B parallelus fpedari poterit, 8c elliplts 
abibit in parabolam. In Parabolam pariter abibit hyperbola LEF, 
fig. 16, fi piano fedionis circa pundum E revoluto redz £ £, UP 
ad infinitam difiantiam fibi invicem occurrant . Sic limites hyperbolz 
crunt coni latus U A , 8c parabola parallele ad latus aliud U B feda : 
8c limites ellipleos erunt parabola , 8c circulus, in quern abit ellipfis fi 
planum fecans in cono quovis , fit bafi parallelum . In cono obliquo 
A U B , fig. 17 , fi fuerit D F : P E= F E : F C, erit edam F H = 
D F . F C = P F. F E , 8c femiordinatarum qua'dratis , ac redangulis 
abfcifTarum ubique inter fe zquatis ex ellipfi E G P H fiet circulus . 
In hoc autem cafu fimilia erunt triangula EFC, DF Fad verticem 
Eoppofita, 8c angulus UPE zqualis erit angulo DC U circuli pa- 
rallele ad bafim B A in cono obliquo fedi: quam fccandi rationcm 
bafi B A fubcontrariam , 8c fubcontrarie pofitam vocabat Appollonius 

iti 
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in Propos. V. Lib. I. Ac habitk jam feEtionum requationibus fe&iones 
a cono fejunftas ad confiderationem xquationum earumdem revocemus . 
PROBLEMA XXVI. 

Si in axe parabolae accipiarur punctum , quod quarta parte pa*- 
ramctri dirtet a vertice , reclam quae inde ad quodcumque parabolae 
punclum ducitur , 8c data ea recta tangcntcm , 8c tangenti normalena 
determinate . 

Si in axe parabolx EX, fig. i ft. , hinc inde a Venice accipiatur 
E f = E A = ~ c, 6c in ad axem productum erigatur perpendicularis 
A B , atque ex F ad quodcumque parabolae punctual C ducatur recta 
FC, polka ut antcaEX =x, XC = jy , 8cy » = c jc , erit CF= 

cx-f- x — ~ c ) = x -f- - c = X A = C B , fi (cilicet C B fit 
perpendicularis alia ex pun£to C in A B ducla . 

Hoe dato accipiuntur duo pun£ta C, c inter fe proxima . Mr* 
nifcftuin univerfim eft quod quae quantitates ad fe invicem accedunt 
propius quam pro qualibet differentia , ex ultimo inter fe aequalcs cen- 
fieri poterunt. Itaque pun£tisC,c ad fe invicem propius aceedentibus 
arcus quam minimus C c cum fiubtenfa arcus congruet , 6c quae per 
c, C ducetur re£ia CNcenferi poterit parabolam tangere in punfto 
C , Sc rectae FC , F c fient parallel* inter fie . Infuper fi ex c in A B 
ducatur perpendiculum cb = Fc, ex C in cb, & Fc ductis perpen- 
diculis aliis C d , CD, erit dc = Fc — FC= Dc, eruntque xqur. 
les anguli DCc, dCc, 8c aequales pariter erunt anguli dcC, BCN, 
CNF, DcC , FC N , 8c in triangulo ifofcele FNCemFN= 
F C= q c + Jr, 6t N K= L c-f- x-j-jf — - c= tx. 

Hoc etiam pofito erit • tangens A' C = / ( 4 x- -\-c x), media 
feilicet proportionalis inter abfciffam E K, 8c quadruplum difiantix 
punCti F a.b N , vel C : 8c fi in C cducatur C L tangenti, 8c curvae 
perpendicularis , ob triangulorum fimilitudinem erit N K: K C = 

C X 

£Ci XI, 8c fiet X £ = — = - c , eritque normalis C £ = 

ix * 

media fieilicet proportionalis parametrum inter, Sc 
diffantiam puuCtorum F, 8c C. 

Li I. 
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COROLLARIA. 

I. Cum femiordinat* cujuslibct quadratum fit xquale redangulo 
ex patametro in abfciffam , fi accipiatur abfciffa £ F= L c, erit - c- 
quadiatum perpendicularis , qux ad axem erigetur in pundo F , Sc 
perpendicularis ipfa erit femiparametro sequalis . Pundum iJlud axis , in 
quavis fedione conica appellatur focus, five umbilicus fedionis : at- 
que in parabola directrix dicitur perpendicularis A B , qua: ad cam- 
dem foci diftantiam cx altera verticis parte ad axem ducitur . In pa- 
rabola qux a foco ad pundum quodvis ducetur recta xqualis erit per- 
pendiculari a pundo eodem demiffx in directriccm , feu diftantix pun- 
di cujuslibet a foco , 6c diredrice xquales erunt . 

II. In parabola etiam femiordinata per focum duda xqualis erit 
red® K L , qux dicitur l’ubnormalis , atquc hxc pro quovis parabol* 
pundo erit conftans , Sc duplo major diflantix foci a vcrtice : reda 
autem NK, qu® dicitur fubtangens, dupla erit abfciffx £ K , quae 
pundo C, Sc tangenti A’ C refpondet . Erunt etiam aequales red® FC, 
FL , Sc circulus centro F per N dudus tranfibit etiam per punda C, 
•L; & fi cx Fin tangentem ducatur perpendicularis Fa, fig. 19., ea 
pariter normalis L C fubdupla erit ac fict Fa = ~ t / ( cx- j- ~ c- ) = 

S(ic. x+A c)= STT.F C, media feilicet proportionalis inter 
diftantias umbilici a pundo contadus , Sc a vertice principali figurx : 
quod eft Lemma XIV. Lib. I. Princip. Math. Newtoni . 

III. Si ex L in FC ducatur perpendicularis alia LI, ob aequales 
redas FC, FL, Sc equates angulos F CL, FLC erunt etiam acqua- 
lia t.'iangula redangula LCK, LIC, eritque C/=£X = ~c, Sc 
F / = x — c = F K . Quo in ducendis tangentibus ufi expimus 
principium ad generalc aliud Geometrarum veterum axioma pertinet, 
quod fi qux quantitates ad xqualitatem propius accedant quam pro 
differentia quavis propofita ex ultimo inter fe xquales cenferi poterunt. 
ut dedudione ad abfurdum fada manifeflum eft. Nam fi afligBari pof- 
fet ultima aliqua differentia D, non poffent quantitates ill* ultra 
qucmcumque limitem ad xqualitem propius accederc : contra hypotefim . 

Seg- 
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PROBLEMA XXVII. 

Segments diametri ex pun do quovis parallels ad axem dud*, 
be redarum parallels ad tangentem parabol* dudarum inter fc com- 
parare . 

Si ex parabol* pundo C, fig. ro , ducatur reda axi E K paral- 
lela , qu* in c fecet redam L l parallelam tangenti N C , ducantur- 
que F L , k c h , /'/axi eidcm perpendiculares , & parallels alia L H , 
atque infuper fi Lc vocetur v, ob triangulorum fimilitudiaem erit 
tangens ad fubtangentcm ut Lc: LH, ac propterea erit LH =s 
i xv LC.KC vV^ cx 

yf(+x‘+cx) AC -cx) ’ 

erit redarum c n , In expreffio , fi / c vocetur v . Eft autem E F css 
EK + Cc-— LH, FLz=K C—cH, & £/== E K -f- Cc + rn, 
fl = K C-f-/«. Quare fi fiat C c = f , & geminato figno exprimatur 
uterque cafus redarum ad unam , aut ad alteram partem acceptarum 

v'f cx 


erite. E F—c j * 


- = FL : =/' k .. 

V(4* ’~+cx) \ ' V’(4Jr*-fcar' 

( 2 X V XV* \ 

x * — ; : -\ ] : unde deletis utrimque 

✓ ( 4 *‘ +cx) 4 x- + c‘) M 


cx*- 




ter- 


minis zqualibus pro utroque cafu fuperioris figni, vel inferioris, & 

cxv' 


red* v pofitive , vel negative fumpt* fupererit c j = 


4 x‘ -hex’ 


five v- = 4 x -*c. 


COROLLARIA. 


I. Ita igitur cum idem valor redarum Lc, l c utrimque prodeat,' 
reda ex C parallels ad axem duda bifariam in c fecabit redas omnes 
Ll , qu* fint tangenti N C pundi ejufdem C parallel*: & quadratum 
dimidi* Lc , five /czquale erit redangulo ex intercepts Cc, 8c com* 
pofita ex quadrupla abfcilTa E K , & parametro qui ad axem E F per* 
tinet. Dicunrur parallel* omnes Cn diametri parabol*, Cc abfciiTz , 
be Lc , aut lc femiordinat* ad diametrum eamdem Cn relatz, dato*> 
que pundo C, & abfeifla E K, five x, reda 4 x-j- c, qu* in abfeifi 

fata 
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fam C c dufta cxxquat quadratum femiordinat* L c , dicitur parame- 
ter, feu latus re£tum diametri Cn , atque idcirco latus rectum, feu 
parameter c ad axcm pertinent dicitur latus rectum principale . 

IL Cum pofita EK = x, 6c latere recto principal! =c, foci di- 
ftantia a punfto C fit = *-f--j c, latus rectum fdrametri Cn *quale 
erit quadruple diftantix fori ab eo parabola: punito, per quod dia- 
meter , 5c tangens ducitur : atque ita codem mojo parabola ad dia- 
metros omnes referri potent , fi , cum femiordinat* omnes K C axis 
Ef fint parallels tangenti ad punctum E du£l*, unde axis incipit, 
femiordinat* etiam L c diametri altcrius C n parallel* accipiantur tan- 
genti N C ad punftum C duct* , unde incipit diameter , & latus re- 
£tum diametri fit fumma lareris recti principalis , 5c quadruple ab- 
fciiTx . Diftantia puncti cujufvis C a vertice erit •/ (x ! -fcr), me- 
dia fcilicet proportionalis inter abfciflfam , & fummam abkilf* ejufdem , 
ac latcris recti principalis . 

PROBLEM A XXVIII. 

Data aequatione invenire analogias ellipfeos ad axem alterutrum 
relatx . 

Si manentibus omnibus ut in altera pane Probl. XXV. lit E P 
recta, qus in piano per coni verticem , & diametrum balis traducto 
ad duo oppofrta coni latera peningit , eaque bifecta in O, fig. ix. t 
5c pofita E 0= a, fit O L= b perpendicularis , qu* utrimque per 
centrum O ad axem priorem ducitur, ac fit denique O K = H D = 

b ' a' 

x,KH=ODz=:y, erit^’= -^( a 1 — x') , 6c x 1 = ^6' — J>)i 

6c ellipfi ad axcm alterutrum relata rectangulum abfeifiarum in uno 
axe fumptarum ad quadratum R-miordinat* analog* fe habebit in 
duplicata ratione ejufdem axis ad axcm alterum femiordinat* paral- 
lelum • 

Quod fi pofita c= — , 5c »' = ±ac — C ^-~ inquiratur qui- 

4 1 1 4 

bus in punftis F, f femiordinata majoris axis E P fiat femiparametro 
xqualis, ac fit propterea = d a( . prodibit *’ z=a* — 

• * * Id 

I 

ST a 
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-jc = j' — b 1 == a -f - b . a — b , ac diftantia foci utriufque a cen- 
tra erit media proporrionalis inter furamam , & differentiam femia- 
xium: eritque idcirco diftantia foci alterutrius ab utroque vertice ellipfeos 
« i V(a * — b x ), & diftantie utriufque re&angulum (a — >/ a 3 — b ’) 
(a -f- / «* — A : ) equate erit quadrato femiaxis mlnoris A ’ . 

Hoc pofito fi ex binis focis F, / ad idem punclum ellipfeos if 
ducantur bin* FH, fH,U fit FO = /0 = yf (a 1 — A 3 ), & X 0 = 

*,erit FH’ = b — — A' — ari 3 =a 3 — i*V r — A 3 -|- 

a: 3 , extraclaque radice prodibit F II 3 = a — a' — b~ % iil 

a 

Simili modo cum fit K J' =.'/ a ‘ — b‘ -\~x, eruetur fH=a-{~ 

a 1 — A‘. — , & fumma duarum rc£tariim a duobus focis ad idem 
a 

ellipfeos punclum duclarum erit axi majori rqualis. 

COROLEARIA. 

I. Cum abfciflarum in diametro circuli acceptarum reclangulum 
equate fit quadrato femiordiiiat*,ex priore ellipfeos ®quatione manifcflum 
eft quod li ellipfi circulus circumfcribatur , femiordinat* omnes in el- 
lipfi, & in circulo cidcm axis majoris punclo refpondentes inter fe 
erunt in conftanti ratione axis minoris ad eumdcm axcm majorem: 
quodquc infuper fi minori axi ellipfeos circumfcribatur circulus, & 
ellipfi propterea infcribatur, femiordinat* in ellipfi, & in circulo fe 
habebunt in conftanti ratione axis majoris ad minorcm . Cum eadem 
igitur femiordinatarum omnium in ellipfi , & in circulo fimul fump- 
ptarum, & are® totius elliptic® ad circularem ratio efle debeat; fi ra- 
tio diametri ad peripheriam fit 1 1 p, & pa' fit area circuli circum- 
fcripti , erit ellipfeos area '-pba. 

IL Ex eadem infuper *quatione , atque ex Coroll. II. Probl. XXV. 
manifeftum eft , quod fi in majore axe ellipfeos hinc inde a centra 
accipiantur equates 0 K , O k, fig. 17 . erunt etiam equates femiordinat* 
M K,H k , junclisque puneftis IF , 0 equates erunt bin® HO , H’O , & 
cum lint etiam equates Gnus , equakfquc anguli HO K, 1{ 0 i, pun- 

6a 
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da II, O, H' jacebunt in eadem reda : qood cum pundo H ubi- 
cumque accepto valere debeat , diameter omnis per centrum dud.i 
bifariam in centro ipfo fecabitur , Id infuper ex eo facile deduci po- 
terat, quod fibi ipfi cllipfis ex utroque vertice fit fimilis, 8c xqualis . 

III. Ex pofleriore vero sequatiorw cruitur pradica ellipfeos dcfcrip- 
tio, fi fcilicet filum aliquod, cujus longitude sequetur majori axi pro- 
pofito, e datis focis edudum , immilfo flilo ex adverfa parte tendatur, 
ac circumducatur . Patet infuper quod fi in fig. 2 1 . accipiatur O A 
tertia proportionalis ad OF, 8c OE, ipfique erigatur perpendicularls 
AB, quae ellipfeos diredrix dicitur , 8c ex II in A 11 demittatur per- 

a~ 

pendicularts alia H B ; erit O A = — - , 5c II B = K A = 

r /(a* — b J ) 

fl 1 x 

— ; — — x-. unde cum fit F H = a — / ( a 1 — t ’■ 1 — , fin- 

✓ (a 1 b') Y v ' a 

gularis alia ellipfeos proprictas habebitur, quod reda a foco ad pun- 

dum quodcumque ellipfeos duda fit ad perpendiculum inde demilfum 

in diretricem ut foci difiantia a centro </ ( — b 1 ) ad minorem 

femiaxem . 

PROBLEMA XXIX.. 

Data *quatione, quse ad majorem axem refertur, aequationem 
ellipfeos relatx ad focum invenire . 


Cum pofita OK=x, 


fig. 21. , fit a — <J ( a’ — b' ) — reda 

a 


quse a foco ad H ducitur, ac fit FK = J- x ^ / ( a ■ — b' ) , 8c — 
x = — V (<*' — b '■ ) ^ FK , fuperiore figno accepto cum pundum 
K cadet inter F , U E , atque erit XO>FO, inferiore cum pun- 
dum K in partem adverfam cadet j univerlim erit F H = a — 


,a» — . FK b' FK 

( ) — b'). — = — */(«’ — b' ). — . Eft 

x a / u a a 

FK 

autem ± cofinus anguli EF H geminato , pariter figno pro utro- 


que cafu cofinus pofitivc inter E, 8c F, negative vero ultra F accep- 
ti. Quod fi igitur angulus EFH vocetur j 8c fit ±FK = FH. 
cos. ac fiat difiantia foci a centro FO=/ (a* — ) = ( p.erit 

FH 
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b * F H . cos. ? b 1 

FH= <p. - , atque inde eruetur FH 


a 

• <j>* 


a -j- qj. cos. { 

qux cum eadem maneat analytica expreflio etiam II au- 


a <J>. cos. { 

Q .0 angulo E FH pun£tum H inter L , 6c P , aut in altera femiellipfi 
accipi debeat, fi reel a a foco ad quodvis punctum ellipfeos dufta vo- 

cetur j*, crit generalis ellipfeos ad focum relat® a?quatio;'= 


c+<p. cos. p 

COROLLA RIA. 

I. Dato igitur axe majore ellipfeos , data diftantia foci a ccntro , 
qua excentricitas ellipfeos dicitur , datoque angulo EFH, qui in cl- 
lipticis Planetarum orbitis angulus anomalia verae dicitur , recta etiam 
FH, qua radius vector ellipfeos dicitur, determinari poterit . Singularc 
eft quod Grandus , Hopitalius , Sc tot 'alii Conicarum Inftirutionum 
Scriptores sequationem hujufmodi ellipfeos ad vectorem radium , 5c 
ad focum relara ojjsiferint , qua tanti in calefti phyfica eft ufus . 
Si initio ex P , 5c FP du&o angulus PFH vocetur cum cofinus 
anguli PFH lit ipfe anguli HFE cofinus contrario figno acceptus 
b‘ 

erit F H = 


■ <p. cof. j 


II. Si ellipfeos parameter exprimatur unitate , 6c fit — = j , erit 


in priore cafu radius idem vcflor FH ; 


■ s 5c fi ccn- 


a -f- a — E F. cof. j 
tro O longius abeunte ellipfis in parabolam rertatur , 6c foci diftanria 

a vertice E F pra: femiaxe majore negligi poflit, erit FH = j-— 

cumquc infuper fit F E quart® parti parametri xqualis } 5c cof. f 
F K iFE 


~ ± FH’ Cnt 1 H ~~ 1 ± FK 


, atque inde eruetur F H ±F K = 


FK 


1 F E , 5c F 11=: i F E f F K = F E £ K, ut etiam fupra ex 
priore sequationc parabola; collegimus. 

M HI. 
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IU. Simili modo cum fit OA:OE=OE:OF, adcoque etiatn 
EA:OE=EF:OF, fi centro O longius abeunre ellipfis in para- 
bolam vertatur , & reels O E , OF inter fc aequales cenferi poilint , 
erit E A = E F , nimirum in parabola vertex E foco F , Sc dire- 
ftrici AB ex aequo intcrjacebit . Rurfus pofita O E = O F , five 
a== S(a’ — b') , fi fcilicet b‘ prae a' , Sc parameter prae femiaxe 
majore negligi poffit, ratio vedloris radii ad reclam direflrici perpen- 
dicularem erit ratio arqualitatis , ut paritcr fupra notatum eft . Ha igitur 
proprietates ellipfeos ad parabolam traduci poterunt fi foci alterius, 
& centri diflantia a vertice flatuatur data quacumque major , five 
lit antea monuimus geometrice infinita . 

PROBLEM A XXX. 

Tangentem , Sc fubtangentem ellipfeos , normalem , Sc fubnor- 
malem determinare . 

Si ex focis F,f, fig. n. , ad punQa H , h in perimetro ellipfeos 
fumpta ducantur redtx F H , F h , fH , f h , radiifque FH, fh deferi- 
bantur circulares arcus Hm , hn , cum fit E P = F II fH = 
F h -f- fh = FH-\-hm 4 - fH — bln, erit etiam Hn = hm . Quo dato 
fi punfla H, h accipiantur adeo inter fe proxima ut ii circulares arcus 
cum perpcndiculis ex H , Sc h in veclores radios demiffis congruant , 
Sc re£la hHN per H, h tranfiens cenferi poffit ellipfim tangere in 
pun&o H \ aequales erunt anguli H km, h FI n: Sc cum reSls Fll ,F h pa- 
rallels poffint cenferi, Sc anguli FHN, FkH aequales, bins FH, 
f H cum tangente in H dutfa aequales utrimque conflituent angulos 
FHN, fHh. Turn vero fi ex focis in tangentem ducantur perpen- 
dicula FG , fg, fig. 1 3., Sc tangens cum axe ellipfeos produclo con- 

currat in punflo N, ob FG: fg=NF: Nf, & erit 


etiam 


NF NO—FO __N/_NO + FO 


FH 


FH 


fH 




ac propterea erit 


N O.J H — F li = FO. fH -f- F H, ac pro reflis FO, fH, F II fubflitutis 

1 a 


iifdem valoribus qui antea prodidit N O = 


a * — b 


1 'S a’ — b‘. 


at- 
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atque indc fubduda K O fiet fubtangcns ellipfeos NK = • 

x 

& inde tangentis valor eructur . Dcnique ad tangentem educ- 
ta normali II L , ob triangulorum fimilitudinem fiet fubnormalis 
„ r KH' b> (a ' — x ') b'X 

K L = ■ ■ ■ = ; — = , & normalis H L = 

N K a 1 /a' — x * ^ a ‘ 

' x ' 

b'x 5 , b* x' N £ , /a * — 

v' : — -J -—) = —✓ (a 1 — ( )x' ). 

x d ■ a* s a v a - . / 


, & normalis H £ = 


COROLLARIA. 

I. Ex priore aequatione N O . x=a' patet majorem femiaxem el- 
lipfeos cfle medium proportionalem inter diftantiam femiordinat;e a 
centro , & fummam diftantix cjufdcm , ac fubtangentis . Ex xquatio- 


ne altera NK.x= a-\-x.a — x= KE. KP eruetur etiam 
s= K E: N K, &tx:a = KE:EN, atque ita rcdangulum ex fubtan- 
gente in abfcifTam a centro fupputatam xquabitur redangulo ex feg- 
mentis axis , & diftantia femiordinatx , qux per pundum contadus 
ducitur, a centro ellipfeos erit ad femiaxem majorem, ut diftantia 
femiordinatx ejufdem a vertice ad portiohem fubtangentis tangenti. 


& vertici interjedam . Dcnique ob KL = 


b‘x 

a* 


— , fubnormalis 
in 


ellipfeos ad abfciflfam a centro fupputatam fe habebit in duplicata ra- 
tions femiaxis minoris ad majorem , five in rationc limplici parametri 
ad majorem axem . 

11. Si producantur fll, FG quoufque fimul concurrant in pundo 
Q, fig. 24 ., cum fint xquales anguli fHg, GHQ, erunt etiam aequa- 
lia triangula redangula FHG, QHG eidem lateri GH adjacentia, 
eritque FH=Q II, FG = Q G ,& c tota / Q erit axi majori E P xqualis . 
Hoc autem dato (i a pundo G ad centrum 0 ellipfeos ducatur reda 
GO, cum (it FG: FQ=FO: Ff—m, parallel* erunt reel* 
GO, Qf, & reda G 0 erit ipfius Q f dimidia , ac majori femiaxi 
xqualis. Simili modo fi producantur FH,fg, quoufque fimul concur- 
rant in pundo g, U jungatur Og, erit Og — OE = 0 G : atque ita 

M t ad 
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ad quodvis pun&um ellipfeos II dufla tangencc N II , pun£la G,g, in 
qua; incidunt perpetidioula e binis focis in tangentem ipfam demifia, 
erunt in peripheria circuli ad ellipfim circumfcripti . 

III. Pofita infuper A'F: N/= FC-.fg, erit FG. fg—^I. FG'- 

N F 

NF « NF'.KL 

& cum in fig. 2 3. fit FC 3 =j^j-.LII x = - — — — , crit rcclan- 


gulum idem FG . f g as 


NF.Nf.KL 


: ac deniquc cum fit N F = 


NO — F0= a — — / (a' — b' ), Nf=‘L-+S(a'- — b’J , & 
NL = NK + KL = - — (a 3 llj * , \ 

x a‘ x \, 1 a‘ ‘ J 

eritetiam NF.N/=— — (a 3 — b ') = — . NL, atque ob KL = 

X 1 X 

b ' x 

- — - , erit reclangulum perpendicularium a focis in tangentem demiflarum 
a ■ 

FG.f g=b'-. Pari ratione dutta ex centro 0 ad tangentem normali 0 h 
NO • A* 2 

ethL H.O . LH‘=N O.K.L—°~ . — —b'z=FG. fa. 

A L a 1 x 1 0 

IV. Quod fi etiam ad axem ellipfeos ex Venice urroquc E , P edu- 

cantur pcrpcndiculares Ee, P p, erit perpendicularium earumdcm rec- 

„ „ NP.Ee> NPNE.KH NP.NE.KL 

tanguium Ee. P P = . — fnr -= NA = 

be cum fit reSangulum NP. NE= ^ - = 

fa- — x*\ a 1 a 1 

a 3 . f — J = — N K , adhuc erit E e . Pp = — . K L = b * . 

Denique ex L in OH, fig. 25 ., demiflo pcrpendiculo Lo erit Oo = 
KO.LO 1 b‘x\ (a' — b ) 

OH \ a 1 J OH.a‘ 
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KH 3 b x' b' 

— yy ^ r c^ an gulum OH. // O rurfus erit priorum 


pcrpendicularium redangulis , & femiaxis minoris quadrato xquale . 
Prioribus Apollonii theorematis Ncwtonus fxpe ufus e ft : poftrcmum 
hoc aJjecerat Mac-Laurinus in diflertatione de fluxu, Sc reHuxu maris. 

V. Si ex pundo J . » ubi normal is ad tangentem eduda occurrit 
axi , ad vcdorem radium FIl ducatur perpcndiculum LI, fig. 2 j., 
ob xquales angulos alternos L II F , H F G , erit FII : FG = L Hi 


, Tij HL-fg . FG.LII NL.FC.fz 

HI, atque ob LH== er.t Jf 


5c cum fubftitutis valoribus antea inventis fit F //= a — /(a ? — b - ) — •, 


<z> a t a 1 — b ' \ 

iV/ = — — S>),ScFH. a* — (— — — ).v>j 

F G . f e b x 

= <z. NL, erit H/z= — == — = 1 c: ac denique cum fit 


LH tangenti perpendicularis , 5c fint xquales anguli FHG, fHg, 
xqualefque propterca FHL, LHf, fi perpcndiculum LI' in fH du- 
catur , erit II l = H l' , atque ita quae in utroque vedore radio a 
pun do contadus ufque ad perpendiculum ex L demiflum intercipie- 
tur reda erit femiparametro ellipfeos aequalis. 

PROBLEMA XXXI. 

Invenire aequationem ellipfeos ad diametrum quamlibet rclatx . 

In primis ii per centrum O, fig. 26 ., ducatur reda Ob paral- 
lel tangenti II N , 5c ex h in majorem axem ellipfeos ducatur per- 
pendiculum hk, 5c fiat Ok = u, 6 c maneant prxeedentes alix de- 
b b 

nominat iones , ob h k = — Y ( a * — ■ u 1 ) , H K = — \f (a 1 — x * ), 


K L = — , atque ob xquales alternos angulos N Ob, 0 N H , 8 c trlan* 
a • 

gulorum redangulorum fimilitudinem erit KH : K Ns=sK L: KH = 


kb: Ok, ac fiet Ok \ 


V (a* — , 

:u = Y ( <*• — u : ). 


atque in* 
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de quadratis tcrminis eruetur u' = a' — x 


* , St Oh' =ssu' -f- 


. Cum icaque fit 0 H‘ = x' + 


b' , . . b'x 1 

— ( a 1 — )m a ■ — x- -f* 

a ‘ a 1 

b' 

— (a* — x ! ), fumma quadratorum ex femidiametris OH, Oh, 

a * 

qua: appellantur conjugate , aequalis crit fumma: quadratorum fe- 
miaxum a 1 -}- b ' . 

Hoc pofito fi fiat O H = m , Sc. Oh=n, atque in fig. 17 . du- 
catur Mm tangcnti, & femidiametro Oh parallela, ducanturque in- 
fuper MC, FB ad OE, Sc MG ad FB perpendicularcs , ac fit OF=x 

y 

r , M F s= v , erit B O = — , F B = — ^ la' — * '• ) . Eft autem 
* mam' 

N H: NK — LH: H K = M F:MG, 8c LH:KL = MF: GF . 
b xv v 

Erit itaque G F = - — , Si MG = — . / ( a ' — . x ' ) , atque his va- 

an n 

loribus fubftitutis fiet 

CM >=BF — GF' a' — x'J — — V 

a 1 \m n / 

CO * = BO -\-MG ' —( ^+—</(a' — x')\\ 

\ m n J 

Hifce omnibus pracmiifis, cum fit Temper a s s b '■ = a "• — ■CO': 
a 1 

C M* , Sc — . C M' = a 1 — C O' , curaquc acceptis quadratis CM 1 , 
b 4 

C 0 1 partium rectangula , in quibus occurrunt radicales termini , fe mu- 
mo deltruant, crit 

1 1 x' V * v* r * v* 

!-(«•— ar>) + —- = a>~-I (a'-x')x 

m ‘ n* m n 

cumque infuper fe deftruani termini, in quibus occurrit quantitas x', 
ellipfi ad diamctrum per // duct am relata erit m'v‘ = n'( m‘ — j J . 
COROLLARIA. 

I. Cum in pofteriore hac acquatione idem fit valor quadrati v J , 
five latus v pofitive, five negative accipiatur, manifcftum eft reclatn 
quamcumque Mm tangenti Nf/paralleiam bifariacn a diametro, quse 

per 
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per H dudtur , fecari : ut etiam facile colligirur fi pofita F m = 
v , atque ex m in E P , 8c B F demillis perpendiculis eodem calculo 
eruatur valor re£lx F m . Ellipfi igitur ad diametrum quamlibet rela- 
ta, eadem adhuc habebitur analogia , 8c abfcillTarum F H , FH're&an- 
gulum OH- — OF‘ erit ad quadratum femiordinat* MF, five m F 
parallele ad tangentem puncli H accept® in duplicata ratione femi- 
diametri O H ad Ok. Aequationis ab axe ad diametrum quamlibet 
redufl® calculus apud Hopitalium , 8c Wolfium eft prolixior. 

II. Ex priore vero xquatione eruetur Oh* = n'- ~a* -j - b - — . 

fa - — b* \ b* f (a* — b' ) \ 

= a> -(— —) X '>* Ln '=a\‘ 1 ' j~ ~ X ) 

: cumque a majore axe recedendo ita una diameter con- 
a‘ 

jugata augeri debeat , 8c altera imminui , ut fimul eamdem femper 
quadratorum fumniam confidant ; invenictur facile quo in loco dia- 

b > 

metri bin* fiant inter fe xqualcs. Pofito fcilicet O A 1 = x' -| . 

a '• 

[ a' — b ! \ 

(a* ), fietf — Jx’-=j(a- — b *), 8c xr , =l-a , :at- 

que ita femiaxis minor ad abfeifiam a centro fupputatam , 8c uni dia- 
metro refpondentem eo in loco debebit efle in fubduplicata ratione 
binarii ad unitatem. 

III. Si normalis H L producatur quoufque diametro conjugat® Oh 

occurrat in punQo T, fig. i j. , ob L : LK = H LO-.L T , 8c L 11= 
bn r r b -x , ^ b x t b i a - — 6 -^x', 


™,LKt 


LO =■ 


fi'x . , _ b ( a- 

■ — , eric L T = — ( 

a ‘ an \ 


„ „ bn , b fa* — b' \ bn , b , . ba 

8c ET= 1 ( — — )*>= 1 (a* — n , ) = Eric 

. a an\ a* ) a an n 

iraque UT. O h=6 a , 8c cum parallelogrammum ellipfi circumferiptum 

11 e W p , quod ad vertices 11 , h , IT, K diametri utriufque conjugat* 

du£lis tangentibus , 8c inter fe concurrentibus efficitur , fit quadru- 

plum redunguli ex II T in Oh $ parallelogramma omnia ellipfi cir- 

cumfcripta xqualia erunt redangulo majorum axium : quo alio Apollo- 

nii theoremate Newtonus ad inveniendas leges motus clliprici ufuseft. 

IV. Si ex focis F, f, fig. z8. , ducantur bin® FH, fH, 8c bi- 
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ns pariter FU , O S tangenti H N parallels , ob F 0—0 fern etiana 
US=Sf, atque ob aequales angulos FU II , F HN, H FU erit H U=z 
HF, & H F + IIf= 2 a = z US z H U, hcHS = a. Hoc dato 
fi Mr lit pariter tangenti eidem parallels , & ex M in H f ducatur 
perpendiculum MC, & puncla M, II adeo proxima accipiantur, ut 
HO, rO xquales cenferi poirint, acqualefquc itidem Mr, Me, erit 

Mr'- = Me'- = . 1 II 0 . II r = - — ■. II r , atque ob Hr = 

m '• m 


~ ~ & ®'i u ales angulos T S H, SHn, M cC , ac triangula S II T , 

Ho 


cM C limilia , erit M c 1 


IIS' 

1TT > ■ 


. MC- — 


1 n' . H c , , 

— yy— — . Inde autem 

XI o 


MC* 2 n'.llT' zb-- 

crucrur —7 — = = — , eritque M C media proportio- 

II c a> a 

nalis inter 11 c , hr. latus rectum principalc ellipfeos: quod ell lemma 
aliud Newtoni. 

PROBLEMA XXXII. 

lifdem pofitis invenire radium circuli qui eamdem ellipfeos cur- 
vitatem habeat in puncto quocumque H . 

Ducatur recta Mm parallels tangenti puncti II , fig. 2}., quae 
normalcm H L , & femidiametrum H O interfecet in fi, & r, ac pun- 
£ta M, m accipiantur adeo inter fe proxima, ut Rr imminuta ultra 
quofcumque data: alicujus quantitatis limites , recta: MR, Mr, rm 
inter fe xquales cenferi poffint . Turn per puncla M , II , in tradudlo 
circulo arcus cxiguus M 11 m ad ellipfim a’que, & ad circulum pertine- 
bit , & circulus curvitatem eamdem ellipfeos habebit in pun£io II 5 
quo dicitur circulum , & ellipfim fe invicem ofculari . Et cum dia- 
meter circuli hujufmodi per II ducta fit pcrpendicularis tangenti, & 
reflangulum abfeifia: HR, ac differentiae diametri ad abfciffam aequa- 
le fit quadrato femiordinatae M R , atque ob pun&orum H , R pro- 
ximitatem quadratum abfciffae II R pra: rect.mgulo ex II R in diame, 

rr - . MR' Mr * 

metrum point negligi, fi diameter fit 2<p erit $i=- — ~ f [J ^ » 

at- 
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i tt n HT.Hr n‘ in'. Hr, 

atque ob H R = — — — — , 8c Mr 1 = . i m. H r = 

HO m ‘ m 

fict radius quxfiti circuli <j> e= Infupcr cum lit H T = — =: 


A« A* 

Tn^lTV * °'- UT ' 


a* . b l 

five /** = - - , ut in antecc-i 
nl 1 


/i ! b % <f* 

dente corollario tertio di&uxn ell , eric « — Trs.=77^F * ——.HLi — 

al n 1 * o , 


fict 


4HL3 6 f a' — b' \ 

— -- — : ac denique cum fit HL = — yff «' — ( — — — ) x' J, 

(adius circuli ellipfim in pun&o H ofculantis — (a* — — i — ) *'j'. 

COROLLARIA. 

. iii /»* /»’ 

I. Prune lgitur cum fit H T = — , cut <p — 77=, = — , fle 

duorum femiaxium rcclangulum ad quadratum n' femidiamerri conju- 
gate fe habebit ut femidiameter cadcm conjugata ad quxfitum cir- 
culi ofculatoris radium: quod Lemma quints loco propofuerat Moiv- 
rxus in Mifcellaneis Analyticis Cap. II. Lib. VIII. Curvaturz autem, 
8c circulorum curvam quamcumque in dato punfto ofculantium con- 
fiderationem in Gcometriam adduxerat Celebris Hugenius . 


II. In ellipfi cum fit HL= — ^^a- — (- — - — ) x % ^ fi 


fiat 


primo x=a, ac deinde x = o, habebitur radius curvaturz in urro- 
que axis vertice , 8c faclis fubfiitutionibus prodibit radius hujufinodi in 

* t b * ^ f ^ d* * * 

Tertice majoris axis — , in vertice axis minoris — , 8c bini ofeulato- 
a b 

rum circulorum radii inter fe erunt in triplicate ratione minoris femia. 
xis ellipfeos ad majorem. Pro peculiari cafu quod differentia femiaxiura 
exigua fit , 8c quod differentix quadratum negligi poffit , fimpliciores 
alix eruentur radiorum ofculatorum , aliarumque quantitatum ad el- 
lipfim pertineatium formulx. 

N HI, 
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III. Cum etiam poflto — = ~ c fit circull ofculatoris radius 




acqualis fcilicct cubo normaiis per quadracum femipata- 


mctri divifo , eadem adhuc manebit expreflio fi foco altero , & 
centro ellipfeos longius abeunte ellipfis in parabolam verratur. Eadem 
etiam expreflio, cum ex focorum diflantia , & centri loco non pcn- 
deat, fed ex valore tantum parametri , five ex proportione femiaxium, 
ab ellipfi ad hyperbolam fimiliter traduci potcrit . In parabola autem 
cum fit 11 L = ( c x-\- - c 1 ), pofito*=o, fiet curvatur* radius 

in vertice -j c , quod eft dimidium latus reclum principale . 

PROBLEM A XXXIII. 

Data aequatione diftantiam puntli cujufque a foe is, & dire&ricc 
hyperbolae determinare . 

Cum iifdem pofitis Probl. XXV. denominationibus, & abfeilfis 
ab alterutro vertice E, P fupputatis, fig. 29, fit hyperbolae sequatio 


y' 


b * — 1 — 7— , ex' 

=3 — . 2 a jr-j-ar- = c x , 

a ■ 2 a 


& fupputatis abfeilfis a centro 


b- e 

O City 1 =— . x 1 — ■ a* = — . x- — a 1 , nec nifi fignis aequatio 

differat ab ellipfi, patet eadem calculi ferie non nifi illas quant itatum 
ad fe invicem relatarum differentias utrobique poflfc erui, quae refpon- 
dcant fignorum diverfitati. Scilicet in hyperbola fi fiat y= | c ex 
aequatione altera eruetur illico foci diftantia a centro O F= O f = 
^ (a* -\-b- ), & diftantia EF, vel P F ab utroque vertice hyperbo- 
larum oppofitarum erit ✓ (a* -f-6 1 ) a. Infuper cum fit AF= 
OK — O F=x — eodem calculo eruetur F H- r= 


V^(a’ ) a, & /If = V(< 2 * -f -b') 1 -a, & differentia 


X — a, Sc /ii=vr(a* -\-b' ) 
a cl 

reefarum a bin is focis hyperbolae ad idem puntlum duel arum erit axi 

jnajori E P aequalis . Quod fi in hyperbola accipiatur O A tertia pro- 

a 1 


portionalis ad OF, & OE , five fi fit 0 A: 




, 6c in A ad 


axem 
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axem E P ducatur perpendiculum A B , dcmittaturque ex H perpcndi- 

^2 1 

culum aliud H B, erit II B = K A c= x — , & recta qux- 

V(a'+b') 

vis F II a foco Fad quodvis hyperbola: pun£tum H duda erit ad redam 
H B diredrici A B perpendicularem in conftanti ratione / (a 1 -f- b ■ ) : a . 
COROLLARIA. 

I. Collatis igitur formulis Probl. XXVI. , & Coroll. III. Probl. XXVIII. 
manifeftum erit quod (i in quavis fedionc conica accipiatur tcrtia pro- 
portionalis ad diftantias foci, 8c verticis a centre, atque ad earn di- 
ftantiam a centre erigatur axi perpendiculars , quae fedionis diredriv 
dicitur ; redae a foco ad quodvis fedionis pundum, 8c abeodem pun- 
do normaliter ad diredricem dudx inter fe erunt in ratione data : ca- 
que erit ratio xqualitatis in parabola , minoris inaequalitatis in ellipfi , 
majoris in hyperbola , atque infuper in parabola , centre longius abe- 
unte , diftantix verticis a foco , 8c diredrice xquales fient . Ex gene- 
rali hac proprietate fedionum conicarum tradationein exorfi font Bo- 
fcovichius, Caillius , Mauduit, aliique . 

II. Inde etiam generates alia: fedionum carumdcm proprietates 
deduci poflunt. Ut fi ex pundo quovis A dircdricis A B , fig. jo, du- 
catur reda quxvis A II , qua: fedionem conicam fecet in H , & h , 8c 
inde in diredricem ducantur perpendicula II B , hb, 8c fit focus fedio- 
nis F, erit FH: Fh = HB: hb = A II : Ah, 8c cum ita compara- 
tx fint tres redx AH, AF, Ah ut differentia primx, 8c fecundxfe 
habeat ad differentiam tertix , 8c fecundx in eadera primx ad tcrtiam 
ratione, reda A H harmonice fcda erit in II, F,A. Inde ad proprie- 
tates alias analogas paterct adieus . At vero ad explicandas proprieta- 
tes omnes fedionum , qux frequentius in Algebra , 8c Phyfica ufuve- 
niunt, vifum eft hie fedioncs omnes, ut in cono gignuntur , confiderare. 

PROBLEM A XXXIV. 

Subtangentem , 8c tangentem hyperbolx , normalem , 8c fubnor- 
nalcm determinate . 

' Si in hyperbola EH, fig. 29. , accipiantur duo pundaff,A inter 
fe proxima, ac radiis F II ,f II , deferibantur circulates arcus II m,IIn, 
in duobus triangulis redangulis hypothenufx II h adjacentibus xqualia 

N 2 erunt 
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crunt Iatera km, hn, quae funt differentiae recfarum a focis ad pun 3 a 
II, h ducfarum , xqualia perpendicula H m, H n ex iifdem punctis ad 
ectas cafdem du&a , & produtto latere H h ut re£ta H N in H, & h hy - 
perbolnc occurrens pro tangente afiumi poflit, atquales erunt anguli 
FHN,fIlN, quos tangens pun£ti cujufque hyperbola: cum re£tis 
utrimque ad focos du£tis conflituet. Quo pofito fi ex F, &/in tan- 
gentem // productam , fig. 31., demittantur perpendicula FG,fg, 


ob 


debebit efle 


FO — NO FO + NO 


Fll 


/« 


FH fU’ FG~NF, 

& inde eruetur N0.FH+ftI=F0 .fll—Fli, & cum lit fH — . 
FIIt=ia,/lIi-FH = i^(a'+6 ). — , 6tF0=/fa> -f 


fiet N 0 s= 


tf 8 4 * 8 

— , eritque hyperbolae fubtangens N K = x — . — : 

X r 


Inde etiam eruetur fubnormalis K £ = 


K H 1 _ b'-x 

N~K 


,NL 


compofita ex fubnormali , & fubtangente e= -i- 


& normalis 


fy / - - ■ - JtT 8 \ 

is LH = _V a 1 -f 6* . a' } . 

a \ a 1 / 


COROLLARIA. 

I. Eaedem igitur analogiae duclis ad hyperbolam, atque ad el- 
lipfim tangentibus locum habent. Erit fcilicet primo x:a = a: NO, 
deinde erit x: a -f- .v— x~ a: NKz=zEK:N K, adeoque etiam 
ar: az=E K: NE , atque erit infuper a 1 : b 1 = t a : c = x: K L . 
Pariter fi perpendiculum F G in hyperbola , fig. 3 1 , producatur ufque 
ad fH, 8 ifg ufque ad FHprodu£tam, erit FG = G Q, fg—gq, 
H F= HQ, eritque fQ = F q = P E . Quod fi jungantur puntta 
O, & C, erit O Gz=zO gx=- % PE=OE, & mutato utcumque 
punSo H puncla G, g erunt Temper in peripheria circuit diamctro P£ 
defcripti, qui hyperbolae utriufque vertices in E , 6c P tanget. 

li. oimilj ruodo cum fit FG . fg — n ■ , cumque ob 

JLt 


NF 
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NF=z^a‘+b ' — — , & N /= ✓' a * +b •'+ — , fit NF. N /•=*- 

x x J 

<« J +A» — — = — . Nf, adhuc erit in hyperbola F G fa — a ' < 

Demi (To eriam ex O in HN perpcndiculo Oh edudifque ad axcm in 
E, it P perpendiculis£e, P p, cum rcdangula U L. O h, & £ e . P p, 
ex valore abfciiTarum x, atque ex pundo, unde abfciflae fuppu- 
tantur , non pendcanr , in cllipfi , 6c in hyperbola erunt Temper qua- 
drato & & redangulis perpendicularium FG, fg, diftantiarumque 

utriufque verricis a foco EF, PF aequalia . Eamdemque ob cauflam, 
cum dudoex L in. F H perpendiculo LI intercepta Hi in cilipfi tcqua- 
lis fit femilateri redo principali , cumque hie valor ex dirtantia foco- 
rum, abfciflfa , 8c femiaxis quantitate non pendeat; erit in iedione 
conica H lz= - c. 

III. Data vero aequatione LH: FH — HI: FG t= ~c: FG • 
ut in Coroll. V. Probl. XXX. , eaque ad quamvis fedionem coni- 
cam traduda, fi fit G S, fig. 23., axi £ P parallela, ob tequales al- 
ternos angulos LFH, FS G, squalefque alios angulos L HF, HFG ■ 
erit LH: F H=FG: FS , five erit FS tertia proportionals ad di- 
midium latus reaum principale, 8c perpendiculum FG: It vicifiim fi 
in quavis fedione conica a foco F ducatur reaa qua: vis FH, & in 
tangentem pundi H demittatur perpendiculum FG, 6c fit FG me- 
dia proportionals inter FS, it ditnidium lams redum principale, du- 
caturque G S , ea erit fedionis axi parallela , quod elegans Clarifs. Can- 
terzani theorema a CL Francifco Zanotto indicatum eft in opufculo de 
viribus centralibus. 

PROBLEMA XXXV. 

Si in vertice hyperbolae traduda ad axem perpendiculari accipiatur 
£ Q = ER media proportionals femiaxem; inter, ac dimidium la- 
tus redum principale , xquationem hyperbolae ad redas O Q C , 0 R D 
relatas determinate fig. 32. 

Si fit O E s O P = a , ER = i, 8c femiordinata quaevis KH 
produda cum redis ex centro 0 per Q , 6c R dudis concurrat in C, 

6c 
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8c D, erit K C' = K D 1 = — .x* , & cum litKH’ =KG'== 

a * 

A * 

— . x* — a-* , erit KC' — A! H’ = DII. II C = A : . Hoc pofito fi ex 

E, & Had redam OQC ducantur E e , HL red* alteri O Ii D pa- 
rallel* , cum pariter R Q , D C parallel* lint inter fe , fimilia erunt 
triangula R O Q, EeQ,DOC,HLC, eritque R E : DH= Oe . 
O L , & E Q :H Cz= E e : HL, dudifquc in fe invicem anteceden- 
tibus, & confequentibus rationum cum fit RE. E Q s= DH. HC, 
erit etiam Oe. Ee=OL. HL. Jam vero cum lint xquales red* 
E Q , E R, 8c red* Ee,RO parallel * , erit etiam £ e s= L R O = 
- OQ=Oe, & Oe. Ee—Oe'z=~ O Q> = - (a' + 6' ) . Quod 
fi igitur abfcifl* in reda O Q produda utcumque , femiordinat* pa- 
rallel ad redam alteram O R accipiantur , ac fiat OL = x, II Lz= 
y , Oe css /= - V ( « ! + b ' J , habebitur alia hyperbol* ad redas 
illas relat* xquatio xy = /* . 

COROLLARIA. 

I, Primo igitur cum pundo H ubicumque accepto redangulum 
duarum DH, HCparallele ad tangentem verticis E ab hyperbola 
ad redas ex centro O per Q, R dudas fumptarum fit conftans , & 

b* 

xquale quadrato dimidi* Q R , ac lit H C css j)Jf ; auda D Hminue- 


tur Temper intercepta H C , nee tamen H C evanefeere cenferi pote- 
nt nifi D II cenfeatur infinita : hoc ell red* ill* produds utcumque 
ad hyperbolam Temper accedenc propius , nec tamen nifi ad infinitam 
difiantiam congruent. Idcirco redas OQC, O R D aTymptoticas , Teu 
non coincidentes vocaverat Apollonius . Reda R Q ell axis tranfver- 
fus : quadratum red* E e , qux in una afymptoto parallela ad afympto- 
tum alteram ex vertice duda intercipitur , vocatur potentia hyperbolae . 

II. Reda ilia E c xqualis erit dimidi* diftantix foci a cen- 
tro : 6c fi hyperbol* focus fit K , 6c fit = +i ), duda- 
que ut fupra diredrice A B fit dircdricis difiantia a centro OA = 


a* 

V( a- -f- b 1 ) 


ac dircdricis portio A D, qux ad afymptotum ufque in- 

ter- 
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tercIpit "TT Z'+Vj * 


diftantia autem a foco A K = ^ ) 


«■ 


■77 r , , . > quadratis duarum A B , A K fimul fumptis, 8c radice 

V ( a ■ + 0 ) 

extrada eruetur K B =£>, five diftantia foci ab afymptoti alterutrius , & 
diredricis interfedione erit femiaxi minori scqualis . Produdis ex ad vet-fa 
parte centri O afymptotis eadem hyperbolas in cono adverfo fed* 
erit ratio, afymptoti e*dem , eaedemque hyperbol* utriufque analogi* . 

III. Cum eodem modo efle debeat DG. G C— RE s =sS* , erit 
H C = DG , ac pariter fi parallele ad G H ducatur ordinata alia quae- 
vis gA, fig. 33., eaque ad afymptotos ufque producatur, erit fimiliter 
dg=Ac. Quod fi ab una ad afytnptotum alteram ducatur reda M N, 
quae tranfeat perG, 8c A x cum fit DG: MG=dh: MA , & G C: 
GN=Ac: AN, erit DC. GC: MG. GN = dA.Ac: MA.AN, 
cumque primum , 6c tertium redangulum asquentur Temper quadrato 


dimidii axis conjugati E Q , erit etiam MG. G IV = MG. G A-\- AN = 

AN. MG-f-GA, ac pariter red* omnes MG, A IVutrimque ab hy- 
perbola ad afymptotos ufque intercept* *quales erunt. 

IV. Si bin* MN , B L utcumque fc interfecent in pundo K , 
fig. 34. , 8c bin* D C, dc fint red* B L parallel* , ob M K: B K = 
MG; DG, 8c KN:KL = GN-.GC,emMK.KN:BK.KL = 
MG. G N: D G . G C . Eft autem 

DG.GC=zBF. FL 

MK. KN=KC. KA+MG. GN 

BK.KL=zKH.KF+BF.FL. 

Anteccdentibus igitur, 8c confequentibus a fe invicem fubdudis (upererit 
MK.KN:BK.KL=KG.KA:KH.KF=MG.GNiBF.FL 

V. Itaque fi du» red* in hyperbol* piano fe interfecent , fada 
partium fumptarum a pundo concurfus ufque ad hypcrbolam inter fe 
erunt ut fada partium fumptarum ab hyperbola ufque ad utramque 
afymptotum. Quod fi MK, fig- 35., utrique hyperbol* oppofit* oc- 
eurrat in C , 8c A , eadem adhuc manebit ratio, eritque MG. GN: 
B F. FL = K G. KA: K. H . K F. hide etiam facile deduci porter quod 
fi du* parallel* fecentur per redam quamlibet , fada partium uniuf- 

que 
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cujufque parallel* ab hyperbola ufcjue ad pundum interfeetionls fum- 
ptarum inter fe erunt ut fa&a partium line* fccantis .fumptarurn ab 
hyperbola ad pundum idem interfedionis . Ex generalibut hifce hy- 
perbol* proprietatibus fedionutn conicarum tradatiouein exorfi funt 
CL le Seur, 6c Jacquier. 

PROBLEM A XXXVI. 

Invenire *quationem hyperbol* ad diametrum quamlibet relat*. 
Cum in hyperbola GHk, fig. j6. , duda quavis MN, qu* ab 
una ad alteram afymptotum pertingat , per Coroll. Ill . problematis 
fuperioris , lint femper intercept* M G, AN atquales; (i recta eadem, 
parallele ad fe ipfam mota, denique evadat tangens hyperbol* in 
puncto H, adhuc erit H T = H B , jundaque OH, eaque produda 
utcumque in K , erit K N =. K M , 8c K h = KG, Sc reda qu*vis per 
centrum 0 , & per pundum quodvis H duda bifariam fecabit reda* 
omnes Gh tangenti pundi H parallelas . Hoc dato fi fiat O H = m 
HT=HB=zn,HK=i,Kh s=v ,obMA.AN = BH.HTs== 

n * . erit K N 1 — Q K* = — . m 4 - 1 v + /iW' = v* + 

m* m x X 

a v-J- AN. h Nz=: v’ + ML h Ns= v> -f-«« , adeoque erit v s = — . 

rn ' 

a/nj-f-p 1 . Si abfciff* f fupputentur a ccntTo O eodem calculo erue- 

^ I — - - - - 

rur v 1 = — . r* — m‘ : cumque utriufque hyperbol* oppofit xHh, 
m 1 

P p eadem fit *quatio , & abfcilTu xqualibus citra , & ultra centrum 
tcceptis femiordinat* utrobique aquales refpondeant , £c lint xquales 
tangentes pundorum II, p intra eafdem afymptotos , & ad xqualem 
a centra diftantiam utrimque fumptx ; utrobique abfciflfarum redan- 
gulum ad quadratum femiordinat* fe habebit in duplieata ratioue axi» 
tranfverll hyperbol* ad conjugatum . 

COROLLARIA. 

I. Si HT, qu* hyperbolam tangit in pundoH, axi tranfverfo 
•ccurrat in pundo JV, fig. 37., 8c fit ut antea H K axi eidem produ- 
do , 6c LH tangenti perpendicular ii , atque ex T in axem demittatur 

pee- 
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perpendicularis alia Ti t, ac fiat OK = x, Ok = u, erit NK.KH 
= O k — N O :T k 

x‘ — a ■ b , a ' 1 

— a 3 )=u : Tk 

x a • x 


, , bu 

r 3 ):b = ux — a* : — , 
a 


unde extremis , ac mediis terminis in fc ductis , ac quadratis fupereric 


— l ux = — a 3 , five u — = *' — a t =x+a.x — a, & 

K k erit media proportionalis inter abfeiffas a vertice utroque fumptas 
x -f- a , & x — a . 


U. Erit etiam HT’ z=K k l - f Tk — H K' = x- a* +; 

( bub, v Ai x* 

— ✓(*’ — <r’)) 3 = x > — . a 3 -J unde cum fit 

a a ' a i 

OH‘=OK>+KH==x*+ ~.x ~a ,eutOH' — IIT‘ — 

a 3 


m ' — n' = a'- — b- , eritque m+n:a + b=a — b-.m — n , fcilicet 
differentia quadratorum ex femidiametris quibuslibet conjugatis in hy. 
pcrbola erit conftans, & aequalis differentiae quadratorum femiaxium , 
adeoque fumma duarum quarumiibet femidiametrorum conjugatarum 
ad fummam femiaxium fe habebit ut femiaxium differentia ad diffe- 
rentiam femidiametrorum : neque effe poterunt femidiametri binse in- 
ter fe aequales nifi fint aequales femiaxes , quo in cafu ducla ad pun. 
Sum quodvis tangente, & ad utTamquc afymptotum continuata, quae 
a pundo eodem ad centrum ducetur re&a erit femitangenti acqualis . 


III. Cum fit normalis hyperbolae H L= — / C — — ^ ■ .x s — a 3 ) ; 

A A 1 J 

erit femidiameter conjugata HT, five HB quae ad puntlum H per* 

tinet = — - . H L. Quod fi ex centro O in femidiametrum eamdem 
0 


ducaturperpcndiculum OF, erit N H; KH = LH : K L = O N: O F, 
UO F = — — — = — 3 & redangulum ex H B in OF, 

H L O aequa- 
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tequaie erit re&angulo femiaxium. Quare fi tangens B H T hyperbolae 
circumvolvatur , triangulum B 0 T afymptotis , 8c tangente interccptum 
erit Temper triangulo R 0 Q iqualc , uc fert Propof. XLII. Lib. III. 
Apollonii: ac pariter reclangulo axium principalium xquale erit pa- 
rallelogrammum B T b t , fig. 36. , binis tangentibus parallels B T , be 
intra afymptoti utriufque limites terminatum, atque oppofitis hyperbo- 
lis, & diametris quibuslibet circumfcriptum . 

IV. Si intra afymptotos eafdem , eademque axis pofitione divcrf® 
hyperbolae defcribantur, eadem in fingulis erit ratio axis tranfverfi ad 
conjugatum , Sc fi in unaquaque hyperbola abfciffa: accipiuntur pro- 
portionales axibus , femiordinat® etiam analog® , 8c fingula hyperbo- 
larum punQa per eamdem rationem dcterminabuntur , Sc hyperbol® 
erunt inter fe fimiles . Similes etiam erunt ellipfes quae eamdem fe- 
rniaxis tranfverfi ad coniugatum rationem referent . Parabolae omnes 
erunt inter fimiles, quod omnibus ad fe invicem relatis, fi abfciflf* 
accipiantur paramctris proportionales , femiordinatae etiam analog* 
proportionales paramerris efTe debeant. Si idem fit axis tTanfverfus 
hyperbolarum , fed diverfus fit axisconjugatus, Sc angulus afymptoticus, 
femiordinat* in unaquaque hyperbola refpondentes abfcifTx eidem pro- 
portionales erunt femiaxi conjugato , five erunt in ratione fubduplicata 
parametri . 

V. Si angulus afymptoticus fit reftus , Sc xquales fint bini femia- 
xcs a , 8c b, ratio etiam quadrati femiordinat® cujuslibct ad re&anguluin 
abfciffarum fiet ratio xqualitatis , Sc abfcifiis in axe principal! fupputatis 
fietjy*=x*— a- ,&c hyperbola erit xquilatcra . Fiet etiam foci utriufque 
diftantia a centro a \f i : re&a a foco du£la ad quodvis puntlum hy- 
perbol* xi/ 1 ± a: 8c fubnormalis xqualis erit abfciff® x a centro fuppu- 

a * 

tat*. Erit etiam fumma fubtangcntis , 5 c fubnormalis 2 — — , nor- 

mals s/ (ix l — «>), Sc erit — ✓ ( 1 * 4 — 3 a’ x 3 -\-a *) tangens 

ad axem terminata . Infuper potentia hyperbola dimidia erit qua- 
drati femiaxis conjugati , aut tranfverfi , Sc reclangulum abfciffarum 
ab utraque afymptoto ad puntlum aliquod hyperbol® parallele ad 
tangentem verticis fumptarum duplum erit rcdanguli femiordinat® ex 

co- 
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eodem pun£to parallele ad afymptotum unam , 6c abfcilf* in altera 
afymptoto fupputat® . 

S C H O L I O N. 

Qui ex veteribus fcriptoribus Apolloniutn , ex recentioribus Vi- 
vianum , Hopitalium , 8c precipue Gregorium a S. Vincentio con- 
fulat fecundarias , Sc minutiores alias invenict feclionum conicarum 
proprietates . He vero, 8c quas addemus fuo loco , ubi de logarithmis , 
de quantitatibus maximis , 8c minimis , de feclionum , folidorumquc 
inde ortorum dimenfionibus agemus , ad ufus phyficos , 8c analyti- 
cos fufficere vif.e funt . Seclionis cujufque delineatio , 8c inflrumenta 
a diverfis authoribus propofita ad graphicam geometriam pertinent , 
& quod a Newtono in fe£l. tv. , 8c v. Princip. ingeniofiflime folu— 
turn problema eft fcdionis conic® defcribende, que aut tranfeat per 
quinque punfla data , aut quinque reel as pofitione datas contigant , 
aut que quinque fimul aut pun&orum, aut tangentium datis deter- 
minetur . Ad analyfim autem , ac methodum feclionum conica- 
rum tradendarum quod pertinet , cum jam proprietates omnes ex pe- 
culiaribus fed ion is cujufque equationibus deduxerimus , fupered ut vi- 
dcamus equationes eafdem unica generali equatione , in qua indeter- 
minate inter fe , 8c conflantibus quantitatibus utcumque admixtae fecun- 
dam dimenfionem non fuperent , exhiberi , 8c comple&i omnes; con- 
verfum fcilicet quam quod a Mac-Laurino , ac deinde ab Eulero, 8c 
recentioribus aliis Analyftis fuit prsftitum , qui cum generalem equa- 
tionem fecundi gradus fibi primum ob oculos propofuiflent , pecu— 
liares inde equationes, 8c plures conicarum fe&ionum proprietates lon- 
gioribus calculis derivarunt . Hac autem methodi inverfione cum plus 
copie , ac perfpicuitatis Gcometrie , 8c Analyfi conic® accedat , pccu- 
liarium equationum parabole , ellipfeos , hyperbole , ad generalem fe- 
cundi gradus xquationem redutlio unico problemate exhiberi potent . 



jol 


D e L o c i s 
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D E 

LOCIS GEOMETRICIS. 


L Ocus Geometricus dicirur linea, auc r eda, aut curva , in qua 
relatio abfcifla: , Sc femiordinata: eadem eft quae duarum va- 
riabilium indeterrainati alicujus probiematis. Ec quidem fi va- 
riabiles ipfac primam dimenfionem. non fuperent , manifeftum efl lo- 
cum Geometricum elfe ad lineam aliquam rcdam . Nam 11 univerfim 
bx 

fity = i — c, Sc in fig. 38. fijt A B =a, BE = b,A K= D F=x, 


B C = i c , Sc femiordinata: fupputentur a recla aliqua CF ; quae fit 
abfcilTx A K parallela , datumque cum ipfa angulum C FH confti- 

tuant; erit F Hz=y = — ±c prout rcda CF aut infra, aut fupra 


redam A K cadet: eritque etiam yz=c — 


quam K H . Aequationes omnes , in quibus bins variables conftanti- 
bus quantitatibus utcumque admix ta: fecundam dimenfionem non fu- 
perant, ad fedionem aliquam conicam reducuntur. Pro exhibenda fe- 
dione conica, qux acquationi cuilibet fecundi gradus refpondeat, bin* 
apud Algebrx authores occurrunt methodi . Craigius in tradatu de 
Locis Geometricis a gencralibus parabolx , ellipfeos , Sc hyperbolx 
xquationibus exorfus , cum iis xquationem propofitam , Sc fingulos 
terminos homologos comparare docuit. Sc peculiarem conftrudionem 
ex generali derivare . Craigii methodum Marchio dc 1’ Hopital Lib. vii. de 
Sedionibus Conicis , Sc authores alii lufe expofuerunt : atque in ea il- 
lud commodi eft quod primo intuitu dignofci poftlt ad quam coni- 
cam fedionem propofita sequatio pertineat . Joannes de Witt Lib. u. 
de Elcmentis curvarum , ut conftrudionum facilitati confuleret , xqua- 
tionem quamvis propofitam ad priores , fimpliciorcfque fedionum co* 
nicarum aequationes opportunis fubftitutionibus voluit dcducere , Sc 

* inde 
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inde ad magis compofitos gradus rcgredi . Methodum in colledione 
operum ad Geometriam Cartcfii fpedantium primo indicatam tanto 
nitore poflmodum , 8c tanto exemplorum deledu expofuit Agnelia no- 
ftra Cap. in. Lib. i. Inflit. Analyt. ut peculiari quodam jure fuam fc- 
cerit. Utriufque merhodi fumma capita hie indicanda funt , videndum- 
que quid in hac Algebrx parte aliorum fludiis po/Tit adjici . 

PROBLEM A XXXVII. 

Exhibere acquationem gcneralem Sedionum omnium Conicarum. 
Sit in fig. 39. , & 40. arcus Se£lionis conicx A H , femiordinata 
K H , abfeifla A K , diameter A K O . Sit CL re£la quxvis , qux cum 
C D ad eamdem diametrum parallela conflituat datum angulum D C L, 
produdaque H K ufque in L fit C L : C D = rim, Sc C L: D L = 
rin, Duda infuper CB parallela ad H K fiat AB = t, CB = g, 

C L — x , L H =y , ac fit propterca LD = —, C D = H K 

nx „ m x 

= y T — T#? A A = — ^/| 8c luperiora figna accipiantur cum in 

fig. 39. pundum B ultra vertieem , & cum pundum C infra diame- 
trum A O cpdet , figna vero inferiora accipiantur cum punda eadem 
cadent in adverfas partes. Reda etiam L D ab L H fubtrahi, vel addi 
poterit ut reda D H prodeat , cum red* C L, Sc C D ad diametrum 
diverfimode erunt pofitx . Denique fit c parameter fedionis ad dia- 
metrum A O relatx : 8c fi fedio propofita fit parabola , & juxta Probl. xxvn. 
eflfe debeat H K 2 = c. A K, prxeedentibus valoribus fubfiitutis. Sc 
abfeiflis , ac femiordinatis ad redam quamlibet C L relatis flee gene- 

ralis xquatio parabolx (y ^ — P * = c ( — 4- ty- 

Quod fi infuper in ellipfi , aut hyperbola femidiameter tranfverfa 
vocetur a, conjugata femidiameter A , 8c fit centrum fedionis O, ac 

fiat B 0 = h , erit 0 K = h — eritque abfcifTarum redangulum 

(ta^AK).A K= 1 i/^ ( = ± A O’ ^ O K’ 


t# 
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/ m x\ * 

sx=±a 'ffh — - — j , atque hos valores fimiliter fubftituendo in aequa- 
tionibus Probl. XXXI., 8c XXXIV., erit generaiis aequatio ellipfeos 

c / m jfv* 

= '-ca -lh ) : 

■ ia\ r / 

hyperbolae vero ad diametrum, & abfciflas quaslibet relatae 

c /, mx\ l I 
= — (-* ) — 7 ca. 

In hyperbola denique ad afymptotos relata fi parallele ad afym- 
ptotuin unam femiordinatae , & abfcifla: accipiantur in retta qualibet ad 
afymptotum alteram inclinata , ac hyperbolae potentia vocetur f‘ , erit 

generaiis aequatio * gj (^- T / ) = /’ • 

COROLLARIA. 


I. Ita igitur breviflfime habcmus gcnerales omnes feclionum co- 
nicarum formulas , quas Hopitalius , aliique authores diftinclis totidem 
problematis cxpofuerunt. Perinde autcm erit ii denominationibus in- 
verfis accipia tur x loco y , Sc y loco x , atque ita fit generaiis para- 
bolae aequatio (^x ^ f g^j = c ^ ^ / j ; quae tequatio ad para- 

bolam exteriorem dicitur, in qua abfcifla; femiordinatis , Sc femiordi— 
natae abfciflTts intcrioris parabola: refpondent . Generales autem hujufmo- 
di acquationes cum exhibeant cafus omnes, combinationefque , qux in 
tequationibus fccundi gradus duabus indeterminatis , Sc conflantibus 
quibuslibet quantitatibus utcumque inter fe mixtis haberi poffunt , atque 
in iis quidem aut fimul , aut feorfim occurrat quadrarum utriufque 
indeterminate , Sc reclangulum unius in aliam , atque occurrat infu- 
per reclangulum unius , aut alterius , vel utriufque fimul indetermi- 
natae , Sc eonilantium quantitatum ; manifefium ell scquationes omnes 

fec- 


« 
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fecund! gradus ad fetlionein aliquant reduci , St loca earumdem Geo- 
metrica eflfe feSiones conicas : quod generatim dcmonflrandum fupererat . 

II. Formularum gencralium infpecHone innotefcet etiam ad quam 
feQionem conicam aiquatio aliqua fecundi gradus pertincat . Scilicet 
bini diltinguendi erunt cafus quod in xquatione propofita aut occur- 
rat , aut dclit rectangulum utriufque indcterminata: xy . Si habcatur 
idem reclanguluin , Sc alterutrum tantum , aut neutruin quadratorum 
indeterminatorum x‘, aut y' , locus erit ad hyperbolam intra afympto- 
totos: fi reStangulum xy, aut duo fimul quadrata occurrant, para- 
bola , aut elliplis , aut hyperbola relata ad diamerrum haberi poterit . 
Ut hi etiam (inguli cafus diflingui polTmt , cujufque aequationis ter- 
mini ita debent difponi ut fimul omnes fe defiruant, ac fit parabolae 


sequatio ^y ^ c ^ ^ ij = o, ac fimilis fit aequationum 

aliarum difpofitio . Turn vero explicatis terminis manifeftum erit quod 
fi quadratum utrumque x 1 , y ■ afficiatur eodem figno , Sc quadratum 
dimidii coefficientis re£t anguli xy aequetur coefficient! quadrat! x" , lo- 
cus erit parabola: fi quadratum dimidii ejufdem cocfiicientis fit majas 
coefficiente quadrati x * , locus erit hyperbola relata ad diametrum: 
fi minus non nifi ellipfis e(Te poterit . Ellipfis vero in circulum abibit , 
Sc hyperbola fict xquilatera fi fuerit c = 2 a, Sc femiordinatac ad dia- 
metrum A K relatae angulus fit re£tus , fintque m , Sc n finus , 8 c 
cofinus anguli LCD, Sc fit propterea D L C complementum anguli 
LCD ad rectum . 

III. Si fit n = LD = o, Sc C L = C D z=r = m , hoc eft fi 
abfciffce CD parallele ad diametrum A K accipiantur; abfcifTarum 
origine in parabola a vertice, atque a centra fumpta in ellipfi , Sc in 
hyperbola, erit generalis sequatio 
Parabolae ( .? T £ } ’ — cx±clz=zo 


Ellipfcos ( y T g ) ’ + 


chx ch x 

-f 4 cassso 


.. . , . % ex' chx ch x , . 

Hyperbolae (yTg)'- (- — — f-r ca!== ' > 

2 a a 2 cl 

Hyperbolae ad afymptotos relata; xy ^ ly^gxAr g l — / =0: 

at- 
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atque ita fi in ®quatione propofita defit redangulum xy locus non 
nifi ad parabolam , vel cllipfim , vel hyperbolam , qua: ad axem re- 
feratur , nunquam vcro ad hyperbolam intra afymptotos effe potent . 
Et quidem fi deficiente eo redangulo unum tantum habeatur qua- 
dratorum indcterminatorum x'- , y 1 locus erit ad parabolam: fi utrum- 
que afiiciatur diverfis fignis , locus crit hyperbola rclata ad axem: fi 
eodem figno afiiciatur, locus crit ellipfis, vel circulus: eritque in ul- 
nmo cafu circulus, in penultimo hyperbola *quilatera fi fit 2 a = c. 
Sc coefficiens quadrat! utriufque fit unitas. 

IV. Si propofita qusevis xquatio fecundi grad us cum generalibus 
hifcc formulis comparetur, Sc ex®quentur inter fe conftantes termini. 
Sc coefficientes terminorum homologorum , qui unam fcilicet , aut 
utramque indeterminatam in xquatione generali , Sc propofita fimiliter 
involvunt ; quantitates conftantes g,h,l,m 8cc. totidem aliis ®qua- 
tionibus determinari poterunt. Sc elementa omnia innotefeent fedionis 
conic®, quae problemati fatisfaciet. At cumin cafibus etiam fimplicio 
ribus aequationis propofita: ad maxime generalem , Sc compofitam re- 
duclio prolixior fit , Clarif. Agnefia Cap. ul Inftit. aequationem quam- 
vis propolitam fecundi gradus ad fimpliciflimas potius fedionum co- 
nicarum ccquationes opportunis fubftitutionibus rcvocandam efle do- 
cuit, atque ita a cafu potius fimpliciore ad compofitum, quam a ma- 
xime compofito, ac generali ad pcculiarem , qui proponitur,'cafum re- 
gredi oportere . At cum fine ullis etiam fubftitutionibus ®quationis 
propofita ad fimpliciores alias redudio haberi poflit, prioris exempli 
loco feligemus problems nonum capitis ejufdem tertii, ac deinde alia 
addemus , quae apud noftrates , aut apud exteros celebriora hujus ge- 
neris erant problemata . 

PROBLEMA XXXVIII. 

Dato angulo BAP , fig. 41., adifque redis B D , PD ea Tem- 
per lege ut fit B D parallela datx alicui red® A P , 8c P D per da- 
tum pundum P tranfeat, ac fit Temper BD ad PD in ratione data; 
invenire locum pundi D . 

Ducatur D E , perpendiculars red® AP , Sc DC parallela ipfi 
BA, atque ob datum angulum DCE data lit ratio CD: CE, ea- 
que fit d;b, ac pariter fit d: e data ratio BD-.PD. Fiat AP=<z, 

AC 


Digitized by Google 


G I O H I T R I C I S 


1 1 2 


ex by 

A C — x , C D —y, ac fit proptcrea P D , C E= — , AE = 

a a 


x ) 8c fit denique EP = a — x- 
a 


by 


, vcl EP: 


, by 

:x + ~Z — 


<r, prout pundlum E vcl intra A , Sc P, vel ultra pun£tum P cadet. 
Cum fit CD ‘ — C£* = P D- — P E‘ , fubflitutis fpcciebus, ac ter- 
minis ordine difpofitis erit problematis aequatio 


y ' 4 


l by x b 


r d‘ V 


e ! + b ■ 


. d ■■ 




: a by 


d ' rf* . d 

Primo igitur fi fit — d‘ = o, xquatio juxta corollarium 

fuperius erit ad parabolam, & fi termini omncs fic difponantur ut 
indetcrminata y, 8c y' ad quadratum idem pertineant, atque hanc 
aliam formam habeat aequatio 

O+t-t)' -(- 


7r-)( x —r a )• 


d d / v d‘ 

facile habebitur conflruclio fi in fig. 42. fiat A U = x , V Dx=y, 
A Pz=a, 8c bile&a A P in O agantur OQ , M N parallels: ad A B , 
& V D , accipiaturque AM: M N — OP: O Q = P U : U E = d : b . 

Erit enim V £ = — . a — x , D E = y + : 8c fi fit 

d d d 

AM:ANz=OP:P Q = d:/,et\tQ E= x — p a \ ac problemati 

d 

manifefle fatisfaciet parabola vcrtice Q, diametro P Q , 8c parametro 
LJ ^d’-' — b ! ) deferipta . 

Si fit e' -f-8, 1 — d‘ 


8c 


id' — a b' 
A* 


: m , pro cafu 


quantitatis h * aut pofitiva: , auc negativa: aequatio propofita ad formam 
alterutram facile reducetur 

d’ f , bx a8\s , , . — • — 

n-\y+-7~T) =( x + m )' ~ m - a + m 


h* '' ' d 

u>+- 


_ d 

ab \ 1 

~d ) 


:m.m — a — ( x-\-m) 1 


erit- 
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eritque prior tequatio ad hyperbolam , ad ellipfim altera , 6e utrobi- 

, b x ab .... - 

que femiordinatis y-f — ut antea lumptis, in priore cafu, at- 

d d 

que in fig. 43. , produda in adverfam partem A Paccipienda crit A K = 

m , dudaquc K O ad A B parallela , ac pofita KP: PO = A Mi AN, 

f f 

ut fit 0 £=-^- . x-j-m, debebit accipi 0 Q = — , 6c 

a a 

eentro O, femidiamctro tranfverfa A— ( a m -f- m 1 ) , conjugata vero 

d 


/(aro -f- m') defcribenda erit hyperbola QD D . In cafu altero el- 
d 


( ft* J. e* \ 

- )=: A K, 

h x * 


h l 


reda A K major erit quam AP, Sc punda 0 , K in partem adverfam 
cadent , ac centra O , vertice Q , iifdemque , qui antea , femiaxibui 
defcribenda erit ellipfis, qua: xquatione propofita definietur. 
COROLLARIA. 

I. Ex generali folutione problematis, quod Hopitalius in pod re- 
mo exemplo libri odari pro peculiari dumtaxat cafu quod angulus 
B DA fit reclus propofituin, 6c ad formulas illas Craigii revocatum 
fufius expofuit, generatim patet quod antea de perpendiculis ad direc- 
trices fedionum conicarum dudis oflendimus : reda nimirum , quae a 
pundo quovis fedionis alicujus conic® ad focum ducitur , eft in con- 
flanti ratione ad redam, quae a pundo eodem ad redam aliam po- 
ll none datam fub dato angulo duci poteft. Quod fi in fig. 41. acci- 
piatur A P = a, C P =x= x , atque in prxcedente calculo fcribamus x 
loco a — x, rcliquis ut antea manentibus aequationem eamdem ha- 
bebimus quam Newtonus in Probl. XXXVII. Arithmetic® pro gene- 
rali eodem cafu propofuit. Fiet enim 

(> — ^)‘ — a ' — * + h> x'). 


bx 

II. Si denominatiombus problematis fervatis fiat y-\ = f,p- 

a 
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— =p, x-{- m = q , eadem equationis forma habebitur, qua m re- 

tlnuit Agnefia citato in loco q 5 — a = — — : vel m. m — a — . 

h ‘ 

d'p * 

? * = — — : & qui Agnefie conftru&ionem cum aliis comparaverit , 

quas authores alii , & poflremo Riccatus Cap. VI. Lib. II. §. XII. & 
fequcnt. tradiderant , illam magis certe expeditam, ac fimplicem efTc 
intelliget . Videtur autem quod fi in equatione refoluta , omiflis indeter- 
minatarum fubflitutionibus , eaedem maneant indeterminate , que pri- 
mo proponebantur , facilius dcprehenditur quo angulo ad fe invicem 
referri debeant . Simplicior adhuc eflet conftru&io ft in fig. 49. pofita 
AP = a, A U=x, ereclaque perpendiculari V D=y, fiat UP: U L= 

b 

d: b , 8c UP: LP = d: f, ut fit L D=y — . a — x, produc- 

tifque PA, PL, & pofita X A = m , 8c in A, ac K ere&is perpen- 

dicuiis AH,KO, fit O L = - — . m- \-x. Turn enim centro O, 5 c fe- 

d 

f 

midiametro tranfvcrfa O Q , qua: fit= — ) , quseque ad 

d 

conjugatam fe habeat ut /: h, defcripta hyperbola priorem aequatio- 
nem, 8c problematis cafum referet 

III. Si defit redangulum xy tanto facilius equacio ad fe&ioncs 

in 1 cjc b x y x — a 4 

conicas reducetur: ut fi proponatur equatio x : -f- — =— — ■ — jp-» 

8c indetcrminatis x'- , x in quadratum unum conjedis , 8c pofito c ’ > b ’ , 
xquatio ad hanc aliam formam reducatur ^ x -f- — 

— — - — - y — patebit illico 8c ad hyperbolam cfle equatio- 

( c — b )' b * 

d* c 

nem,8c abfcifTarum originem quantitate ^—citra hyperbole centrum 

P 1 jacere 


gitized by Google 



n6 


D e L o c i s 

•b 


iacere , cfTe femiaxem tranfverfum — , & rationem tranfverfi ad 

c- — £>• 

conjugatum b : ( c * — b '■ ) . Obtinetur hujufmodi aequatio fi in circulo 

FG, fig. 45., ducta tangcnte quavis GO, quse circulum alium BN 

fccet in N, Sc O, eductifquc binis tangentibus NM, OM quxratur 

locus concurfus M. Nam fi duorum circulorum centra Tint C, Sc A, 

jun£la AM, Sc in A Af productam demifio perpendiculo CH, Sc po- 

lita A IS =a , C G = b , C A =c, A P = x , P M =y , A M = 

, . . _ . a’ „ , AP.AC cx 

;/ ::: :x ,HA: 


A xl +y‘) 


AM </(x'+y t ) 


b — a’ 


: unde eruetur car-f-a 5 = A/(A; ! -f-j' 5 ) , Sc(c- — b ')> -* 


a* b l 


+y ) 

b * y * — i a 1 cx — a * . 

IV. Si fit b '■<’€'■ xquatioad hanc formam deducetur ,, 

(*•— 

( a ! Cxi b 1 y 1 t t 

x — J = - — 7, quam illieo patebit efle ad ellipfim 

a " b 


femiaxibus 


b ■ ■ 


— c-) 


defcriptam . Si fit b ! = c ’ , ®qma- 


tio y 1 = — f- — manifefte erit ad parabolam defcriptam para- 

metro , in qua origo abfciflarum a vertice diftabit quantitate — 
b lb 

Hoc tertium capitis tcrtii Agnefix problema eft, Sc nonum libri oc- 
tavi Hopitalii. Quartum apud Agnefiam problema eft, quo datis, 
produ£lifque binis reclis AC, B C , fig. 46. 47. , Scad A B eredlo per- 
pendiculo quovis PN, accipi debet P M media proportionalis inter P Q,Sc 
P N, Cum autem pofita AB = aA, D=b,DCz=c, DB — J,A P = 


c 1 


x,PM=y ,fitP<? = — ,PN=-j.<x x, Sc y*c= — .ax ** , 




■vel fit P N = — - • x 
d 


a, &r 


- ax ; patet ellipfim in 


primo cafu , 5 c in fecundo hyperb.olam problemati fatisfaccre , 5 c utram- 

quc 
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quc curvam abire pofle in parabolam , fi in fig. 48. reda BCex punQo 
B duci debeat ad redam a C, quae fit redae B C parallela . Ab his ad 
alia problemata veniamus , quae apud nos aliquando fumme difficilia 
vifa funt . 

PROBLEM A XXXIX. 


Si ex A ad HG, fig. $0. , duda reda quavis AC, fiat Temper 
angulus .^CDatqualis angulo H . 0 , accipiaturque Temper CDquar. 
ta proportionalis ad AH, HC, AC, determinate locum pundi D. 

Ducantur ex A , & D in datam rcdam H G pcrpendicula A B , DC,' 
& fiat A B = a, H B = b, All = c , B C — ♦ , B G = y ,G D — x . 
Si angulus A C D, & pundum D fupra redam propofitam , atque e plaga 

DG „ 

anguli AHB accipiatur, erit — = fin. D CG =fin. A C D -)- A C. B — 1 

- ■ • ■ ^ 1 a b -f ■ ■ a z 

fin . AH AC B = x f T AC : un< * c cum P ro ^ icjuialls conditionem 
A C H () a 

effe debeat CD e= — ~ — , fietDC=a:= — ('b-f-jJ 1 , atque inde 
A ia C * 

- C Q 

eruetur 5 = — — b. Erit infuper = cos .AHC+ACBi & 
^ a CD 

cum finus dati anguli idem fit qui complementi ad duos redos, cofinus 
autem complementi inverfo figno accipi debeat, erit CG=:y — g — 

- — ■ A ~ £ - — = ( ( ~ ) , & Tubftituto valore antes 

invento fiety — ^ + b = ( a* +* • 1 ^ 5 = 

/a \ / a / c a / a a ’• 

atque inde illico eruetur (y- f- — -f- £ ^ = , eritque aequatio 

ad parabolam, in qua abfeiffie D F ad femiordinatas H F inclinentur an- 
gulo AH C , vel AC D, & fit D G-.G Fz=a: b } HF=b-{-y -p — 

d 


C X 

DF = — , & parabola: parameter fit 4 c. 
a 


Si 
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Si angulus Acd ad partem alteram, 8c pun&um d inferius ea- 
„ J Ac.Uc .a 

dem lege accipiatur ut fit cd =- — — — , immutanda erunt figna 


AH 








quantitatum x, y,\, unde in priore a-quatione fiet ■{ : 
demifioque ex d in B C perpendiculo dg fiet altera aequatio r£ = 

. y~(a i j ) & binis fimul aequationibus compofitis 

bx 

eruetur b — y = — , quae manifcfte erit aequatio ad iineam re&am 

CL 

HdaRc du£tam ex pun£lo H ut fint aequales anguli AIIB, BHa. 
Eadem adhuc rcda exhibebit locum pun&orum d fi pun&um e accipiatur 
ad partem contrariam , 8c in poflrema hac acquaticne manente figno quan- 

bx 

tiaris x mvertatur fignum quantitatis alterius y , be fit 6-f }'= — . 
COROLLARIA. 

I. Cum itaque fint sequales anguli a H B ,A H B , D FC, re&a 
Hd a , quae refert inferiorem locum problematis , erit eadem diameter , 
ad quam in fupcriorc loco parabols per II, D du&ae referentur ab- 
feiflse, 8c femiordinatae Hh, hD iis re&is DF, if .F parallel*: 8c cum 
parameter ad diametrum H a pertinens fit quadruple A H sequalis, erit 
focus parabolae idem pun&um A per quod latera omnia AC , Ac tran- 
feunt. Si vertex anguli A He, qui eft anguli AHB complementum 
ad duos redos, feratur ex II in c, 8c fit femper.4 II : f/c= Ac: cb, 
punda omnia b ramum alterum parabola; ejufdem defignabunt, ut 
fimili calculo facile poteft erui . 

II. Analytica etiam problematis refolutio demonftrationem geo- 
metricam indicabit , qua quis problema inverfo ordine pofiet aggredi . 
Si enim bins Ha, D F fic ducantur , ut fint aequales anguli a HB , 
BHA, ACD, D FC, quia bini fimul anguli HCA , ACD sequales 
funt binis intends angulis C D F,D F C, aequales erunt anguli H C A > 
C DF, be triangula erunt fimiiia , atque addita conditione problematis 
debebit effeAH: H C = AC: C D = A H : FC=HC:FD, unde 
erit HCz=CF,be A H C‘ =H F> = 4 AH. DF. Perinde erit fi 

pun- 
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pun£lo c in partem adverfam moto fiant acquales anguli A He , Ad, 
bfc, 8c fit AH: H c = A c: ct=AH: fc. Dc monflrationem aliam 
fy ntheticam Saccherius anno 1693 evulgaverat ingeniofo quodam do 
qusfitis Geometricis opufculo : Quscfita vero Rugerius Comes de Vi- 
gintiniilliis biennio ante in Parmenfi diario propofuerat. 

III. Eadem vero ratione , ac methodo exhiberi pofiet folutio ana* 
logi alterius problematis, in quo nil aliud bimenfi Audio fe invenifle 
feripfit Saccherius quam quod locus Geometricus neque ad circulum , 
neque ad ellipfim , neque ad hyperbolam efie poflit . In eo enim pro- 
blemate datis rcclis MN, MC, datoque punQo A, fig. yi.,8c pofitis aequa- 
libus angulis A II C, AC D Comes de Vigintimilliis fic defignanda puncla 
omnia D propofuerat, ut eflfet C D tenia proportionals ad N A , 8c A C, 
Du£la enim A L parallelaad MN, & exarquatis angulis AH C, D F C , ac 

A H z=c, H L=:t, L M= a, L C = 3 , LF=y , D F=x, erit 
NA:AC=ML: LCs=ai^z=ACi C D ==A H : C F = ciy — 

^=HC: I?F=f Eruntitaque bin* squationes a x= j ‘-f-8 j, 8c 

t f y 

c\z=zay — * | , 8c'pofito a + c —f, unica ex iis conflabitur^ » -{- — 

f 1 x 

J — = 0. Si pun&um C fit inter L , 8c M, 8c fiant acquales anguli 
a 

A H M, c f d, ncd,zntn A: A c = ML: Lc = Aa cd,z= A H: cf= 
H ci df, Scpofito Lc = j, Lf=y , df=x,a — c — g, fiet y' = 

—o , Ita igitur bini erunt diverfarum parabolarum rami 

a a 

qui utrique cafui fatisfacient, utjam invenerat Marchio del Hopital 
in excmplo IV. Lib. VIII. 

IV. Facilius adhuc enodari poflent analoga alia problemata de 
re&is a puntto dato datis aliis conditionibus ad reclam pofitione da- 
tum traduclis, qua; olim apui nos erant celebria, 8c quibus Sacche- 
rius idem , 8c noflrates alii , Joannes , ac Thomas fratres Ceva fub- 
tilium Geometrarum laudem meruerunt. Ut fi ex pun&o A, fig. 5 2. 
ad datam retlam B Z ducta re£la quavis A G rcclangulum ex A G in 
A C Temper aequari debeat quadrato a 1 , demiiTo in B Z perpendiculo 
A B =8 , 8c ex C in A B perpendiculo alio CD=u, aepofito A D= sv, 

ut 
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b / a • \ 

ut fit AG . AC = — (u' + v ' ) = a' , fiet u'= f — v J v ; 

ac manifeftum erit punda omnia C pertinere ad pcripheriam circuli def- 
cripti diametro AO, qux fit tertia proportional is a d A B, & latus 
propofiti quadrati a' , Id eft quod fufe demonftratum Saccherius fo» 
lutioni alterius problematis, ut vocabat ipfe, admirabilis praemiferat, 
quo dato redangulo ex A C in A G , & pofita A F tertia harmonice 
proportional! a dAC, & A G , quarrebatur locus pundorum F. 

V. Qui trcs redas harmonice proportionales dcfignare velit, pro* 
ducta AO , atquc ad earn demifla perpendiculari FL, ac pofita A L= 

x, FLz=y,AF=S(x'+y'),AC = l-S(x'+y- i ), AC = 


- — - animadvertet quod fi ob proportionem harmonicam 

*✓( x- +y ) 

efie debeat AC: AF= C C: GF, fubftitutis, ac redudis fpeciebus 
a : x b a 1 x 

fietx: x — 6=—— : — fx'- +V 1 ) — — — atque inde illico eruetur 
b x .0 

f ia> — b' \ / a-b \ 

y * = l -j~r - — ) l x — — J X , ac patcbit asquationein 

efie ad hyperbolam, in qua diameter tranfverfa A E fit ( — - — - — A 

\z a — b)' 

ac fe habeat ad conjugatam ut b : </ ( ia'- — b ! ) . Qui in hac lu- 
ce , ad quam Algebra deduda eft , problemata hujufmodi confideret 
vix fibi perfuadebit quod olim tanta: difiicultatis fuerint habita. Ab 
hilce Infubricis ad Hetrufca , & Vivianxa problemata tranfeamus . 
PROBLEM A XL. 


Si ad axem EK, fig. 53., fedionis alicujus conic® EHk eriga- 
tur in pundo quocumquc X perpendicularis X M, qua: aut redam 
F II a foco dudam , aut fubtenfam £ II exaiquct , aut perpendicularein 
fubtenf® cidein H Q , aut HL perpendicularem tangenti HN-, invc- 
nire locum pundorum M. 

Si parameter fedionis vocetur c, & abfcifia £ X a vertice £ fup- 
putata vocetur x, manentibus aliis formulis Probl. XXVI., atquc ob 

fimi- 
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fimilitudincm trianguiorum H K E , KQ II pofita perpcndicuiari II Q — 
UK. H E 

r — ; erit in parabola 

A b 

J/F= HE* esse 3 f+** , HQ 1 = e. c + x 

H L- z=sc. X c-\- x, HN 1 ssec x -\- jl x* . 

4 

Pariter fi in formulis aliis Probl. XXX. , 6c XXXIV. fcribamu* c 
lb 1 

loco-—, 6c a—x loco x, atque ita abfciflarum origo a centra ad 


verticera transferatur , erit in ellipfi 

HFe=a-S(*>-6>). a —-?,HE> = c x + ( x , 

3 \ z a ) 

HQ»= C » -f - iax — x l )— ■— f 4 ax—rx' ) 



Simili modo redu&is , atque ordinatis terminis erit in hyp erbola 
HF=V(a*+b>). x -±l~ a ,HE> = cx+( 

* 3 N la ' 


HQ- = c 3 + + + (^ax + x') 


c* 


4 3 ‘ 


S 

r ' i 


Quod fi Jgitur alterutra ex reclis HF , HE, HQ, HL fiat as 
K Mz=:y , exacquatis terminis patebit priorem locum efle ad lineam 
re&am , alios ad fe£tionem aliquam conicam-, eaque ex fignorum or- 
dine, 6c conflantium quantitate dignofci poterit . 

COROLLARIA. 


I. Si fiat primo ye=\/( patebit locum 

efie ad lineam M N , fig. 5 4. , qu® fe&ionem conicam tanget in loco 
femiordinat® F f du£l® per fbcum feftionis F. Nam fi in formula 
•fubtangentis , atque in Probl. XXX. fiat foci diftantia a centra ellip- 
• Q feoi 


122 
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o 

feos /fa 5 — b' 1, erit fubtangens NF — — — — , & pofita 

/ ( a 5 — b 1 ) 

EK = x,Ff=' r c = — , EF=z a — / ( a '• — b ■ ), fiet NK = 


✓ (- 1 ‘) 


■ ( a — x ) , eritquc Af K =y = a — / (a 1 — b 5 ) 


— x\ NK.Ff 


(^) 


NF 


, & punetum M Temper erit in tangente ea- 


dem M N . Id ipfum inverfis fignis in hyperbola habebitur, & ccntro, 
atque altcro ellipfeos foco ad infinitam diflantiam abcunte habebitur 
etiam in parabola. Patet igitur pro quavis fe£tione conica propofitio 
quinquagefima tertia libri primi fecund* Divinationis Yincentii Viviani 
in libros Arifl*i de locis folidis . 


II. Si fiat y x =c. c-j- x , locus normalium omnium H Q, fig. n* 
ad fubtenfas H E parabola; E HA nianifefle erit ad parabolam aliam A M, 
eadem parametro c , eodemque axe A Q defcriptam, cujus vertex A 
diflabit integra parametri quantitate a vertice E parabolas EH A , quae 
ell Propofitio XLV. libri ejufdem Viviani. Locus etiam ad normales 

tangentis y ' = c. "c + i erit ad aliam parabolam, cujus vertex a 
prioris vertice diflabit quarta parametri communis parte, feu cujus 
focus erit in ipfo parabol* prioris vertice : qu* efl Propof. XXXVIII. 
Viviani . Hue facile reducitur Propof. CCXLI. Lib. VI. Par. VI. Gre- 
gorii a S. Yincentio: quadrata femiordinatarum parabol* dato re£tangulo 
addita produccre parabolam . Deniquc fi fiat_y • = c x -f- ar* , vel_y 1 = 
4 ( ^ c .v-f- x- ) , locus uterque fubtenfarum, & tangentium parabol* 
normalitcr ad axem femiordinat* loco ereflarum erit ad hyperbo- 
lam : 6c in priore cafu hyperbola erit xquil.itcra , habebitque axem 
tranfverfum , & conjugatum parametro parabol* sequalcm : in cafu 
altero adhuc idem erit latiis reflum parabol*, 8c hypcrbolx, axis 
autem tranfverfus hyperbol* erit parametri fubquadruplus . Ira facile 
ex formulis prxeedentibus colligitur prop. L1V. , 6c LXXXI. Viviani. 

-v 5 , locus fubtenfarum 

om- 


111. In ellipfi fi fiat ^ 5 + ^ J 
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omnium erit ad ellipfim aliam , vcl ad hypcrbolam , prout 1 a mi- 
nor , vel major fuerit quam c , feu prout in cllipfi propofita Ell P , 
fig- < 5 > 56 , axis tranfvcrfus E P , ad quern fcmiordinats KH referun- 
tur, minor, vel major fuerit axe conjugato U V. Aequatione vero 


ad hanc aliam formam dedu&a^ 2 = 

manifeflum erit priorem oblat* cllipfeos cafum elfe ad aliam EMX, 


in qua fit axis £ X : 


Sc axis ipfe ad parametrum fc habeat 


c — 1 a 

ut 2a: c — 2 a. Scilicet eadem erit parameter utriufque ellipfeos. Sc 
differentia c — 2 a parametri communis c. Sc axis tranfverli 2 a pro- 
pofit* ellipfeos erit ad communem ipfam parametrum , ut axis tranf- 


vcrfus propofita: ellipfeos ad axem tranfverfum- 


2 a c 


ellipfeos alrc- 


c — 2a 

rius . Eadem erit axium ratio in loco hyperbolico EM, qui fubtenfas 
omnes EH oblong* ellipfeos E H P exhibebit , fig. j6. , fi fiat in eafu 

altero_y ’ = (~ 7 ~) x, Bina h*c theoremata a 

Viviano tradita funt in propof. LIX , Sc LXIII. libri ejufdem primi 
Divinationis in Arift*um. 


l,t / a i — 61 \ / a * \ 

IV. Si fity’=-(— 7 —) ( 7 r—JT-(*~ x y)’ 


Sc 


fita 2 >£ 2 , atque a 1 — l '• quantitas pofitiva , ipfa xquationis difpo- 
fitione manifeflum erit locum normalium H L ad tangentes H N oblon- 
gs; ellipfeos £ UP , fig. 57., effe ad oblongam aliam ellipfim e U p, 

l a* 

in qua fit axis tranfverfus e p 


ratio tranfverfi ad 


V(« — 

conjugatum a- : b / (a '■ — 6 1 ): cujus propterea ellipfeos idem fit 
axis conjugatus, atque idem centrum cum propofita cllipfi, axis au- 
tem tranfverfus fit tertia proportionalis ad diflantiam 2/(a ! — b l J 
utriufque foci propofit* ellipfeos , Sc priorem axem 2 a : qu* eft 
Propof. XXXIX. Viviani . In oblata cllipfi , pofita 

y - =— i^a' -f- (——7—) ( a — x )~ ^ > locus normalium erit ad 

Q 2 hy- 
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hyperbolam. Fiet enim (a—x :)’ = — . ^ -(y‘ — 8* ), Sc 

cum in fig. 58. fit t/ V = 1 b,K O = M m = a—x, K Af= /n 0 =y, 
axis conjugarus ellipfeos , & tranfverfus hyperbolae U V , eritque hy- 

2 g 4 * 

perbolae parameter : qua formula continetur Propof. XLI. 

b t —a‘b 

V. Si fit y 1 =c 5 4 -— (iax—x * ) — (4a* — *•), in- 

la ' 4a 1 

quiraturque locus e M P normalium H Q ad fubtenfas oblong* ellip- 
feos EHP, fig. jo., accipicnda erit Pe=— — — , ut fiat E e= 

1 a — c 


4a* lac lac , 

• 2 a — , 6c f A = ■ — f- jr. Turn enim 11 axe 

2a c 2a c 2a— -c 

Pe, Sc parametro eadem c deferibatur ellipfis e M P , ac fit propte- 

rea e — eK . K P: K M> = ( 2 a — x ) (— — + x ) : y’, 

2a — c ' \2 a — c ) 

multiplicatis, ac rcduclis terminis eadem xquatio exfurget, quae an- 

tea proponebatur . Si fit c> 2a, 8c proponatur oblata ellipfis, fig. 60. , 

A d * 

axis P e in adverfam partem debebit accipi , ac fiet cK = h 

( 2 a 


J. a- 


bola MP, erit 


-2 a 
4 a 1 - 


•x, Sc fi parametro eadem c deferibatur hyper- 


: c = (2a- 


•> : y'- mic 


c — 2 a 

adhuc xquatio propofita eructur . Patet igitur Propof. XL VI. , 8 c 
XL VIII. quod locus in primo cafu fit ad ellipfim , ad hyperbolam 
in cafu altero , quodque in utroque cafu eadem fit parameter ellipfeos 

j ^2 3 

propofita: , 8 c axis tranfverfus fit tertia proportionalis ad dif- 

Itafc 

ferentiam parametri , 8 c axis tranfverfi propofita: ellipfeos , 8 c axem 
ipfum tranfverfum . 

VI. Signorum mutatione translatis xquationibus ad hyperbolam 
fimili modo manifeftum erit: 1 ." locum fubtenfarum hyperbolae efie 

ad 
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ad aliam hypcrbolam vertice eodem , 8c eadcm parametro defcriptam , 
in qua axis tranfverfus fit quarta proportional is ad fummam parame- 
tri , 8c axis tranfvcrfi prioris hyperbolae , axem eumdcm tranfverfum , 
& parametrum : II. 0 locum normalium ad tangentes hyperbola: ede ad 
aliam hyperbolam, in qua idem fit centrum, & axis conjugatus hy- 
perbolae prioris , axis autem tranfverfus fit tertia proportionalis pod 
diflantiam focorum data: hypecbolae, & ejufdcm axem tranfverfum : III. 0 
locum normalium ad fubtenfas hyperbola; ede ad aliam hyperbolam, 
cujus idem fit parameter, axis autem tranfverfus fit tertia proportio- 
nalis pod fummam parametri , & axis tranfverfi hyperbola: propofita: , 
atque axem ipfum tranfverfum . Sunt ha: Propof. LX 1 X. , XL. , 8c XLVIII. 
libri ejufdem Viviani , 8c cum invefligationes hae omnes fint modo 
aliquot formularum analyticarum brevidima corollaria ob fingularem 
clegantiam reduftionum non prxtcreunda: in Algebra: Hidoria, 8c In- 
ditutionibus videntur ede . 

VII. Si conicae fc&ionis centrum fitO, fig. 53., manentibus de- 
nominationibus praecedentibus , erit femidiameter OH in ellipfi 

V^— .uix — a — x in hyperbola vero </{^ — .lax-f-x'-f-x-f-a 

Qui itaque eadem rationc longius velit progredi inveniet femidiame- 
trorum locum in ellipfi oblata ede ad ellipfim aliam conccntricam , 
in oblonga vero ad hypcrbolam, 8c in hyperbola adhuc ede ad aliam 
hyperbolam . Simili calculo patebit etiam locum re&arum a dato quo- 
libet axis pundo ad punda omnia fedionis conica: dudarum ede ad 
fedionem conicam , 8c generaliter folvi poterunt problemata quae pro. 
pofuerat Vivianus in quarta parte libri ejufdem primi , 8c Gregorius 
a S. Vincentio in libris lexto, 8c leptimo de Quadratura circuli. Fa- 
cilius etiam ad aequariones rcvocari podent problemata , qua: propo- 
fuerat Vivianus libro fecundo Divinationis in Aridaeum , ubi quaeritur 
locus femiordinatarum , quarum quadrata exaequent fummas, vel dif- 
ferentias quadratorum abfeidae , & condantium quantitatum , aut rec- 
tangulorum abfeidae in quantitates alias condantes . Nec funt diffi- 
ciliora problemata libri tertii de verticibus triangulorum data ratione 
laterum , angulorumque ad bafim deferiptorum . Modo ad aequationes 
alias, condrudiontfque magis implexas tranfeanaus. 


PRO- 
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PROBLEMA XLI. 

Punftum Z invenire, fig. 61., a quo ad quatuor refitas pofitione 
datas G E , II B , FC, G K fub datis angulis ducks recks alia: quatuor 
ZA, ZB,Z C, Z D inter fe datam rationcm habcant . 

Fiat E A=zx , ZA=y, producaturque ZA'mll, 8c K ufque ad 
concurfum duarumEB, GK. Quia ob datum angulum GE B , quo 
bins reel* poiitione dat* GE, II B fe interfecant , datumque angu- 
Jum ZA G , quo recla Z A ad G E ducirur , dantur anguli omnes trian- 
guli E All , 8c datur proportio laterum, fit A E : A H= i : f, 8c fit 
A H— f x , 8c Zll=y- \-fx. Simili modo ob dat os angulos trian- 
guli Z 11 B Ji fit II Z : B Z = i h, erit D Z = h.(y- {-/ x) . Pofita 
etiam£F=a, A F =z a — x, ob datam pofitionem rectarum pro- 
pofitarum, 8c datos duClarum cum re£lis iidem angulos, fi fit A F: 
AIz= i : g, erit AI=z g ( a — x ) , 8c Z I =z y — g ( a — x) : Sc 

pofita Z I-.Z C = i : l erit Z C = / (y — g . a — x) , Denique po- 
fita E G = b, AG = b — jr , 8c AG: A K z=z i : m , erit A K = m 
( b — x ) 8c Z K — m ( b — xj — y : ac pofita Z K : Z D = i : n, erit 

Z D=n(m . b — x — y ) . Cum itaque datis hifee omnibus efle debeat 
1 . ZA—y , U. Z B = h(y+fx), 

UI . ZC= l(y-g.T^) , IV. Z D = n(m.b — 7 —y)-, 

data infuper ratione quam aut reel* ipf* habere debcant inter fe 
aut quam fumma, vel reclangulum duarum quantitatum in fe ipfas, 
vcl in datas alias quantitates du&arum habent ad confimilem fum- 
mam, vel ad reclangulum aliarum, mdeterminat* utriufque .v , Sc y 
ratio , 8c locus Geometricus puncli Z determinari poterit . 

COROLLARIA. 

I. Si re£tangulum unius ex quatuor reftisZ^, ZB, ZC, ZD 
in quantitatem conflantem duel* tequari debeat fumms reelangulo- 
rum ex tribus rcliquis in tres datas alias quantitates fcorfim dudlis , 
aut fi bina fimul hujufmodi reetangula xqualia fint binis aliis fimul 
fumptis; in xquatione, qu* exfurget, indeterminatx x, 8c y non nifi 
ad primam dimenfionem affurgent , 8c propterea locus Geometricus 
puncFi Z erit ad lineam aliquam reclam : fcilicet puneluin illud, a 

quo 
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quo reft* quatuor ad quatuor alias pofitione datas , fub datis angulis, 
atquc his conditionibus retlangulorum xqualium ducentur, crit in li- 
nea re£la datac pariter pofirionis. 

II. Patet igitur propofitio XXIX. Lib. I Apollonii de locis planis, 
quam Robertus Simfon geometricis, ac prolixis adeo demonftratio- 
nibus reftituit : Si lint quatuor line* pofitione dat* , non omncs inter 
fe parallel* , 6c ad ipfas a quodatn puncto ducantur re£l* line* in 
datis angulis; lit vero reclangulum contcntum data reila, 5 e una ex 
duclis sequalc reclangulis contentis fub reliquis duclis in totidein datas 
re£tas; vel lint reclangula contenta duabus ex duclis, & datis reftis 
fimul atqualia reclangulis contentis fub duabus reliquis, Sc reclis pari- 
ter datis : pu net urn illud in cafu utroque re clam pofitione datam con- 
tinget . Perindc crit ft eadem reclangula non quiuem *qualia lint inter 
fe, fed ad fe invicem datam rationem habeant: vel fi reclangula 
omnia fimul fumpta xqualia lint fpatio dato: vel fi qu*dam ex rec- 
tangulis fimul fumpta dato fpatio reliquorum fummam cxccJant. Sem- 
per cnim punctum illud reclam aliquam pofitione datam continget. 

III. Propofitiones ali* , quas Apollonius ad vigefimam nonam 
pnemiferat , non funt nil! peculiares cadis, qui fola formularum ante- 
cedentium infpe£lione patent , ut ell propofitio vigefima fexta , quam 
viginti paginis Simfonius in editione Glafguenfi anni 1749 explicave- 
rat : Si fint tres reel* line* parallel* , 6c pofitione dat* , atque ad 
ipfas a quodam punfto ducantur line* reel* fub datis angulis , fit 
vero reftangulum contentum data recta, 8c una ex duclis, fimul cum 
co , quod continetur data , Sc alia ducta , atquale reclangulo contento 
data, & reliqua ducla: punflum illud reclam pofitione datam contin- 
get. Adhuc fpecialis cadis eft propofitio vigefima fecunda, in qua ad 
binas reclas parallelas bin* reel* fub datis angulis duccnd* propo- 
nuntur, qu* inter fe datam rationem habeant. Eodein modo pro- 
pofitiones ali* libri fecundi Apollonii de locis aliis ad lineas reclas, 
8c circulos pertinentibus faeillime analytkiis formulis poflent exprimi. 

IV. Si fumma duarum reclaruni data fit , 8c datum pariter dua- 
turn reliquarum reclangulum, habebitur probleina, quod apud Nc wto- 
mun eft vigefimum tertium Arithmetic* Univerfalis. In hocautem cafu 

C * ■ fi y 1 « 

fi fit hy ' + fh xy =c’, five ■■ — , Sc fi fumma duarum 

/ by refti- 
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rcdarum Z C ,Z D fit e, fubflitutione indeterminate x facia , & redu- 


( c a — ~ h y x \ 

— ~fhy — ^ ~ e 

Iga — nmb, equatione ordinata, extradaque quadratica radice va- 
lor indeterminate alterius y eruetur . Simili modo dererminari poller 
pundum , a quo ad plures , vel pauciores redas pofitione datas rede 
alia; totidem duccnds lint, ca lege , ut aliquarum fumma, vel dif- 
ferentia, aut redan gulum reliquas eadem ratione acceptas exaequent. 
V. Si redangulum Z A. Z C ad redangulum Z B . Z D efle debeat 

in ratione data, & fit hujufinodi ratio i :e, fiet/fj'’ — gy- a — x ) == 


f h n (m y . 6 — x—y ! -}- f mx.b — x — f xy ) . Hoc celebre proble- 
ma eft olim ab Euclide inchoatum, & ab Apollonio Geometrice com- 
pofirum , cujus refolutione analytica Cartefius in duobus libris prioribus 
Algebram Geometria: applicare docuit , k cujus deinde non quidem cal- 
culum , fed compolitionem Geometricam , qualem veteres defiderabant , 
Newtonus gencraliter, & clegantillime exhibuit in Lem. XVIII., & XIX. 
Lib. I. Princip. Mathem. At vero in hujufmodi calculis commodum 
in primis eft ut fola formularum quarumdam infpedione illico intelli- 
gatur, qua* apud veteres maxime difficilia videbantur: fcilicet pun- 
ftum Z femper eftie ad fedionem aliquam conicam. Ut pateat quanam 
ratione aequationes etiam adeo compofitae line ullis fubftitutionibus ad 
fediones conicas reduci polEnt , addemus ingeniofum aliud problema 
a celebri Klingenftierna olim folutum , cujus Geometricam conftrudio- 
nem , fupprefsa analyli , ac demonftratione , Clarifs. Melanderhielm 
aliquot ab hinc annis mecum per litteras communicaverat . 
PROBLEMA XL II. 

-Si a duobus pundis A, & B, fig. 6*., edudis redis ADC, BEG 
concurrentibus in pundo G , & a reda politione data C H auferenti- 
bus fegmenta CD, CE ad datum pundum C terminata, que lint in 
data ratione ; invenire locum concurfus G . 

Fiat AB=a, B O = b,CO = c, atque ex G in A B produdam 
demifso perpendiculo GL fiat B L = x , GL=y. Sit etiam data 
radio CD: CE = m: i , k linus anguli COB vocetur h , colinus l, 
k linus totus accipiatur pro unitate . Quia angulus externus O EG 

equal is 
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xqualis eft fummx duorum ad B , Sc 0 intemorum, ex Trigonome- 


triac dementis erit fin . O EC = fin. O E D = 


h. BL+l. G L 


■ . atque 


erit pariter fin. O D C = 


k.AL + I.CL 


, & fi pun&um O ad partem 


alterutram extra retlam A II cadat erit 

EO = ——.BQ c =-- C ~ B O — 

fin.OEB h.BL+I.GL hx + ly 


ro — Cm ' DAO ic~ GL - yl ° — a + b -y • 

fin.ODC' h.AL + l.GL h.^fx + ly 

Cum itaque ob conditionem problematis efie debeat mi i — C O- C F — 

I)0-c:£0-^^» C :i_ Cj prodibit 

m — i . c (h a ■ +h x+ly) (h x+ 1 y)= m b h a y +(m b — b — a) (hxy+ly') 
Eaacm autem manebit xquationis forma fi pun&is G , L in par- 
tem adverfam fumptis , fig. 70 , accipiatur B L = — x, AL = j — x, 
G L = — y . Cum enim finus , 8c cofinus angulorum oppofitorum 
GBL, OBE figno contrario debeant accipi , erunt y , 8c x finus , 
& cofinus anguli OBE ad radium B G relati : ac pariter y erit 
finus, 8c x — a cofinus anguli OAD relati ad radium AG. Quarc 

erit fin. B E 0 = » fin. D AO=. , £ 0 = 

by • ay b y 

- — -—r- > 8t £>0= - — — : crirque ob conditionem proble- 

hx-\-ly hx — ha + ly ^ r 

matis m : 1 = C D : C E = T - *-*** c: -±l f , perin- 

hx ha-]-ly hx-yly 

dc ac fi priore afifumpta analogia indeterminatx utriufque x, y lignum 
invcrteretur . In cafu ctiam fig. 71. erunt — y , 8c-f-x finus, 8c cofi— 
nus anguli OBE relati ad radium B G , 8c — y , x — a finus, 8c co- 
finus anguli OAD ad radium AG relati: 8c fi k, l ut anrca fint 
finus, 8c cofinus anguli COB, finus anguli oppoliti £ Oo erit — h, 
cofinus — l . In cafu fig. yi, negative accipiendx erunt quantirates 

R h. 


CL. JO 


matis m:i 
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h , l,y, 5t utrobique debebit efle m : 1 = D 0-\-c : E 0 -\-c, atque 
eadem Temper erit forma acquationis . 

Si pun£tum O cadat intra.4, 8c 2? , fig. 66., ac fint h , l finus , 
& cofinus anguli COB, erunt — h, — / finus, 8c cofinus anguli ex 


y 

adverfo pofiti A OD-. ac pariter fi fit finus anguli G B L, erit 


— y 

BG 


finus , 8c * cofinus anguli E BO. In hoc igitur cafu erit fin. C £ B = , 

B G 

fin. O EB=z fin. COB + EBOe= ~~ fin- 0 D A = 


— h. a + x — ly 
AG 

ac fict m: 1 = 


, £ 0 = - 

ay — by 


b y 

■ Ax — ly 
+ c:c— 


,D0 


a b . 


— ha — hx — ly 

b y __ a y — b 

-ha — hx — ly.‘ hx-\-ly ha -{- hx-{- ly 

. c , eademque adhuc sequatio habcbitur nifi quod loco 

hx+ly 

m b — b — a fcribere oportebit mb-\-b — a. Ita igitur terminis juxta 
dimenfiones femiordinat* x difpofitis fiet generalis sequatio problemati, 


by 


l Ixy I'y* 


mbay 


--{-ax 


m — 1 . c h 

(mb^-b — a) lay 

■ (hxy + ly') + - — = 0 . 

m — i.ch' h 


COROLLARIA. 


I, Si in fig. (>i. pun&o O ad infinitam diflantiam abeunte fiat 
HC ipfi AB parallela, 8c fitCO=BO=:c=^, utraque autem reQa 
fit infinita, parallela; utriufque diflantiam aceipiendo pro unitate, erit 

— = fin £05=A, 8c hc=i=l. Itaque in priore aequatione fe 

c 

utrimque dcflruent termini m — t.cl y',bm — b.ly-: ac deinde cum 

fit ch ; =A = — , termino hujufmodi , 8c alio, qui per ah ducitur , ne- 
c 

glcdo 
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gledo ob parvitatem , fupcrerit m — 1 . a y -(- 1 xy =z:may-\-m — 1 .xy 

— ay' 1 , ac fiet m — 1 . jr-f -ay— a. Erit itaque locus hujufmodi ad 
lineam rcdam, qua: tranfibit per pund um C, Sereda: A B product*, 

fig. 63., ita occurret in pundo F, ut pofita y—o, fit x=.BF=z — , 
• m — 1 

& fit propterea B F: A B = 1 : m — 1 = C E : D E . 

II. Quod fi vero H C dato angulo reda: A B occurrat , fig. 64., & 
pundum C fupra reclam eamdem cadat.ac fit O C=c—o , evanefeente 

priore generalis sequationis termino fupererit tantum ( m — 1 .6 a) 

(h x -\- 1 y ) ■{■ mb ha = o , & locus adhuc erit ad lineam redam . 
Pofito autem y = 0, cum pundum G fupra redam A B produdam in 

mb a. 

A' cadet, fiet BN—x = — - - : & pofitoa:=:o, cum reda 

a — b. m — 1 

B G fiet ipfi A B perpendicularis in pundo B’ erity = - 


mb hi 




al — bl. rn — i 

atque ita in cafu anguli G B IVredi erit 15 G: BN = h:l, quae eft ra- 
tio finus ad cofinum anguli D C B , adcoque N G I erit redae C E D pa- 


rallel . Quod fi igitur accipiatur CN = 


CA.CB a-\- b .b 


CF ~ CF ’ & 
FA: F B= C F -f-a -\-b : CF -|- b -=.m : 1 , efle oportebit C F= 
a — b . m- 


I # a + b.b.m — 1 

— , adeoque erit C N = , Sc B N = 

a — b.m — 1 


CN + b = 


terea m- 


a — b.m — 1 

III. Si fit 0 A: 0 B=a -f-b: b = C D: C E = m: I , Sc fit prop- 
a m 


. b — a = o,bz=- 


* i*y ,i'y' 


+ 3X-f 


m — 1 m 
la 


= fupererit aequatio 


'y 


'-by — o. 


* h ’ k‘ ‘ ” ‘ h ch 

quam illico patebit efle ad parabolam quod quadrata x* , y* eodem 
figno afficiantur , Sc quadratum dimidii coefficientis redanguli xy aeque- 

R 1 tur 
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tur coe/Tcienti quadratic 1 . Quod fi trquatio ad hanc formam revocenir 




parabola, quse problcmati fatisfaciet illico hnbcbitur fi in fig. 6j. du- 
cantur Q B ad CL, C Kad A L , Se B P ad O D parallels , 6c para- 
f d *-f~ b \ 

meter fit . 6 , fumptaquc BN= ' t a , 8c MNK parallela ad 


(2 * C 

camdem OD , ac pofita MN= — - . fit M vertex, ScMKdia* 

4 b . a -f- b 

meter femiordinatarum omnium G K . Ita enim cum fit B Q : B P 

z=zA:i,UBQ:P Q =A:l ,&aB P = ^~ = NK,MK= 

h 4 b . a + b 

+ 2 -,PQ=siZ t GK — x+t-Z + ia, eritque MX.^ 4 = 

« a 0 h * C 

G K*. Patec autcm parabolam tranfirc per punftum C , quia ubi fit 
•N K = C Oz=c, reftangulum parametri in abfcifiam a 1 -f- a b -f- b 1 
scquatur quadrato reft* NO, five ^ a- f-6. 

IV. Si punftum O fit medium inter A, 6c B erit parabola; para. 

( a — -6\ 

j. 6 , 8c reliqua manebunt omnia qua: antea . In cafu 

etiam utroque parabola tranfibit per punfta A , & B : Pofita enim 
y = o , fupererit <tar-j-x* = o, ac fietar=o, 8c a : = — a . Idip- 
fum univerfim valet fi in gcnerali sequatione problematis non evauef. 
cat terminus m bfb — a, 8c omnes arquationis termini debeant ac- 
cipi: aJhuc enim terminis omnibus acceptis, & pofita yz=.o, fiet 
a x-{- x' = o . Nullus autem locus erit problcmati fi refta pofitione 
data CH tranfeat per punftum A, 5 c B, 6c AD fupra A B cadat: aut 
fi fuerit C A: C B = CD: C E , fig. 64 , fic reft* B E , A D inter fe 
parallels nullibi fe intcrfecent. 

V. Si omnes xquationis generalis termini debeant accipi , 6c qua- 

il .mb^-b — a 

dr. to x a coefiiciente omni exloluto fit I — ) coef- 

h m — 1 .cA ' 

ficiens 
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ficicns re£languli x y , 8c coefficiens quadrati alterius y l fit 

h 

( m b ^ b — a 

— ) . /, Sc quadratum dimidii prioris coefficients majus 

m — i .ch 1 ' 

fit coefficiente altero ; juxta Coroll, II. Probl. XXXVII. locus erit hy- 
perbola relata ad diametrum . Singularitas a?quationis , qux ob termino- 
rum multiplicitatem non ita facile ad priorcs Hopitalii , & Craigii for- 
mulas revocaretur, exigit modo ut hyperbolae clementa exhibeamus. Sc 
uno fimul exemplo oflcndamus quanam ratione implicatiores etiam 
aequationes quam quae haflenus fucrant propofitac fine uliis fubftitu- 
tionibus ad conicas fefliones rcduci poffint . 

PROBLEM A XLIII. 

Generalem eamdem aequationem ad hyperbolae formain reducere. 
mb^b — a 

Fiat — — e= f. Sc fit generalis aequatio problematis 
m — i . c 

, . , l1 — A , f 1 '— / /^ .. , la y mbay. 

* 5 + ( )vj -f ( • )y' -t-axj ===== . 

V h J V ' h m i.eh 

, f l y * afy , 

Quia in priore xquationis parte deficiunt termini' — — - -J- r a% * 

4 h 4 i h * 

(i—'j) 

ut compleatur quadratum quantltatis x -j — y f la, tri- 

h 

bus iifdem terminis utrimque additis habebitur alia aequatio 

/ ,, \ • f y' a fy . mb *y , . 

^ k ' 4 h* ih m — i.ck 

= i ,, ( yt iay I * mba y = 

4 h 1 fh m — i.chf 1 f* 

, /v a imba mba * m' b' a' 

'-/■{— 4 - ) +z= r— — . 

4 ' ,4 f m — l.cf*' m — I . cf (m — l.cf) 1 

mb — b — a 

Jam vero fi accipiatur /== ,8c m — i.c/=mb — b — a. 


m — i . c 
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mb a' / — a — b ' 

c f ' m — I . cfb 


mb a' 


( mb \ mba' / — a — b\ mba * 

, ______ )___ =( )= = 

m — l.cf'm — -l.cf '/n— l.cf' m — l.cf 


f 


mb a* ,a~\-b . mb-\-b — a 

: ac panter fi hat — = /, erit i — 

m — i . c 


( mb — b — a )* 

mb b — a 

m — i • cf m — i . 




( mb \ mba * 

1 — = ) == = 

m — i . cf' m — i . cf 

(mb — b-\-a) 


mba*. a — b a imba 

, atque erit — - — (- — 

(mb-\-b — j) J f in — l.cf 1 f(mb-\-b — a ) 

Quare binis fimul cafibus fpedatis erit generalis arquatio problematis 


(mb±b-{-a). a\ , . mba' .a±b 


( 4-i y 1 f ( y i (”***+*;■ 

V h ^ ' ) ■'■'VA /'(mb^fb — a)/ (mb±b — a) 1 ’ 

quam patet efle eamdem a:quationcm hyperbolae , quae ad diametrum , 

(l—'-f) 

U ad diametri femiordinatas x-\ - . v -f '-a referatur. 

h * 1 

COROLLARIA. 

I. Si fit B L = x ,CL =y , accipiaturque B N = - B H = 1 a', 
fig. 67. , & produda B L fiat G L: LP = h : / — ~ f , & G L: G P = 


h : / ( h "■ -f- / — \f) == ^ : / ( 1 — ^ /+ \f‘) == ^ : ducantur- 

que G P , N K , ac pariter PN, G K inter fc parallels, erit G K = 




( t — hf ) 


fc y 

y -f- - a, 8c K N= — . Quod fi igitur produda K iV 
>• * A 

xrr , a k ( m b i b + a ) „ x, rr ak>j(mb.a±b) 

accipiatur NV— — ; r & M v =— ft—. -> ac 

f(mb^-b — a) ffmbfa — a 

centro V, & femidiametro tranfverfa Af V, quae ad femidiametrum conju- 

gatam fe habeat \xtik\f, defcribatur hyperbola 4 MB G erit 4 k':f : z= 


,,ty - a(mb±b+a) \ 1 a* k* .mb.a±b / Q — • ~f) 

\ h ffmb^-b — a)) f‘ (mbTf-b — a) * \ , 

unde cadem squatio eruetur , quae fucrat propofita . 


y+\ *)» 

II. 
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II. Facile vero intelligitur hyperbolae afymptotum V U, fig. 68., 
efle red* EO D parallelam . Nam fi per M ducatur diameter con- 
jugata U u , quae fit red* propofit* A B , 8c femiordinatis hyperbolas 
parallela , & in illam ex V demittatur perpendiculum V m , eric 
Vm: VM==GL:GP = h-.k,VM:Mm=k:l—±f,VM:VM 

= adeoque V M : U m = k : l, tc Vm: U m = h:l , quae 

eft ratio finus, 8c cofinus anguli EOB. Inde etiam eruentur anguli 
mV u,V Vu, 8c fingula elementa hyperbolae innotefeent. Ex ipfo 
etiam fenfu problematis colligetur hyperbolam tranfire per pun£lum 
C. Nam fi pundum G in C cadat, fig. 67., evanefeent bin* intercept* 
C E , CD, 6c pundum idem C adhuc problemati fatisfaciet . Alia 
infuper hyperbol* oppofitae puncla pertinebunt ad cofdem cafus pro- 
blematis. Similis eftet redudio aequationis, ad quam in quinto corol- 
lario antecedente celebre illud veterum Geometrarum problema de- 
dudum eft, 8c qu* pariter redangulum indeterminataruin xy, 6c 
quadratum indeterminate; alterius y ! diftindis coefiicientibus bis com- 
pleditur . 

SCHOLION. 

Klingcnftiemae conftrudio hujufmodi eft. Jungatur primo AB, 
producaturque fi opus fit , 6c fi ea parallela fuerit redae politionc 
dat* CH, fig. 63., in reda AB ita fumatur pundum F ut fit FA, 
FB in data ratione CD : C E , atque idem fit ordo pundorum F, A , B, 
qui eft pundorum C, D ,E : qu* per punda F, C ducetur reda qu*- 
fitum locum exhibebit , ut in Coroll. I. Probl. XLII. explicatum eft . 

Deinde fi A B, fig. 64., dat* red* CH occurrat in pundo C, 
nee tamcn fuerit C A : C B = CD: C E , pofito eodem ordine pundo- 
rum C, A, B, qui eft pundorum C, D, £ ; fumatur in reda AB 
pundum Fut fit FA:FB = CD: CE, firque idem ordo pundorum 
F,A,B, qui C, D,E. Ad CF,CA, 8c C B fumatur quarta proportio- 
nals C N, ita quidem ut punda F, A, B, N, vel cadanr omnia ad 
eafdem partes pundi C, vel cadant bina ad diverfas partes. Per pundum 
JV ducatur Nl parallela pofitione dat* CH, 8c crit reda NI locus 
quaefitus : ut fert alteram fuperius corollarium . 1 

Tertio BAB occurrat ipfi CH in pundo 0 , quod fit diverfum 

a 
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a pundo C, fig. 6 j. , ac fuerit O A: O B = CD: C E , pofito eodem 
ordine pundorum C,D,E, qui eft pundorum 0 , A, B, locus quae* 
fitus crit parabola tranfiens per tria data punda A, B, C , & habens 
diametros fuas parallelas red* pofitione dat* C H : quod eft corolla- 
rium tertium fuperius. 

Quarta conftrudionis a Klingenftierna tradlt* pars erat, quod 
fi A B occurrat ipfi C H in pundo 0 , quod quidem diverfum fue- 
rit a pundo C, fig. 66., nec tamcn fuerit OA:OB=CD:CE f 
fumatur in .4 5 pundum F ut fit FA : FB = CD:CE, fitque idem 
ordo pundorum F,A, B, qui C,D ,E. Ad FO, FA, FB fumatur 
quarta proportionalis F M, & ad OF, OA, OB quarta proportio- 
nals ON, ita quidem ut punda 0,A, B,M, vel cadant omnia ad 
eafdem partes pundi O , vel bina ad partes divcrfas cadant . Per 
punda M , N ducantur red* line* , M S quidem parallela ipii F C , 
& N R parallela ipfi C 0 : & afymptotis MS, NR defcripra hyper- 
bola qu* tranfeat per pundum C, cum hyperbola oppofita erit locus 
qu*fitus , & ilia quidem per pundum A , h*c vero per pundum B 
tranfibit. Hanc loci Hyperbolici conftrudionem D. Klingenftierna in- 
dicaverat . Hyperbolam alia ratione debere conftrui in hoc proble* 
mate oftendimus . 

CAPUT QUINTUM. 

DE INVOLUTIONS 

ET EVOLUTIONE ALGEBRICA. 

Q Uantitatum algebricarum involutionem appcllavit Simpfonius 
qua a datis quibuslibet quantitatibus ad-produda, & potentias 
cujusque ordinis fit tranfitus : evolutionem , qua fit regreflus 
ab xquationibus , aut potcnriis quibuslibet ad radices, quarum per fe 
ipfas multiplicatione potentix propofitx exfurgunt . Aequationes cu- 
juscumque ordinis ex produdis terminorum, five xquationum fimpli- 
cium confurgere primo obfervaverat Harriottus . Generalem xquationum 
theoriam ad ccrtam formam rcvocarunt Cartefius , & Newtonus . Ii 
rcgulas prxcipuas tradiderunt , qu* numerum , ac diftindionem radi- 

cum, 
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cum, produ&orumque ordinem , ac progreflionem rcrpiciunt. Genera- 
tes potentiarum , 8c radicum cujuscumque ordinis formulas primus om- 
nium exhibuit Newtonus in litteris anno 1676 ad Oldemburgum da- 
tis^ut nefciam quid in arithmetico Pafchalii triangulo invenerit Joannes 
Bernoullius quod indicet Newtoni formulas pro exprimendis potcntiis 
cujufcumque ordinis , 6c pro radicibus cujufcumquc pariter ordinis ex 
quantitate quavis propofita cducendis aliqua ex parte Pafchalio jam in- 
notuilTe . Atque id quidem tanto fidentius diet debet, quod fupreflTas 
a Newtono ipfo demonftrationcs non nifi ferius, ac laboriofius Geo- 
metrae alii fupplev^rint . Aliam formularum earumdexn demonftran- 
darum rationem proponemus poflquam praemifla erunt , quae ad gene- 
fim, 5c naturam xquationum omnium praecipue pertinent. 

PROBLEMA LIV. 

Radicibus quibuslibet in fe dud is acquationum inde prodeuntium 
naturam explicare . 

Sint a, b, c,d, e 8cc. diverfi valores, quas indeterminata x in 
cafibus quibuslibet propofitis habere potell , 6c fit primo x = a , fivo 
x — a = o, deinde fit x — b = o, atque ita pariter x — c = o, 
x — d=.o 6cc. . Duabus, tribus, quatuor 6cc. fimplicibus hujufmodi 
arquationibys in fe invicem du&is , atque ordinatis terminis prodibunt 
aequationes totidem fecundi , tertii , quarti gradus §cc. hoc ordine 

I. x — a = o 

II. x * — -j-ab=o 

-if* 

III. x'i— - — abcz=o 

b >■ x* -J - ac \-x 

— c J + b c J 

IV. x* — 4 l + a 6 "j — abc] -j - abcdxszo 6 cc. 

— +« 

c j + b c 

— dj +a d 

+ db 

+ cd) 

COROLLARIA. 

I- Formularum hujufmodi , aliarumque omnium , quae repetitis 

S alas 
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aliis multiplicationibus fimili Temper modo haberi poflent , confidera- 
tione manifeftum eft primum ®quationis cujufquc terminum efle in— 
determinatam ipfam propofitam ad poteftatem exponcntis illius eleva- 
tam, qui multiplicationum , feu radicum numerum exasquet, atque 
exponentes alios indeterminate in terminis ordine fubfequenribus uni- 
tate Temper imminui , Sc numerum terminorum unitate Temper majo- 
rem efle radicum numero . Manifeftum eft etiam coefficientcm Tecundi 
tequationis termini efle fummam radicum omnium inverfo figno accep- 
tarum : cocfKcientem tertii termini efle fummam binariorum , quae ex 
radicibus ipfls Tub proprio figno acceptis eflici poflunt : coefficientem 
tertii termini efle fummam temariorum mutato adhuc figno See. , ac 
denique ultimum terminum efle factum valorum omnium indetermi- 
t®, five radicum omnium, fervato , aut inverfo figno prout numerus 
terminorum aequationis impar fuerit, vel par: qu® funt pracipu® , ac 
celebres Harriott! regulae . 

II. Ex xquationum earumdem confideratione manifeftum eft in- 
fuper , quod fi vaiores radicum omnium ut antea reales , ac pofitivi 
accipiantur , a , b , c , d Sc , figna -(- , Sc — tot vicibus alterne fe ex- 
cipient quot erunt numero radices ipf* . Quod fi autem fuerit xz=z 
— a, xz=s . — S,ar = — cScc., Sc radices omnes accipieqd® fint ne- 
gative , immutanda erunt figna terminorum ordine parium , in quibus 
radicum a, b,c. Sec. producta funt difparis dimenfiones. Sc totidem 
habebuntur figni ejufdcm Tuccefliones. Denique fi nonnull® quidem 
radices pofitiv®, nonnull® negativ® , omnes autem reales fuerint, tot 
erunt fignorum altemationes quot radices pofitiv® , Sc tot fignorum 
(uccefiioncs quot radices negativ®. Ita fi tres radices fint -f- a , -f- b , 
Sc — t, be fita-f-S> c Tecundus xquationis cubic® terminus negati- 
vus erit: Sc cum produclum trium radicum contrario figno acceptum 
fit pofitivum , Jive coefficiens tertii termini politivum , five negativum 
valorem habeat , aut a fecundo ad tertium , aut a tertio ad quartum 
una fignorum fucceflio habebitur. H®c eft Celebris alia Cartefii regula. 
Cartefius ipfe. Sc Newtonus hac induftione , ut in tot aliis Algebr* 
articulis, regulam Tatis demonftrari cenfuerunt. 

HI. Patet autem quod fi in squationc aliqua x m — />*• — '-f- 
qx m — 2 — rx" •> Scc.=ufit/7 radicum Tumma, q fumma binario- 
rum, 
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rum, r ternariorum 8cc. , aequatioqem ipfam multiplicando per. x — e 
s= o , coefficiens fccundi termini fiet p -\-e , nimirum novae, ac prio- 
rum radkum fumma : coefficiens tertii termini q -J- e p , feu fumma 
priorum binariorum , aliorumque quae ex novae , ac priorum omnium 
radicum combinatione oriri poffunt: coefficiens quarti termini r-\- eq , 
five adhuc fumma ternariorum 8cc. . Quare fi in aequatione aliqua 
Harriotti rcgula locum habeat, ea etiam in aequatione alia altioris 
ordinis habebit locum : 8c cum in aequationibus fccundi , tertii , ac 
quarti gradus manifefta fit regula , hoc ipfo ad quinti , 6c altiorum 
aliorum ordinum aquationes traduci poterit . Siniili modo oftendetur 
quod fi in aequatione aliqua fignorum lex , 8t Cartefii regula locum 
habeat , ut in aequationibus tertii , 8e quarti gradus , multiplicatione 
per x — e facia prioribus fignorum mutationibus una adhuc mutatio 
accedet: 6c una amplius fignorum fucceflio habebitur , fi propofita 
aequatio per x -f e multiplicetur . 

IV. Si bin* aequationes fint inter fe identicae , & ex iifdcm pro- 
duttis radicum earumdem confurgant , eadem etiam utrobique erit ra- 
dicum fumma, 6c fumma binariorum, ternariorum 6cc. , ac eoefficien- 
tes omnes analogi aequales erunt inter fe. Hoc principio Cartefius pro 
aequationibus quadrato-quadraticis ad cubicas reducendis primo ufus 
eft : atque hue etiam reducitur methodus , quam vocant coefficien- 
tium indeterminatorum , qua fcilicct coefficientibus indeterminatis arqua- 
tionis identic* affumptis terminorum analogorum comparatione coef- 
ficicntcs finguli, 8c aequationis genefis determinatur. Si in aequatione 
aliqua deficiat fecundus terminus, oportet ut pofitivx radices fimul 
fumptx negativis omnibus aequales fint : ac pariter fi tertius , aut 
quartus terminus deficiat, oportet ut binaria , aut ternaria, 6c qux po- 
fitiva , 6c qure negativa funt inter fe tequentur. Si poftremus, 6c con- 
ftans aequationis terminus deficiat, oportet ut aliqua ex radicibus eva- 
nefcat , 8c tota aequatio fit divifibilis per.v = o. 

V. Generatiin cum terminus ultinius fit produ£tum radicum om- 
nium , propofita quaevis aequatio ad inferiorem gradum deprimi pote- 
rit explorando diviforcs omnes ultimi termini, 6c divilionem tentando 
per aequationcm aliam compofitam ex fumma, aut differentia propo- 
fit* indeterminate, 6c cujuspiam diviforis. Ut fi proponatur aequatio 

Si — 


UO 
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— ■} x ' — r 3 * 4 - 1 5 =#, in qua juxta Crnefit regulam binte 
funt radices pofitivx , & una negativa , cum div, fores ultimi termini 
fint i, 3,3, peragi deprehendetur divifio per a: — i=o, x + j 
== 0 , x — atque hse propterea erunt radices ae juarionis . Ad 
diviforum omnium delectum regulas quasjam Clairaut Par. III. Alge- 
bra, AVaeflanacr , aliique authores fuppeditarunt . At in cafu quovis 
propofito compendia alia ax aliis Harriott! regulis erui potcrunt : ut 
fi tentandi fint divifores i , 3 , 5 , ac bini pofitivi, unus vero elTe de- 
beat negativus , fumma omnium -f- 3, 8c binariorum fumma — 13, 
patet non alias elle radices tequationes quam x — 1 — - o , r -f- 3 — o , 
x — S=o. Hsc elementaria principia indicalTe tantum fufficiat. 
PROBLEM A X L V. 


Binomia quantitate per fe ipfam utcumque ducla poteftatum indc 
prodeuntium formarn, atque ordinem determinare . 

Si quantitas a -f -5 aliquoties ducenda fit in fe ipfam, fubflituendo 
in antecedente problemate a loco x, 8c exiequatis radicibus omnibus 
b, c, d Sic., fiet a-j-b radix 
a' -\-lab-\-b'- quadratum 

cubus 


a> -f- 4 at b -f-6u « b *-f- 4 ab> -f-i * quadrato-quadratum 

S a * b \oa'' b- 10 a* b' -\- 1 a bl -f - b< quadrato cubus 8cc. 5 
quae generatim exprimentur fi pro quovis exponente m fiat (a-\-b) m 

-1 m — 1 


_ , m , , rn m— 

-a •$ .a'" — 'b4 . 

I 12 


1 m m- 

— . a b -- 1 . 

1 2 


~-’b 3 


i 






a”— < 8 * Sic. + b” . 


Id ex formulis ctiam Probl. X. ad cafum antecedents problema- 
tis rclatis po/Tet direcle colligi . Cum enim quantitate «-f- b vicibus m 
in fe duel a coefficiens iecundi termini , in quo radix a ad poteftatem 
m — 1 afeendit, fit fumma radicum omnium b, 8c numerus radicum 
hujufmodi fit m ; crit fccundus terminus m b a"— 8c cum quantita- 
tts a 2 coefiiciens in tertio termino efie debeat fumma omnium bi- 
nariorum, 8c juxta Probl. X. in quantitatibus numero m binaria fint 


m — 1 

numero m. — - — , exxquatis autem radicibus unumquodque bina- 

rium 


1 
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rium lit A’; erit tertius producli terminus m. b 1 a" — : : ac pa- 

. . _ nt — 1 m — 1 2 

riter cum numerus ternariorum lit m. . , quartus ter- 

C * 3 

minus exprimetur hoc eodem numcro ducto in b> a ’" — J 6cc. 

b 

Hoc autem polito cum fit a” — ’ b = a m . — , a" — '- b- = 

a 

b* „ b* 

— &c., fi fiat b = Q, — -=Q ! £cc.,erit(a-|-A) M =(u -f-a •“ — 


, . , m — i . m — i m — —2 

a*(i + Q) m =a m (t+mQ-{-m. -Q’+m. .Q*8cc.: 

1 23 

ac denique fi prior ferici terminus a vocetur A, erit fecundus termi- 


nus m A Q , qui fi vocetur B , erit tertius • 


B Q , atque ita ter- 


mino quolibet fubfequcntc ad pr.rcedentem alium relato prodibit 

(a+b) m =a’” +— AQ+™ -.BQ + — 

' 12 


-.CQ + — l.DQbc. 


COROLLARIA. 


I. Ex generali hac binomii formula eruentur facile aline formulae 
trinomii, aut multinomii cujufcumque ad poteftatem quamlibet ele- 
vati : ut fi proponatur trinomium a b -\~f, ac fiat b -(- f = h , & 
in formula quae potcntiam ( a -f- k) m txprimit loco h 7 , h 5 , h * &c. fub- 
flituuntur valores quantitatum ( b -\-f) '■ , (b +/)''> (£ +/) 4 &c. ; po- 
tentia ( a + *+/)- fobs quantitatibus a , b, f expreffa habebitur . 
Quod idem valet dc multinomiis quibufcumque pro cafu quovis nu- 
meri m integri , & politivi. Non vacat autem longiores formulas hie 
exferibere , quas indicatis fubllitutionibus pro multinomio quovis pro- 
pofito facile fibi comparare poterit qui volet. Gcneralcm binomii for- 
mularn Ncwronus pro cafu exponentis integri induclione videtur col- 
legilTc , camque iliico ad cafum exponentis fracti traduxilfe . Demon- 
flrationcs alias exhibuerunt Clairaut Par. IV Algebra* , Coulin Cap. IV. 
de calculo ditferentiali , Paoli Opuf. III., aliique . Priorem demon (tra- 
tionem , qua: ex combinationum regulis depromitur , contrahcrc flu- 

dui- 
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duimus hoc in loco . Pro cafu exponents fracli , auc radicalis demon- 
ftrationes alias in fcquente problemate adjiciemus . 

II. Si exprimenda fit quantitas- 


— i & potentia ordinis m 


{* + b)‘ 

in denominatorera fradionis tranfeat, exponens m negative accipien- 

m b 


dus erit, ac fiet quantitas eadera (a -j-b ) — " = — - — ■ ■ ‘ ^ -{- 

m . m -|- I . b * m . m i . m 4- 2 . b‘ 

&c. : qux lenes collieitur etuna 

i .a “ r ‘ 2 . j. a” + 3 1 ° 

fi unitas per priorem feriem (j-f-A)” juxta Probl. VIII. dividatur. Si loco 
a b proponatur binomiuin a — b, negativo figno aceipiendi erunt ter- 
mini numero pares , & imparis dimenfionis quantitatis b negative fum- 
pta; . Hoc autem dato fi fimul accipiendsc. eiTent quantitates a -(- i , & 
a — b ad poteftatem caqsdcm m evedx , oppoficione fignorum fc mu- 

(a + b (” + (a — b)- 

tuo deftruent termini ordinis paris , ac fiet 1 — = 

z 


m — i , m — i m — t m — t 

a ”-f- m. . a'“ — 1 b* -f-m. . .a '" - * b J &c. 

2 234 


Subdudis a fc invicem potentiis iifdcm fc deftruent termini ordinis 
paris, ac 


fiet 


. . . . m — i tu- 
rn a m ~‘ b -j- m. — 


- . a m ~ 5 b 3 6cc. . 


* 3 

III. Cocfficientes fingulos confiderando manifeftum eft eos ab 
utroque extremo ad medium accedendo augeri, & in terminis ab ex- 
tremo utroque aequidiftantibus xquales efte , & in unoquoque termino 
cocfficientem efte coeflicientem termini proxime antecedentis dudum 
in exponentem poteftatis , ad quam in propofito termino afeendit quan- 
titas a, unitate audum , divifumque per exponentem quantitatis alte- . 
rius b . Ita fi m fit numerus par, erit coefficiens maximus medii poten- 

m — i m — 2 -/n +2 f m -(- i 

use ( a -J- b ) m termini m . . — - . - 1 

* i 4 m — i 4 m 

*3 3 


6c 
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& fi m fit numerus impar , coefficiens maximus potentix (a -|- b ) " 
m m — I m — i - m 4 - - 

5 ' a 

3 ' 4 r"+r’ 


MJ 

+ 1 erit 


Summa autem coefficientium omnium in cafu quolibet exponentis m 
paris, aut difparis erit l “ , in quern numerum abit ( a b) n ' fi fiat 

a=bz=. i. 


IV. Si ex formula, qua: binomium (a + b) m exprimit, tollamus 
maximum terminum a m , & in fingulis coefiicientibus tollamus divi- 
forem maximum, ac terminos refiduos dividamus per mb, fupererit 


a" -f- m — i . a m ~' b-\- m — i . — ~ — . a m ~ 3 b See. : quae quan- 

titas exprimit binomium a +- b ad poteftatem m — r elevatum , ea- 
que adhuc haberetur fi finguli termini illius feriei , quae poteftatem 
( a+S) " exprimit, ordine multiplicentur per homologos terminos arith- 
meticx progreffionis o, i , i , j, 4 gcc. ac dividantur per mb. Id ip- 
fum erit fi loco potentiae proponatur aequatio aliqua, quae ex radicibus 
quotcumque aequalibus in fe dudis exfurgat: nam fi xquationis radix 
fit v -f- u =0, & numerus radicum aequalium fit m, explicata ferie 
( v-\-u) m , & terminis omnibus ut antea multiplicatis , in aequatione , 
quae exfurget, una minus ex iis radicibus aequalibus continebitur , Sc 
adhuc termini omnes fe deflruent : Sc una adhuc ex iis radicibus xqua- 
libus demetur fada per feriem alteram multiplicatione . Perinde ctiam 
fe habebit fi ad terminorum xquationis multiplicationcm eligatur feries 
<p,<p-f-«, <p+J» See.. Termini enim omnes xquationis propofitx 
per u dudi fe defiruent , 8c termini iidem dudi ordine in feriem arith- 
meticam o , a , 1 u, 3 u> Sec. xquationem aliam exhibebunt, qua omni 
per u divifa iidem exfurgent termini , ac fi ad multiplicationem fc- 
leda primutn fuiflet feries o , 1 , 1 , 3 , 4 &c. 

V. Hoc polito fi proponatur xquatio , qux ex radicibus aliquot 
xqualibus, inxqualibus aliis exfurgat, Sc fit produdum radicum xqua- 
lium ( v -f- u ) " , produdum inxqualium p -f- q v -f- r v 3 -j-j v 1 Sec. 
8 c evoluta xquatione fiat 
{p qv-\- rv' -t-s y~ J &c.) ( v -f* ” == 

p v" 
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, , w — i , m — l m — I 

p v m -\-mp v'" — ' .pv m '~ 

-f- qv w u 

-f-rv" «» 

cam in unaquaquc linea horizontal! occurrat potentia cadem ( v -f-u ) 
ducta in priore quidem linca per p, in altera per qu, in tertia per 
ru * See.; fi finguli linea: cujusvis verticalis termini multiplicentur or- 
dine per terminos feriei g> , <p w , q> -f- z &> , <p -f- 3 &> 8cc. , in unaquaquc 
horizontali linea adhuc termini omnes fe deftruent , atque in terminis 
omnibus fimul junclis produclum radicum aequalium erit (v + u)'" -1 : 
cadcmque ratione alix xquales radices ex xquatione aliis multiplica- 
tionibus tolli poterunt. Hac fere ratione Cramerus celebre Hudcnii 
theorema ex Newtoniaui binomii theoremate deduxerat. 

PROBLEM A XL VI. 


-m. . -yv 

* } 
m 1 

-f -m. . qv'"~ l U 5 &c. 


-f- m r v " — 1 u ! See. 
-j- s v " v 1 Sec. = o : 


Ex quantitate qua vis binomia radicem cujuscumque ordinis extrahere. 
Si loco exponentis m numcrus quispiam fratlus alTumatur exdem 
formula* pnecedentes potentiam fra&i exponentis , ac radicem cujuf- 
cumquc ordinis expriment. Ut autem dirette pateat qui a potentiis ad 
radices lit tranlitus, proponatur radix ordinis cujufque n, qux ex bino* 

mio a Ay b debeat extrahi : Sc cum fit V (a+b)=*( a + by ; 
1 

fiat radix quadita = a « -f- p . Quantitate utraque ad poteftatem ex- 

I # 

ponentis n elevata, juxta formulas prsecedentes, debebit efle )" 

L — . * — 1 n ■ i L . n — % 

= a a * p " p- f-/a. a » p* See. : 

ncgleflifque primum quadratics Sc plufquam quadraticis quantitatis 

* alTI I L — i 

p potefiatibus fietS=/ia' p,Sip= — 6a " . Termino autem 

n 

altero prioris feriei fupputato valor vero propior eruetur , ac fiet 


6 a" 


na * -f /J. -.a • p n(t 1 -j .a * p) 


at- 
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atque in fraflionis hujus denominatore valorem quantitatis p primd 
erutum fubftituendo , Sc juxta Probl. VIII. evoluta in feriem fra^tione , 


ac prioribus acccptis termims eruetur p = 


ba • 


n( a H . b ) 

2/1 


— ba " ' — — . - b'a J 8cc. = — b a* -J- — . l-b’d" feel 


1 

n 


n in 


I -L-i 

-l 
n 


i i 
n n 


Quod ft in priore asquatione binis hujufmodi terminis fubllitutis ponatur 

i J, i l I-i i I -1 — i 

(u-J -b)' z= a* p = d' -\ b a ' 1 -J ■i.b'a* +?» 


•odem calculo eruetur quartus feriei terminus — . — — t . 1 ,b> a' *, 


arque ita patebit feriem problematis antecedentis , feribendo — loco n, 

ad potentates etiam fracti exponentis , atque ad radices cujufcumque 
ordinis traduci . 

COROLL ARIA. 

I. Univerfim igitur fi m , Sc n lint numeri quieumque integri 
pofitivi , vel negativi , Sc — numerus quieumque frattus , Sc binomium 


quodcumque a -f b ad poteftatem exponentis — elevari debeat, ae fiat 

n 

m = P , — ■ — Q , Sc primus, fecundus, tertius See. feriei terminus vo-' 
a 

eentur ordine A , B , C , D See., radices, ac pote dates cujufcumque 

m m 

ordinis cadem ferie exprimi poterunt , ac fiet ( a -f- b )* =s (P -f* P Q)* 


m 


:P»+ — .AQ + - -.BQ + - -.CQ + -- DQ &c,j 

n in 3 n 4/3 » 

qua primum ratione generale binomii theorema potulerat Ncwtonus, 

T Su- 



1*6 D f INVOLUTIONS 

Supra autem traditis potentiarum formulis , in hoc Problcmate for- 
mulas alias radicuqi extrahendarum eadem merhudo eruimus, qua in 
Problemate odavo pro evolvenda in feriem fradione , & altero New- 
toni theoreniate ollendendo ufi fumus . 

II. Qu* cum univerlim valeant pro frado quolibet exponer.te 


- — •, perinde crit fi exponents loco afiumatur numerus quifpiam fur- 
n 

dus , ac radicalis / =■ : nec minus tuto aflumi poterit (P -)-PQ) 

P -f- / w . A Q &c. quam aiTumatur P ' *■ efle potentiam ordinis / a 
ex fimplici quantitate P acceptam. Hac enim exprelTione defignatur 
quantitas tot vicibus in fe duda , quot numero </ *■ defignantur , qui 
fcilicet numerus radice extrada, & fradionibus ultra quemcumque li- 
mitem fupputatis vero propior accipitur : perinde ac fi loco / - fradio 
m 

— , & numeri m , n acc'piantur veris utcufnque proximi . Qu® ex dif- 
n 

fcrentialis calculi formulis defumitur demonflratio, flatuendo quod quan- 
titas b fit variabilis, minime aptari videtur cafui , quo data quantitas, 
aut datus numerus proponantur . Calculi Jogarithmici fubfidiis magis 
implexam demonllrationem protulit Riccatus Cap. IX. Tom. II. 

III. Si exempli loco qusratur radix quadrata quantitatis a' — x 

x 5 

atque in pracedente ferie fiatuantur P = a' , Q = , m =. x , 

1 a 1 
t , fiet ordine P" =<r" * = a = A 


m iO i x X‘ 

n ‘ id 


: B 


m — n 
l 


— BO=: — . — — = C 8cc. 

n 4 ia a‘ 

x 1 ar‘ 




^(a‘- — x *)=<:- 


See. . 


ia 8 j * it)d’ 

Eodem modo fi inquiratur radix quadrata binarii numeri, & fiat P = i, 

l 


Q = i, A=i,B = C = — — , D: 

i 8 


16 


&c. , fimul con- 


iundis terminis prodibit i i 4 - 1 =: i +- — ~ -J — &c. . 

*' 1 i 8 16 128 

IV. 
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* 4 * 


proportione connnua erit 


IV. Similibus fubflitutionibus eruetur cubica binarii radix ( r -f- 1 ) i 

=^:i 4-— — 4- — — Sc c.: atque hujufmodi ferie fatlsfiet Pro- 

J 981 24 > 

blemati Deliaco de ara cubica duplicanda. Eo enim reducitur pro- 
blema uc inter latus cubi propofiti, Sc fui duplum in'veniantur duse 
mediae proportionales. Nam fi latus cubi lit a, & prima ex duabus 

b * b “ 

mediis vocetur b, erit altera media — : & fi a, b , — , la ant in 

a a 

iV 

— = ia i , & b = a y 2 , & prima ex: 

A 

duabus mediis erir latus cubi qureliti , eaque exprimetur latere propo* 
fito in cubicam binarii radicem ducto . Pappus Y Apollonius , dcccm 
alii celebriorcs Grajciae Geometra? ab Eutocio memorati cum huic pro- 
blemati per lincam reclam, & circulum folvendo inutiiiter ftnduifi- 
fent , rationes alias mechanicas , Sc curvarum aliarum delcriptionem 
excogitarunt . Superior (cries ad duplicanda; ara: praxim , quae tunc 
quacrebatur, fufficit , atque ita potefl continuari ut errores quarn 
alia quavis praxi Geomctrica minores prodeant . 

V. Ex iifdem fbrmulis erui poterunt approximationes iliac , qua* 
Hallaejus in Tranfadionibus Philofophicis anni 16 94 pro radicibus ex^ 

^ i. fi 1 2 

trahendis tradiderat. Eft enim Hallxi formula (a " 4 A) • = .a 4 - 

ft 1 

x/ f - 4 ^ : atque ita (I exempli loco eftet 

V i)-(» — ■*)*—') 1 * 

«= 3 , eftet etiam (a’ + f> ) =q <* + /(■; 4 — ”) • ^ am 

1 

Tero ex Newtoniana ferie, fadis fubflitutionibus, eruitur 

^ : atque ex quantitate ilia 


, 1 . *■--! 1 

= a± — ba » Jtc. — . ■ 

n n a'~ 


a’ 


ib 


( n — i)‘ («* — n)a‘~ 


- radicem quadratam extrahendo eruitur 
Ti n — 


Digitized by Google 


D I IKVOLUTIOKE 


[48 


a 


n — 1 



b.n — i * 

( n - — n)a" 



&c. : unde cum 



, Hallaci formula in priores, limpliciorefque 


Ncwtoniaiue feriei terminos refolvitur. 

PROBLEM A XLVIL 


Iifdcm pofitis aequationcm quamiibet in aliam ejufdem ordinis, 
& aliorum cocfficentium convertere . 

Sic sequatio propofita*” — p x m ~ 1 — rx — 3 gtc. -j- c 
c=£>, 8c fint(p, Sc a numcri quicumque pofitivi, negativi, intcgri, 
fradi , ac fiat x = <p y -J- a . Subflitutionibus juxta anteccdentes for- 
'mulas fadis prodibit m-j-i 

x m — cp ” y m + m <■> <J) “ - 1 y " - 1 rf - m • — - « * <J> " " s y " ~ : 8cc. + a ” 

. — p X ”~'= — p (J) ,M ~'y m — p.m — i.a(p m -'y m -'Scc. — pu m — 1 

-j -qx m ~'=z + ? <p y"~ ' 3tc. + q a” - ’ 8cc.. 

Quare fimul colledis ter, minis , 8c per tp ” divi/is propofita squatio in 
hanc aliam refolvetur 


J y y»» — 
+/77W 1 — — 

>• <P 


— p\ — F - m — 


-i .i v * , 

—.a- 1 — r &c --t- 
1 <p • 


’ — -f-f a* - ' 8cc. -f - 1 

<p * 


o. 


1. a I 


+ ? J 

Quod fi igitur detur valor duorum ex iis cocfTxeientibus, qui in nova 
hac iequatione multiplicantur per y w ~' , y Jcc. , cxtequatis ter- 
minis homologis , binis trquationibus valorcs quantitaturo <p , a erui 
poterunt , qui problcmati fatisfaciant . 


COROLLARIA. 


1. Hinc primo fi xquatio propofita in aliam converti debeat, in 
qua fecundus terminus dcficiat , in qua fcilicet juxta Coroll. IV. Probl. 
XLIV. fumma radicum pofitivarum fumniae negativarum cequalis fit. 


flatuendum crit mu — p=o, fivca= — : nimirum ubi in propo- 

m 

fita aequatione fecundus terminus lit negativus , nova indeterminata 
< py , aut y , quae pro radice affumitur , augenda erit , & fi fecundus 

tcr- 
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terminus fit pofitirus minuends ipfo fecundi termini coefnciente per 
cxponentem primi divifo . Ut fi proponatur aequatio x* — 4 x* -j- 4 * 

4 .4 146 

6=0, pofito x= y-\ , provcniet aequatio alia y) -( y =0.' 

3 3 *7 

II. Simili modo tertius aequationis tcrminu* tolli potcrit fi fiat 


/ft. 


a'' 


u 1 — p. m — — x . u -J- q = 0 


1 p a 


■ iq 


m m . m — 1 

m ' m 1 m.m — 1' 1( - 

& terminus ille tolli ex tequatione poterit quamdiu — non lit 

major quam—. Pro quarto termino limiliter tollendo refolvenda erit 
m 

sequatio cubica : & pro tollendo ultimo termino , & aequatione ad in- 
fimorem ordinem deprimcnda ftatuenduin erit w * — p &c. -f-r 

— : o, quae eft aequatio ejufdem generis quam quae antea fuerat propofita, 
III. Si fiat M = o, 8t radix propofitac aequationis dividi debeat per 
quantitatem aliquant , atque aflumatur x — — <p y , habebitur aequatio alia 

— = <>: 

y <p <P 3 <P" 

ac perinde erit fi loco x fcribamus y, & finguli termini dividantur per 
analogos terminos progreflionis Geometric®, quae ab unitate incipiat, 
atque habeat pro denominatore quantitatem eamdem tp, per quam ra- 
dix propofita debct dividi. Si radix multiplicari debeat, atque fuma- 
tur (px = y, per cofdem terminos multiplicatio inllituenda erit.' 
Hoc modo irrationalitas tcrminorum evitari poterit: ut fi proponatur 
aequatio xi — 2 * -f / 3 = o , & fiat x —y / 3 , prodibit sequatio 
a i; ay 3 — '-y+ 7 = 0. Hoc problemate includuntur regul® omnes, 
quas Cartefius in Geometria , & in Arithmctica Univerfali Newtonus 
pro aquationibus tranfmutandis tradidcrant . 

PROBLEM A XLVIII. 

Datis coefficicntibus aequationum invenire fummas potellatum om- 

•nium 
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nium fimilium , qux ex fingulis radicibus fimiliter pofTunt accipi. 

Sint ut antea radices aequationis a, b, c, d Sec. , Sc earum fumma 
fit p , fumma binariorum q, teruariorum r , quaternariorum s Sec.. Erit 
p' ==■ & ’ + ^ ’ + e’ +^ 3 &c. -f- iab-\- la e -J-ta i-f- lbc 4- tbd+icdSec. 
= j ! 4 - 6 1 +e' +</* 8 cc.-{- i?! ac terminis hifce omnibcis in fum- 
mam radicum duclis erit 

p = (a' -f- 3 1 -he’ -hd‘ Sec. ) f a-{- b c-h d 8cc.,l ~h ipq 
= a > -f- b 5 -f* e 5 -f- d i Sec. -{-it 1 ( 5 -f- e if &c. ) -{- ip q . 

-{- 5 1 (a-f-c-f-i/ See. ) 

-f-c* (a-t-i + i/Scc.) 

-h d‘ Sec. ) 

Eft autem pq = (a b + ac-\- ad^- b c Sec. ) ( a -f- b -{- c -f- d &c. } 

= a 1 ( b -{- c -(- d Sec. ) -j- a b fc ~hd Sec. ) 

+ b-' (a + c-hdSe c.) -fac(3H-.f5cc.) 

-f- c 2 ( a -f-S-f-c/Scc. )^-bc(d^-d Sec. ) Sec. : 
atque infuper terminus quifquc a b (c -f- d Sec. ) , a c ( b \-dSec.) , 
1 be (a -f- d Sec. ) eft fumma omnium ternariorum ex fingulis radicibus 
acceptorum. Itaque eric 

p'.e=z*’-hb ; -hc , -hd : 8ec.-h 3 pq — a£fc-|-ifi&c.) — ac(b-hdSec. ) 

— bc( a -}- d Sec. ) = a J -f-i ' -{* c 5 -{-(/; 3 p q — 3 r . 

Simili modo terminis hifce omnibus in p duclis , fejun£lifque 
quaternariis , 5c continuata , atque ordinata poteftatum aiiarum ferie 
prodibit 

• a -)- b -f-c-j- dSec. z=.p 

a.'--\-b 2 -f-c ! -j-d- Scc.e=p’ — * q 

a 3 -j- b 1 -{- c ’ -{- d 3 Sec. = p * — ■ Ipq -h l r 

a*-h b' + c* -{-i i* 6cc. =/>* — 4 qp‘ +4 r p — 4- s +i? 1 

+ -he'+d' Sec — wp -hvp' — Vp+W ’p-h“ — spSec. 

COROLLARIA. 

I. In hanc formulam refolvitur ingeniofum illud theorema quod 
Newconus tradiderat in Arithmetica Univcrfali : quod fcilicet fit fit p 
cocfiiciens fecundi tequationis termini, ^tertii , rquarti 5cc . , atque ordi- 
ne accipiatur pez^f 
p l — iq= 4 

P 
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ph qf+ir=i 

p i q h -f rf — 4 s = k 
pk — qi + rk — sf-{- s t z= l &c. 

erit f fumma radicum , k fumma quadratorum , k fumma euborum - 
A quadrato euborum &c. . Generalem theorematis demonflrationem 
indudione confirmavit Mac-Laurinus Cap. XIV. Algebra . 

II. Newtoniana autem formula repetitis fubflitutionibus in pr *. 
cedentem aliam Tefoluta patebit lex cocfficicntium , & progreflionis 
totius ratio , ac pro quibuslibet poteftatibus exponentis m gencralis 
formula habebitur , quam amicus Waring lemmate primo Mifcella- 
reorum Analyticorum , & Meditationum Algebraicarum tradiderat , ac 
ficui” b m -\- c m d m &c. = 

p m — mq p”-' -\-mrp--i ms +mt }p-~t 

m — 3 >. > 

+ /a - — • — •?* j m.m — 4-frJ 


• — znv 
m j . qs 

-f-m. .r* > 


m — 5 m — 4 
• m. . — . q i 

1 3 


— m. m — 6 . 1 


-{■mu 'p m —l 


— — m.m — 6, r s V 
7 >» — 5 

-{-m.m — 6. a'r, &c. 

i 1 I 


III. Cum vero juxta alias formulas Probl. IX. elfe debeat 


P+P 1 +p 3 +p* Scc.+p 


n _ P ” + -~p 
p—i 


+ IP 3 &c. -i-mp”-’ )=q(- P_ m _+ u P m 

‘V {'—py / 

r ( 3 +4/> + 5 p 1 &c.+/ayj * ~ 3 ) =r(l ^ & c . 

\ ( 1 — j 

patet quanam ratione fumma: etiam fummarum omnium debeanr ac- 
cipi . Coeflicientium , ac produdorum littcralium ordincirs di&ir.de 
expofuit D. Waring in Probl. II. , atque in Probl. 111 . e.xhibuit ir.fu- 
per fummam produdorum omnium, qua ex potentiis quibuslibet ra- 
dicum in fe dudis haberi polTunt. 

For- 


Digitized by Google 


IJ2 


De involution* 

PROBLEMA I L. 

Formulam quamlibet, in qua variabilis , & conllantis quantitatis 
poteritiae ita fimul permixtae fine, ut termini omnes a medio aequidi- 
ilantes coelKcientcm eumdem habeant , in failures , qui fecundum 
gradum non fuperent , refolvere . 

Sit n numcrus par, a , b , c, d &c conftantes 'quantitates, ac 
proponatur formula x’ b x“ — 1 +c* x x n ~ 3 +f«ar ,,_ «&c. 
4 -d a'~' x 3 +c ! d 4 x' 4 * ba“~ ‘x d-a", flatuamufque earn confurge. 
re ex failure quadratico x’ -\-fx-\-a 1 duelo in formulam aliam ejufdem ge- 
neris, & ordinis /i — '2,ut jc’ -: 4 - tpx'~i + u ’ x ,_ s 4 - =• 3 x !<— 5 -f- - 4 a; •“* &c. 
+"Er a , — s x’-l-'u ’ a'~ 6 x* + — 4 x+ a ! . Multiplicationc fa- 

£la , & colleclis terminis ejufdem ordinis, prodibit formula 
x' -t-fp' x* — 1 + »' '| x"- s + (» : y'( x'~ s-r-i" V x’ — t 

+ f + x * J 1 4-W 3 ^ + w 3 f >■ 

+ <p/j +<t ! (pj + u ! a-\ 

•. -}- *■ 3 ' x J -f » ! 'i a” -4 x‘-f ip' a ' — ’-x-f -a" =o : 

» +«>/ j- +<*’!■ +/} 

+ a : <p , + <p/j 

atque hxc cum eadem formula prior efle debeat, juxta Coroll. IV. 
Probl. XLIV. exxquatis coefficicntibus terminorum ejufdem ordinis , 
prodibunt squatiemes totidem (p -f -/= b, u : + <i ! + <p/=c‘,M : / 
-j- a 3 <p = d 3 See., qua: novis coefficientibus /, <£>,«* , ® 3 See. 
determinandis fuflicient : atque ita formula ordinis paris n refolvi po- 
tent in faclorera quadraticum , & formulam aliam ordinis n — 2, St 
hxc rurfus in binas formulas ordinis 2 , St n — 4 Stc. 

Quod li n fit numerus impar affumi poterit formulam propofi- 
tam confurgere ex faclore x-f* a ducto in fa&orcm quadraticum x- 4~ 
ac deinde duclo in formulam aliam paris ordinis 
x" -3 -j-<px* — x" -3 See. v 1 & * — i x 1 Sl+J'"). 

& cum multiplicationc facia exfurgat formula 
X” +a '• x"-‘ -f-a* "I x" -I SiC.+ a* 

+f> +f<p 

+ <J>j +aq> • 

+•‘1 

com* 
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comparatione terminorum facia coefTicientes finguli (p , u ' &c. detcr- 
minari , & formula imparis ordinis in formulain aliam ordinis paris, 
atque in faclores, qui fecundam dimenfionem non fuperent , refolvi 
potent . 

COROLLARIA. 

I. Si Fiat n= 4, & quadratic* formulae faclores bini lint jr’-f- 
<P V + J, > & *’ +/*■ binis terminis exarquatis, & aliis coefli- 
cientibus evancfcentibus, fupererunt xquationes bin* <p -f- f — b, Sc 2<i 3 
+ <p/=c 3 , iifque fimul compofitis c 3 = 2 a 3 -f- fb — ac radice 
dc more cxtrafla prodibit f — — b ( 1 a' -f- 1 b - — c* )> atque ita 
bini habebuntur coefficientes facloris utriufque fccundi ordinis , qui 
refolvendx formulae quadratici ordinis infervient quamdiu e non fit 
major quam 2a 3 -f i b = . Si fit b = o, & e> = o, fict f- — 2a* 

=°> & f == i J v'’ 2 • Formulas hujus generis convertibiles , feu re* 
ciprocas appellavit Gabriel Manfredius To. I. Comment . Bononienfis 
Academic, in quibus fcilicet indeterminate x exponens in terminis 
fubfequentibus unitate imminuitur, in terminis autem a medio tequi- 
diftantibus idem eft fignum , & idem coefficiens , dimeniionibus exx- 
quatis radice ultimi termimi in fe ipfam aliquoties ducla , ultimi au- 
tem termini fignum femper fit pofitivum. 

II. Ita igitur formula fexti gradus in binas alias fccundi, & quarti 
gradus, adeoque etiam in tres faclores fccundi gradus refolvi poterit . 
At ultra quartum, fextumque gradum procedendo tarn complicatus 
fict calculus, ut vix alicujus ufus eife poifit. Si formulae, & xquatio- 
nes non convertibiles proponantur, eadem coefficicntiutn indetermina- 
torum methodus tanto complicatiores calculos exhibebit . Ut fi pro- 
ponatur xquatio x ■ -r /> .v • -(- c x d - x^ a ' e=o, eaque afluma- 
tur confurgcre ex multiplications duarum xquationum x - f x 4- 
= 0 , x -i-hxi- n eso, ut hanc etiam habeat formam 
**+/' x- +m x 1 fs : /' x + m '■ n ■ — o, 

*1" ^ ^ + « 1 ► -| - m h\ 

* I «/ 

+ f* J 

quamvis comparatione terminorum facia tequationes quatuor coeflicien- 
tibus f, h, m‘ , n 1 determinandis fufficiant, xquationes tamcn refidux 

V non 
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non minus complicate obvenient , quam quae antea fuerat propofita. 

Ill- Si in pofleriore hoc cafu alTumamus fccundum terminum 
atquationis quadratics deficere , 6c cfle /= — k, fa£ta aliorum tcrmi- 

a> Ji — n f n f — </* 
n * h f 


norum comparatione eruetur m • : 


<• — rt' — f‘, atque inde rurfus eruetur n 


-w- 


*/ 


. Qua- 


re cum fit etiam d* = n * f m 7 h = n 1 f , eo valore fubfti- 


f 


tuto , 8c omiffis terminis fe invicem deflruentibus habebitur squatio alia 
f> 1 c' /■*-(- c J ' f- — d‘ = o : qua; licet tertii gradus videatur 
— 4 a *j 

e(Te fi f'~ pro radice accipiarur, vere tamen fex cafus , 8c tres valores 
radicis /"bis lingulos acceptos exhibet, cum quatuor dumtaxat radices 
fint propofitx equationis . Alia olim ratione Ludovicus de Ferrariis , 
ac nuper Cl. Waring squationem biquadraticam reducere ad *qua- 
tionis cubic* formam docuerunt . 


PROBLEM A L. 


Iifdem pofitis binomium quodvis integri exponentis refolvere in 
faclorcs , qui fccundum dimenfionem non fuperent . 

Si proponatur binomium x" -f- a" , 8c fit n numerus aliquis par, 
in priore formula problematis antecedentis evanefeent coefficientes om- 
nes b, c*, 8cc. , 8c comparatione formulx alterius facia, flatuen- 
dum erit <})+/==: o, a' 1 -f- (p / + u ’ = o, u <p a * 8cc. = o: unde 
illico quantitates p , u ' 8cc. xquationibus totidem fejungi , 8c quanti- 
tas f squatione alia determinari poterit , qu* relationem quantitatis 
ejufdem f ad a exprimat . Si n fit numerus impar in pofleriore for- 
mula problematis antecedentis nihilo exxquandi erunt coefficientes alii 
a -f- /+ <p 8cc. ut valor coefficientis f determinetur . 

Si proponatur binomium ±x‘ — a", 8c fit n numerus impar, intel- 
ligi poterit binomium illud exfurgere ex quantitate x — a dufta in 
formulam convertibilem paris ordinis — — *+« x* — 5 Sec., 

qu* per priorem partem problematis antecedentis refolvi poterit in 
failures alios, qui fecundam dimenfionem non fuperent. Quod fi fuc- 

rit 
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rit n numerus par, binomium x " — a" refolvi poterit in fa&ores binos 

-• i.. 1 i , L J. i 

x* -f -a» ,&jr 3 ' — a 3 ", & binomium x‘ ’ — a~ ", fi fit adhuc 

«_ i_ r i 

numerus par, refolvi poterit in faft ores alios *7 -f- a*", 6 c x* " " ■ 

atque ita porro quoufque faSoribus , qui pofitivo figno afEciuntur , 6 c 
quorum patct jam refolutio , non alia duarum poteflatum accedat dif- 
ferentia , quam que fit imparis exponents . Ita femper binomium 
a:’± a" pro cafu quolibet exponcntis integri refolvi poterit in binomia, 
& trinomia realia, qua: nullum habeant exponentem fra&um, & quae 
fecundam dimenfionem non fuperent. 

COROLLARIA. 

I. In priore cafu hujus problematis fi fit /2=6 ex tribus iisequa- 
tionibus illico obveniet fi — 3 fa 3 =0, & tres erunt valores quat- 
fiti cqefficientis /=o, /=a/3, /= — a/ 3. Si lit /i = 8, in 
priore formula problematis antecedcntis evanefcente tantum coefficien- 
te *«fiet primo (p +/=o,a : +(p/+« , = o,a'(p-}-» , /+o'3 ==o: 
ac dcinde in columna fubfequente fupputandus infuper occurret termi- 
nus u 3 a * — 6 x 1 , ac fiet la w 3 -J- •> 3 /"= o : atque omnibus equationibus 
combinatis eruetur J 1 — 4 a f - -f- 2a ; = o, 6 c radice quadratica bis 

extraSa prodibunt valores quatuor fx=±a^i — </i,fz=±a'f 1 -f /T. 
Si fit «=}, 6 c proponatur binomium jr' +a , in polleriore for- 
mula problematis antecedentis primo flatuendum erit a -f-/ -f- <p = o , 
atque in, columna altera evanefcente tcrmino u , ac fupputato infu- 
per termino ordinis a" - 3 x fiet 2 a -|- <p /H - a ty~\' a f == - o: unde erit 
f‘ + af — a 3 = o, 6 c f— a / ( — a. In binomiis altioris ordi- 

nis cum equationes fic complicate prodeant ut nulla refolutionis ap- 
parcat ratio conflrucliones Geometricas Manfredius ad exprimendum 
coellicientem propofuit , Iis alias fubllituemus fuo loco, qu* ex Cote- 
fiano thcoremate brevius colliguntur . 

II. Qui tamen illufiris Geometre methodum fcqui volet , gemi- 
natis fignis non alterutrum tantum, fed fimul utrumque terminum in 
cafu quolibet defignando , in binomiis pofitivi figni , 6 c exponentis 
paris , aut imparis has ordine equationes , 6 c equationum radices , ac 
binomii factorcs inveniet . 

V 1 


Bi- 



i j 6 D k 

BiDc.mil Aequuiones 

*' + *’, f — ' = • 

/* — 1«‘ =« 

*'+«'. f*+‘f — «* =» 


INVOLUTIONE 

Radices Faftores 

f—a r + *• 

fsz^aYt *"*Z*x yi-fi* 

jITv< 

/=±j*YJ — ■>> * +«>** — «*( — -—)+** 


x*-| -a’, f’ — 3 ft 1 —o f— o 

/=±*Y3 *’ia*Y3 + '‘ 

*’+ a, « /' + "/* — * a'f—a’xzo * +«,*> +/*-}-«* 

/*— 4 **/* + i« , 3S9 / — a » •— Y«, ** ;±« * ^ 1 — yi-f-a* 

f=Zt* Y a -f- v>j ** :±»* Y i+ Y 2 + «* 

*• + **, /*+«/* 3'’*/* l»'/+<r‘ = o **-f-a*,**-f-/*-f-<* 

—J «*/' +5 «*/=« S—o *“+«* 


/=±*y(--^" 5 ) **±:**y(- — p) + «‘ 

/=±.V (^Xi) .s^ayf^+zacc. 

III. Pari ratione in altera problematis hujus parte , ubi binomiutn 
ex differentia duorum terminorum exfurgit, fi loco exponentis n fuc- 
ceffive accipiantur numeri 3, 4, j, 6 &c. calculo rite inflituto , & 
fimul omnibus acceptis terminis, qui geminato /igno refpondent, pro- 
dibunt factorcs finguli ut fequitur 


Binomia 

Fattores 

— a’ 

x — a, x'-\-ax-\-a' 

x-' — a * 

X * id' 

x' — a* 

x — a 


*'+*« ('+' , >) + ». 
x’ «( , "" V, ) + S ’ 

x f —a 6 

x 3 + a 5 '1 x -)" a 


>. x 1 — ax -{- a* 


I 

X 

J 

X 


x' 4 -ax-\-a'- 8cc. 


PROBLEM A LI. 

Datis fa£loribus denominatoris fra£lionem datam in alias totidem, 
qua; pro dcnominatoribus faclores fingulos fingillatim acceptos ha- 
beaut, refolverc. 

Sine 
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S!nt primo denominatoris alicujus factores fimplices a f x , 
b-f- hx,c-\-k xScc., & pro A,B, C 8cc. aflumptis conllantibus aliis 
quantitatibus ftaruatur 

i _ A B C 

(a *f- f x ) ( b-{- A x ) (c -f - k x) See. a A~f x b /t x c -{- k x 
Fractionibus hifce omnibus ad eamdem denominationem rcduflis ut 
eadcm habeatur , quae propofita eft , fractio , evancfcere ftatuendi crunt 
omnes numcratoris termini, qui per x, Sc x 1 ducentur, & termini 
fimul omnes conftantes ftatuendi erunt unitati aequales : atque ita to- 
tidem aequationes habebuntur, qua; fingulis quantitatibus A, B, C Sec. 
determinandis fuflicient A. b c B.ac-\-C.ab = i 


A.ch-\-bk.x-\-B.ak-{-cf. x-{- C. a h + £/• x = o 

A.hkx 1 + B.fkx 2 -\~C.fhx'- =o &c. 

Pariter ft factor aliquis ad fecundum gradum aftiirgat, & pro- 

r 1 A B + Cx 

ponatur fraftio - — — — j = — — -i - - • = 

( a + x )(gc + bx + x) a+x gc + bx+x 1 

AgcA’B a A'Ab + Ca-l-B.x-\-AA'£'X’ 

( * + x J ( gc + bx + x *) 

Age- f- if a — i , d ^-J- C <3 -|“ B » o , A C 
quadratici factores, Sc proponatur fractio, 

i A+Bx 


, erunt aequationes tres 
— o. Et ft bini occurrant 

C+Dx 


(fc + ax+x*) (gc+bx + x*) fc + ax+x* gc+bx + x- * 
redu£tione ad eamdem denominationem fafta, Sc exaequatis numera- 
toribus xquationes quatuor pro A , B , C , D determinandis habebuntur 

A. gc+C.fc= i 

B. gc-\ D.fc-\-Ab-{- Caxxzo 
Bb+ Da + A+ C = o 

B + D = o. 

Simili modo fi plures fuerint quadratici faciores , aut ex quadra- 
ticis , Sc fimplicibus compoliti, xquationes omnes haberi potcrunt, qua: 
conftanti numcratoris cujufquc termino , & coefficient! termini alte- 
terius, qui variabilem quantitatem involvit, determinando , Sc fia- 
tlioni refolvendx fuflicient . Si factor aliquis fit cubicus codem modo 
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rcfolvi poterit fradio in fradiones alias , in quorum numeratoribus 
variabilis quanritas fecundum gradum non fuperet: & fimilis etiam 
fradionum aliarum quarumcumque erit ratio . 

COROLLARIA. 


I. Si fint fudores bini denominators be b h x , & bini 

numerators A , & B determinari dcbeant , pofito Ab -f-Ba = i , 

Bbf 

— -±- = i , atque mde eruetur B = 
h 


& A h -f* B /= o , erit B a 
h . . — Bf 


a h / b‘ 

A—B~ 


,&cA- 


-f 


ah- 


eritquc idcirco 


— . Si fiat /= t, h = — i, erdetur 

J b 


a-{-b 

Denique fi proponatur fradio 


I 

I 

( 1 

a -\-x.b — 

— x a-\-b 


I 

I 


a- x l 

' « 
H 

4 - 

X 


1 — 1 ! 

f I 

a‘ ■ 

— 1‘ la' 



a — x J 

Methodum hanc fradionum refolvendarum indicarunt primum Leib- 
nitius , & Ioannes Bcrnoullius in Adis Lipfienfibus , & Parifienfibus 
anni 1702. 

II. Si in priore codem cafu problcmatis fadores fimplices fint 
tres , & fiat f = h = k = 1 , ex tertia xquatione eruetur C c= — 

A — B , atque hoc valore fubftituto fiet prior aequatio Ab . c — a 
-f - B a. c — b s=s 1 : fecunda vcro A. c — <z-f- B.c — b=o : & cxx- 

quatis binis valoribus quantitatis B . c — b prodibit A = . 

c — a.b — a 


„ — 1 _ 1 . 1 

0= — — . C— ■ - - : atque ita fiet — - 

b — a.c — b c — a.c — b a -f- x.b+x.c-\-x 

_____ 1 — t +l 

a-\-x.c~a.b — a b -f- x.b — a.c — b c -f- x.c — a.c — b 

III. Pofterior autem hate fradio infinitum valorem referet , & ir- 
rita evadet refolutionis methodus cum fucrit a = b, vel a=rc,vel 
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bc=zc. In priore etiam cafu problematis antecedents dcficiet mctho- 

dus cum fiet a h = fb, atque eric b -f- h x= a -j- + h x. Turn autcm 
fra&io propofita fimpliciorem formam referet — vel etiam 

h ( a +J x )' 

— — . DefeGum hunc minime attigit Bernoullius, nec fatis per- 
( *+fx )' 6 ^ 

fpicue authores alii expofuerunt . Eo tamen redit dcfectus omnis quod 

efle nequeat - — = — ~-r-, nifi fuerit A 4- B = — — 1 -j quo 

( a +/ x ) “+Jx *+Jx 

pofito inutilis eft rcdudlio . Pariter in cafu alterius corollarii binis , 
aut tribus fimul fa&oribus cvrequatis fractio ad fimplicio- 

(* + xJ> 

rem formam reduci amplius non potcrit . 

IV. In altero autem cafu problematis cum ex quarra tequatione 
eruatur D= — B, ex tertia vero C=Ba — B b — A, fiet prior 

xquatio A.c.g — f-\-B.fc. a — b=i, atque inde eruetur 5 = 

. 1 -i ll /-. & , & his valoribus quantitatum B, C, D fubftitutis 

fc.a — b . , 7 

fecunda xquatio in hanc aliam refolvetur A.b — a + - — 

l +Ac.f^~e f.a — b 

-f- ( a 1 — ab — fc)(~ ^ — -) = o . Semper igitur valor 

fc.a — b ' 

quantitatis A determinari , atque inde colligi poterunt quantitates alia: 
B, C, D, & fraclio propofita in fimpliciores alias refolvi, nifi fuerit 
a- — ab-\-gc — fc=o, five extra£la radice a = \b±\/'( b 5 -\-fc — gc). 

V. Hoc &utem in cafu ex fecunda omni sequatione fupercrit 

A.b — u = o, eritque b =a , a' = a b , adeoquc etiam gc — fc 
= o, & g=f. In hoc igitur cafu bini fa&ores quadratici atquales 

erunt inter fc , atque erit fraclio propofita . Fufe 

{x -j-ax+yc; 1 

hunc defe&um Bernoullianae regulx expofuit Riccatus Cap. VIII. Lib. I. 

Tom. 
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Tom. I. Inftitutionum . Cafus tainen hujus analyfis pcrfpicua eft , 6c 
ratio totius defectus eft eadem quam antea indicavimus , quod fcilicet 
qua; fimplicifilma eft fracYio ad fimpliciorem exprefltonem rcduci ne- 

queat . Simili modo fraclio — - — ^ — refolvi poterit non 

(a+fx)‘ (6 + h* :)'■ 

.r . a+b x . c+n x 

mil in Dinas- — — — — , 6c 7——- — — , cruntque xquationcs quatuor, 

(«+/*)' (* + **)* 

quae quantitatibus A, B, C, D determinandis infervient 

A b 1 + C a "• = 1 

iAbh-\- B b* -f- 1 C a / -f - L) a z ~ o 

Ah'- + z Bbh + Cf‘ + iDjf= a 

Bh' +Df‘ = 0 . 


VI. Si proponatur fraclio 


; . erit 


(x‘ +/*+<*’) (*' )’ 

g c = f c = a 1 , atque in iifdcm formulis fubftituendo /loco a , 6c h 
loco b prodibit C = — — A: cumque etiam erte debeat Ah-\-Cf 


Ah f 

: o , prodibit C = , 6c A = — 

/ a'.f — h 


C— ~ h 
, C= — : ac 


a ■ f — h 

denique cum fit D z= — B , 6c B h-\- D f -f- A -j- C = o , erit B = 

— D = , ac fiet propofita eadem fraclio 

a * . f — h a * . / — h 

- — ^ . Quo dato fi in denominatore fra- 

x- -\~f *+<*' x‘-\-hx-\- a 1 ) 

clionis factor alius occurrat x' + itx-}- a‘- , aut fa&ores plures acce- 
dant ejufdem formx , manifeftum erit quo modo in fractiones alias , 
quarum denominatores fint finguli faftores feoriim fumpti , propofita 
fraclio refolvi debcat . 



CA- 
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CAPUT SEXTUM. 

D E 

FORMULIS TRIGONOMETRICIS. 

E X Trigonometria elementari jam notum eft quod fi in circulo 
ACE, fig. 69 . , erefla ad diametrum A E perpendiculari P B 
fiat P B = v , IP s= u , 8c radius L A accipiatur pro unita- 

V I 

te, erit v finus, u cofinus, — tangens, — fecans arcus A B: quod- 

u u 

que hifce omnibus in priore quadrante A C pofitive acceptis , in fe- 
cundo quadrante C E adhuc pofitivus erit finus , fed negativus fiet 
cofinus, tangens, ac fecans pariter negativa: in tertio quadrante EG 
negativus erit finus , 8c cofinus , pofitiva tangens , ac fecans negativa ■, 
atque in ultimo quadrante G A negativus erit finus, pofitivus cofinus, 
negativa tangens , ac fecans pofitiva . In Probl. XLII. fingulari exem- 
plo oftendimus qua induftria quantitates hujufmodi ad unam aut ad 
alteram partem pofitive, aut negative accipi debcant. In Problematc 
etiam XXIV., 8c XXXIX. elementari alio Trigonometrix lemmate 
jam ufi fumus, quo finus, 8c cofinus fummx , ac differentix duorum 
arcuum accipiuntur. Quod cum in formulas analyticas lemma explicari 
hoc in loco debeat, prxftabit demonftrationem verbo indicare. Radio 
LA deferibatur quadrans circuli AC, fig. 73. , 8c lint BP, DM finus 
duorum arcuum AB, BD, cofinus L P, LM, ducanturque MO, 
D Q parallels ad re£tam B P , 8c ex M in D Q demittatur perpen- 
diculum M N . Ob triangulorum fimilitudinem erit finus fummx ar- 

LM.BP + LP.DM 

cuum D Q = MO -j- D N = — , 8c eofinusiQ 

L A 

r r, LM.LP — BP.DM „ 

= LO — MN= — . Si finus, 8c cofinus di& 

L A 

ferentix duorum arcuum AB, BD debeat accipi, fig. 74. , fiet DM 
quantitas negativa: atque ita finus anguli, 8c arcus, qui exaequet 
fummam, aut differentiam duorum arcuum erit fumma , aut differen- 
tia duorum produ&orum finus anguli snius in eofinum anguli alteriu* 

X di- 
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divifa per finum totum: codnus vero erit dilrerentia, aut fumma pro- 
ductorum urriufque codnus , 8c utriufque dnus per dnum totum pa- 
riter divifa. Vetus hoc lemma Trigonomctricum primus, quod ego 
feiam , F. C. Majcrus tomo fecundo Adorum Academia: Perropolita- 
ni refolvit in formulas analyticas , quas hie ordine recenfebimus . 
PROBLEMA LI I. 


Recenfere formulas, quae dnus, ac codnus fummx, vel differen- 
tiae duorum angulorum, 6c produda dnuum , ac codnuum eorum- 
dem exprimunt . 

Si dnus totus accipiatur pro unitate , 6c bini anguli addendi , aut 
fubtTahendi lint x , 6c p, prxeedens lemma in has formulas refolvetur 

I. fin. x -f- 1 = fin. x. cof. { -f- cof. x. fin. p 

II. cof. x + j = cof. x. cof. j — fin. x. fin. p 

III. fin. x — fin. x. cof. j — cof. x. fin.p 


IV. cof. x — j = cof. x . cof. j -(- fin. x . fin. j . 

Quod fi prima, ac tertia formula, 8c deinde fecunda, 8c quarta 
conjiciantur in unam fummam, fubducanturque a fe invicem , alia: 
prodibunt formula 

V. fin. x . cof. { = \ . fin. x + j 4 * - • fin. x — j 

VI . cof. x . cof. ; = 7 . cof. x -(- p + 7 . cof. : 

VII. fin. x . fin. j = 

VIII. cof. x . fin. j = 


2 

7 . cof. X { 7 . cof. X 4 - 1 

T 


. fin. x j — 7 . fin. x ■ 

Infupcr fi fiat x j = q , x — j = r , 6c fit propter ea x ss 



- ^ r fubflitutione fada in formulis pofierioribus exfurget 

2 

IX. fin. ( 


n — r ' 
< 2 ' 

) = L . fin. q + 7 . fin. r 

X. cof. ( 


' q — f' 

■ i > 

) = L. co f. ? + 7 • cof. r 

XI. fin. ( 


r q ■« 

k l J 

) = . cof. r — j- . cof. q 

XII. cof. ( 


' q n 

' t > 

1 = - . fin. a — 7 . fin. r 

’ » “ * CO- 
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COROLLARIA. 

I. Ex prioribus formulis manifcftum eft quod fi in peculiar! ali- 
quo cafu fuerit angulus { fatis parvus, & cof. j cenferi poflit proxime 
scqualis radio, & fin. { proxime aequalis arcui, qui angulum ipfum 

meritur, fiet fin. x — j= fin. x — {.cof. x. Accuratius autem fi fiat 
cof. — } ’ ) = 1 — -1 { 1 — { 4 &c. formulas alias habcbuntur 

fin. xi{ = fin. rf j. cof . x — 7 T ' • fi n * * 
cof. x± { = oof. x ± {. fin. x — -i . cof. x: 

quod formularum prxccdentium corollarium in Phyfica catlefti, ubi 
de exiguis angulorum diffcrentiis agitur , ufus eft maximi . 

II. Si anguli , & arcus x , { fumantur inter fe aequales , & fit 

fin.* — {=0, cof. x — {=1, quinta fuperior formula fiet fin. { . cof. j 
= fin. 2 j : fexta cof. { * = 7 4" “ • cof * T ! feptima fin. { ‘ = p — 
■p . cof. 2 j , quae quantitas pofterior eft dimidius finus verfus arcus { bis 
accepti . Viciflim erit fin. 2 { = 2 . fin. { . cof { , & cof. 2 j = 1 — 
2. fin. j ! = 2 cof. — 1 . Quod fi fiat fin. { = v , fin. 2 { = u = 

1 v V j — v t f quadratis terminis prodibit 4V 4 — 4 v 1 = — u 1 , ac 
radice extrada entity 1 ii = /(i — u‘ ), eritque finus dimidii 
arcus v = /( j-i 1 — >i') ) , ac geminato figno exprimentur 
finus duorum arcuum qui fimul integrum circulum confident. Inde 
etiatn patebit quanam ratione arcus divifio in ratione dupla conti- 
nuari poftit. Nam fi finus arcus propofiti fit u, dimidii v, fubquadrupli v, 

tmy' = y/X-;±±S(i— V ) ) = ✓(■* ±t/(f± 7 /(I— 

III. Si proponantur tres arcus acquidifferentcs + ar-f-2{, 

erit in quinta formula 2. fin. *4" {• cof. f= fin. x -j- 2 { + fin. x , & 

fin. x -f- 2 { = 2. fin. x 4- { • cof. { — fin. x : nimirum finus tertii arcus 
aequalis erit produdo finus arcus intermedii per duplum cofinum dif- 
ferentiae arcuum multiplicato , dempto finu prioris arcus: quod eft 
Lem. I. Sed. V. Part. II. Tradatus Thomae Simpfon de methodo 
Fluxionum. Inde autem colligitur facile lemma aliud, quod ab Au- 
thore eodem affumptum eft in Propof. I. de Sedione angulari , an- 

X 2 BO 
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no 1740 cum opufculis aliis Londini edita . Nam fi in fcmicirculo 
AGD, fig. 75. , accipiantur xquales arcus A B, B E, E F Sic., 8 c a 
fingulis divifionum pun&is ad alterum diamerri extremum D ducan- 
tur recite B D , ED, F D , G D Sec., Sc proponantur primum tres 
anguii ED L, B D L , A D L, eric fin. EDL= 2. fin. B DL. cof. AD B 
— fin. ADL, &c cum finus anguii ad peripheriam fubtenfx dimidiae 
fit tequalis , erit E D = B D ' — A D . Pariter fi proponantur tres arcus 
FGD, EGD,BGD, erit fin. FDL=i. fin.EDL. cof. BD E — fin. 
BDL, ac fubtenfis fimiliter fubfiitutis eodem femper ordine debebit efie 
EDz=B D' —AD, FD=BD.ED — BD 

G D = B D.FD — £ D , HD = BD.GD — FDScc. 


IV. Quod fi igitur radius circuli accipiatur loco unitatis, 8c fit 
AD—i, BD = b, erit ED=b > — 2 

FDczzb 3 3 b, G D = b * $b'-\-l 

H D=bf — j b * -(- j b , K D = — 6 b 4 -f- 96* — 2 5cc. 

unde cum pateat jam lex , atque ordo progrefiionis, fi b fit fubtenfa 
complementi arcus A B ad femicirculum, fubtenfa complemcnti ad fc- 
micirculum arcus multipli n . AB univerfim erit b • — n.b* — * -f- 

n ( n ~ — *)(»— O 

1.2 1.2.3 


8cc. : quam ipfam 


feriem Simpfonius alia ratione ex prxmiflis lemmatis collegerat. 
PROBLEMA LIII. 

Exhibere formulas , qua: poteflates quaslibet finus , Sc cofinus 
arcus cujufque exprimant . 

Si cofinus anguii cujufqifc 3 fucceffive per fe ipfum multiplicetur, 
8c potentiae ita prodeuntes , formularum prxeedentium fubfidio , re- 
folvantur in partes , quae cofinum dumtaxat anguii ejufdem 3 aliquo- 
ties accepti involvant, prodibit 


cof. 3’ s= 


— -( — — . cof 2 3 
2 2 


4 4 

cof. 3/* = — + y . cof. 23 + ~ . cof. 4 3 


cof. 


TllGONOMETlieiS. 
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cof. |5 = -1 . cof. T + • cof. ) 3 + . cof. f J 

cof. 76 +“- cof - *T + -^- coC 4f + ^- cof - 6 f 
cof. f’ = fj. cof. T + ^. cof. 3I + ^.cof. n + ~.cof. 7T 


cof. r l = il +4- cof. 2J&C. 

1 128 i6 

Simili modo products (inuum refolvcndo in partes alias , qux invol- 
vant tantum expreffiones finus , & cofin us arcuum multiplorum, prodibit 

, 1 1 r 

fin. r 1 = — — — .cofi 2 r 
' 2 * 1 


fin. | 3 = — . fin. 3 . fin. 3 3 

4 4 

fin. f‘ = -^ -cof if + y *cof. 4f 

fin. f' = -j-.fin. f ^r.fin. 3 f + “7*fi n > If & c - 

o IO 1 0 

COROLLARIA, 


L Si termini omnes, qui cofinum ad poteftatem aliquam evec- 
tum exhibent, paulo alitcr difponantur, patebit illico, qui termino- 
rum, 8c coefficientium ordo, Sc progrefiio fit. Ita fi ad exprimendam 
fcptimam potentiam fiat 


cof. z- = — cof. 7 I + 7- cof. } 3 + — . cof. 33 + — — . cof. 3 ^ 
1 2 ® \ 1.2 1.2.3 ' ) 

manifdlum erit quod fi univerfim potenti* ordo fit n, debebit effe 


2 " “ 1 . cof. 3 * s= cof. n 3 + n . cof. n — * • f + 


1 . 2 


.cof. A 4.3 


+ 


n.n — I . n — 2 . 


1.2.3 


cof. n — 6 . 3 Sec. At in potentiis ordine pari- 


bus , in quibus cofinus ultimo termino expreflus fit radio sequalis, ter- 
minus confians dimidio minor accipiendus crit quam ferat feries : at- 

que 



Di Formulis 


i 66 


que ita erit i < cof. r ‘ = cof. 6 3 -f- 6 . cof. 4 r -| - . cof. 2 3 . 

1 . 2 14.3.1 

Ad generalem hinc formulam reducuntur formulae omnes quas Clarif. 
Lulerus pro cofinuum potentiis exprimendis tradiderat §. XXIV. Dif- 
fertarionis de Injequalitatibus Jo vis , Sc Sacurni , qua: anno 1748 a 
Parifienfi Academia premium retulit . 

II. Eodem mod j, eodcmque Temper generalis induQionis princi- 
pio exhiberi polTent feries alia; , quae fmuin arcus cujufque ad pote- 
ftatcm quamcumque evecium exprimant. Et primo li exponens n fue- 
rit numerus quifpiam impar , formularum prarcedentium comparatio- 
ne generatim eruetur 

fin. 3" = — — ^fin.03 — n. fin./: — 2 . j-| .fin.fl— - 4.3 — Stc.^ . 

At fi poteftatis ordo fit par, Sc potefias ipfa cofinibus angulorum tnul- 
tiplorum debeat exprimi, flatuendum erit 


fin. 


3* = — — n.coC.n — 2.3-! — .cof./i — 4.J — 8cc.^ : 


atque hie rurfus cum fiet cof. n — n . 3 = 1 , feries in terminum con- 
ftantem definet, 8c terminus ipfe dimidio minor accipiendus erit quam 
ferat coefiicientium aliorura lex , ac progrefiio . 

P R O B E M A LIV. 

Dato finu , & cofinu alicujus arcus invenire finum arcus cujuf-. 
que multipli . 

Si in Corollario quarto Probl. LIL fiat primo x = a, ac propo- 
nantur bini arcus 3 , 23, ac poftmodum tres alii arcus 3 , 23,33, 
aut 23, 33, 43, aliique totidem iifdem femper differentiis crefcen- 
tes, erit 

fin. 2 3= 2. fin. 3 . cof. 3 — o 
fin. 33= 2. fin. 2 3 . cof. 3 — fin . 3 
fin. 4 3 = 2. fin. 33. cof. 3 — fin. 2 3 
fin. j 3 = 2. fin. 4 3 . cof. 3 — fin. 3 3 See. 

fin. «3= 2. fin. n — 1.3. cof. 3 — fin. n — 2. 3 . 

Deinde vero fi valores finuum 23, 33, 43 &c. ex prioribus asqua- 
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, tionibus eruti fubftituantur in atquationibus pofterioribus, prodibit 
fin. 1 3 = 1 . fin. 3. cof. 3 — o 
fin. 3 3 = 4 . fin. 3. cof. 3* — fin. 3 
fin. 4 3 = 8 . fin. 3 . cof. 3 1 — 4 . fin.}, cof. 3 
fin. 5 3 = 16. fin. j. cof. j«- — 11 . fin. 3. cof. 3’ -f fin. j&c. 
fin. n 3 = fin. 3 ( 2" _ 1 . cof. 3* -1 — ( n — 2 . cof. j* — 3 -|- 

(a—iUn— 4) t ,_ t ^ A)(n—,)(n- 6 ) 

1.2 1.2.] 
cof. j” -7 -f ( n — 5 ) ( n — 6) (n — 7 ) (n — 8) . 2 ■ - » cof. 3 • “ » &c. ) 

Infuper cum fit fin. 3 1 -f-cof. 3 1 s= 1 , fi termini inferioris dimen* 
fionis per fin. cof. 3’ multiplicentur ut ejufdem ordinis evadant 
omnes, reductione facia , alia habebitur eorumdem finuum expreflio 
fin. 2 3 = 2 . fin. 3 . cof. 3 
fin. 3 3 = 3 . fin. 3 . cof. 3 * — fin. 3 1 
fin. 4 3 = 4 . fin. 3 . cof. 3 » — 4 . cof. 3 . fin. 3 
fin. j 3= 5 . fin. 3. cof. 3 4 — 10. cof. 3 ’.fin. 3’ icc. 

fin. n 3 =s/7. cof.” -1 . fin. 3 — iiXf 1 2 . cof. p" - 1 fin. 31 

1.2.3 


n(n — l) (n — t )(n — 3) ( n — 4) 


1.2.3, 

CORO 


4- J 

LLARIA, 


. cof. 3 * fin. 3' 6cc. 


I. Ita igitur ex iis Simpfonii Lemmatis , principio eodem indue- 
tionis , bin* eruentur feriet, quas Eulerus tradiderat Cap. VIII. 6c XJV. 
Introduction!! . Priores autem finuum rectorum formula: inter fe 
ordine comparata; continuatam analogiam fuppeditabunt fin. 3: fin. 2 3 
= fin. 2 3 : fin. 3 3 + fin. 3 = fin. 3 3 : fin. 4 3 ■+• fin. 2 3 = fin. 4j^n. j 3 
-f- fin. 3 3 8cc. & cum finus fint fubtenfa! dimidix duplorum arcuum , 
fi accipiantur arcus quotcumque inter fe tequales, ducanturque fub- 
tenfae arcus femel , bis , ter &c. accepti , prior fubtenfa erit ad fecun- 
dam ut fubtenfa alia quxvis ad fummam duarum fubtenfarum pro- 
xime adjacentium: quod c(t Theorema IV. Francifci Viet® dc fc&io- 
ne angulari . 

II. Si fubtenfa arcus propofiti 2 3 vocetur a , ac b fubtenfa comple- 
ment! ad integrum femicirculum , & fit propterea fin. 3 = -'<r,cof 

com- 
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atque infuper li fubtenfa arcus multipli i«j vocetur 


m, & fit fin. n 3 = ~ m , prior ilia Euleri feries in aliam refolvetur, 
quam Ioanncs Bernoullius anno 1701 in Adis Lipfienfibus propofuerat 

m = a ( b*~ 1 — ( n — z ) . b n ~‘i-\- — — . b *8cc.^ . 

Quod li diameter circuli pro unitate aflumatur, & lit fin. j = 
cof. 3 , fin.r/3 =m, pofterior Euleri feries refolvetur in feriem 

( n — — 1) 

aliam Bcrnoullii ra = nab"* 1 — n ■ a 3 b«~t -L 

1 . z . j 


.( 1 -llilzrjl at b’-t See.. Utraque Ber- 
1 . z. 3. 4 - 1 

noullii feries habetur etiam Opcrum Tom. I.§. LXX 1 X., eafque ex- 
plicaverat Marchio de 1’ Hopital in Probl. IV. Lib. X. de Sedioni— 
bus Conicis. 

111 . Ex autem feries divilioni arcuum infervient, li fcilicet fubtenfa 
m data fit , Sc queerantur fubtenfa: a , 8c b . Ita li fit n= 3 , pr(J arcu tri. 
fariam dividendo, erit /n = 3 ab* — a'. Sc li fit n = j fiet at 
1 o a 3 £ 1 -f- $ ab* — m = o . Ita vero tot erunt radices xquationes , Sc tot 
divert! cafus problematis quot erunt partes, in quas arcus propofitus de- 
bebit dividi. Univerfim enim cum de arcu quovis AK, fig. 75., quxftio 
proponitur , eadem de arcu quovis, qui ex pundo A incipiat, Sc definat 
in pundum K indifferenter proponi potell , de arcu fcilicet quovis , qui 
ex peripheria femcl , bis, ter fumpta Sec., atque ex arcu propofito com- 
ponatur . Ita fi arcus propofitus vocetur 3 , 8c peripheria integra fit 
p, cum arcus bifariam debet dividi, indifferenter quxri debent fub- 
tenfa: arcuum - 3 , 8c ~{p-\- 3}: cum debet dividi trifariam , quxrun- 
tur fubtenfx arcuum j 3 , ( p ( 1 p-\-]) '• cum debet dividi 

quadrifariam , fubtenfa: 3, -(/> + {). ip+l), j-( 3 & 

univerfim , fi numerus partium fit n , quxrendx erunt fubtenfx at- 

cuum ~ . T , ( p + 3 ; , -i ( z p +3 ) See. , — ( « — 1 . p + 3 ) . 


IV. 
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IV. Patet autem fubtenfam arcus j), five p -f- j- J eam- 

dem efle fubtenfam arcus -J j, ac pariccr aequales e(Te fubtenfas arcuum 
~(ip-hj)> & - T &c. <^uare in fubdupla arcus divifione non nifi 
bini erunt cafus problcmatis , & valores bini quaerendi erunt , tres in 
fubtripla divifione , quatuor in fubquadrupla Sec. , Sc aliorum fuccedcn- 
tium arcuum fubtenfae in praeccdentes valores recident. Scilicet in fub- 
tripla divifione quaerendae erunt fubtenLe arcuum fj, j, 24c* 

-J- 4: in fubquimupla fubtenfae arcuum {, 72°-f- j-f, 144° + j 7, 
216 +- {> j, Sec.. Et cum eadem fit fubtcnfa arcus f , 8c 

complcmenti ad integrant peripheriam, perinde erit fi in fubtripla di- 
vifionc quaerantur fubtenfae arcuum p — r f , 4 (ip — * ) » 4 ( p — 7 ) : 
arcus enim '-{'ip — > ), & 4 J fimul fumpti peripheriam integrant 
componunt . Paritcr in fubquintupla divifione quaeri potcrunt fubtenfae 

arcuum -j (5 p — ?). f (*P — ?)>7 ( iP~\h~{^P — V’ \ (P — V & c - 

V. Si arcus AH, fig. 76., dividi debeat in quinque partes, 5c 
una ex his partibus fit A B , atque a punclo B incipiendo peripheria 
omnis dividatur in quinque aequales partes BG,CK, KM, MN, 


N B , & fit arcus A B = j , erit A G = ' p -f- f , A K = ~ p ^ , A M 
= 1 p± -j, A N = i f + 7 Quare in aequatione ilia, quae relatio- 
nem fubtenfae, aut finu; arcus fubquintupli exprimit ad arcum inte- 
grum , radices lingulae erunt fubtenfae analogae arcuum A B , A G , A K, 
AM, AN: Sc univerfim fi arcus aliquis dividatur in numerum n par- 
tium , 5 c fit A B = j, A H = n j, radices acquationis, quae dividcndo 

• ■ r ■ cl r «T + */> + »T )P + n T. 

arcui inierviet, erunt fubtenfae arcuum—, ' ’ , — See., 


n — 1 ./> + n j 
n 


Moivraeus in Mifcellaneis Analyticis Lib. II. Lem. I. , 


Hopitalius in priori exemplo Lib. X. dc Sectionibus conicis , 8c pod 
ipfum Authores alii diverfos cafus problematum breviter indicarunt , 
quos ex natura, 5 c fadoribus aequationum fufius collcgit Eulerus Cap. 
XIV. Introduclionis . 


Y 


PRO- 



/ 
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PROBLEMA LV. 

Dato finu arcus cujufque finunt multipli arcus invenirc . 

Si in pofierioribus formulis preblematis amecedentis fcribamus 
1 — fin. loco cof. 3*, & excerpantur primum finus angulorum mulri- 
plicitatis cujufque imparis, iique ordine refolvantur, colliganturque, erit 

fin. 3 3 ss 3 . (in. 3. 1 — fin. 3* — fin. 3' = 3 . fin. j — '4 - fin. 3* 

fin. j 3 = j . fin. 3 — 10 . fin. 3S -f- 16. fin. 3 > 

fin. 7 j = 7 . fin. j — f 6 . fin. p s -f- n 1 . fin. 3* — 64. fin. 3 7 &c., 

& cognica progrefiionis lege , fi n fit numcrus impar , & integer erit 


fin. n \z=.n. fin. 3 ■ 


n.n * 


1.1.3 


1 n. n 1 — 1 . n * — 9 

-.fin. 31 + - fin. 3* 

i. 1.3.4. 5 


n. n — 1 . n 1 - — 9 . n ’ — 1 j 


. fin. | 7 &c. 


1. 1. 3.4.3 .6.7 

Simili modo acccptis finubus multiplicitatis ordine parts habebimus 
fin. 1 3 = 1 . fin. 3 . cof. 3 
fin. 4 3 = ( 4 . fin. 3 — 8 . fin. 3 ’ ) . cof. 3 
fin. 63= (6. fin. 3 — 31 . fin. 3 > -f- 31. fin. 3 cof. 3 Sec. 

n.n - — 4 n.n 1 — 4 .n * — 16 

fin. n 3 =cof. 3 (n. fin. 3 . fin.3 5 — — . fin. 3 * &c.) 

* 1.1.3 1. 1.3. 4. 5 

In pofieriore autem hoc cafu numeri n paris cum fit cof. 3 = 
/ ( 1 — fin. 3’ ) = 1 — .d . fin. 3* — d . fj n , — d. (in. 3* &c., fi 
multiplicatione fa&a colligantur fimul ordinis ejufdem termini, erit prior 

n.n* — 4 


feriei terminus n. fin. 3 , fecundus — Ln. fin. 3’- 


1.1.3 


-. fin. 3> 


n. 


I n.n- 

— fin. 31 , tertius 


.fin. r ! &c. : unde 

1.1.3 ■ 1.1.3.45 

pro cafu quo vis numeri n paris, aut imparis finus arcus cujufque mul- 
tipli unica ferie exprimerur, ac fiet 


fin. n 3 = /t. fin. 3 


n. 1 


.fin. 3 s 


n. 1 — n 1 . 9 . 


-«* 


-. fin. 3 ' Sec. 


1.1.3 * 1. 1.3. 4. j 

COROLLARIA. 

I. Si diameter circuli vocctur d , & fit a fubtenfa arcus 13, m 


vero 
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yero fubtenfa multipli arcus 2/13, ac fi infuper primus feriei terminus 
vocetur A , fecundus B, tertius C 8cc. , 8c unufquifque terminus ad 
proximo anteccdentem refcratur, erit 


I n * .'a' A 9 — n l * * * a' B 25 

m= na-\ 7- 1 — - — t . h 


■&c.. 


2 . 3 . d- ' 4. j . d‘ 6 . 7 . d‘ 

Elegantiflimam, 8c fundamentalem hanc feriem , quae Bernoullianas 
omnes, Simpfonianas, 8c Eulerianas fimul compleditur, primus om- 
nium cxhibuit Newtonus in Epiftola ad Oldemburgum data anno 
1676. Earn in binas fcries difpefcuit Eulerus Cap. XIV. , quas in Pro- 
blemate hoc exfcripfimus , quafque vidimus deinde radkis extractions 
in unicam feriem converti . 

II. Bernoulliana autem formula quam in Corollario fecundo an- 
tecedentis problematis retulimus , ad Newtonianam facile rcducetur fi 
diameter circuli vocetur d , atque in eodem Corollario flatuatur 


-= fin./i J : 


nab* — ' n(n — i)(n — 2) 

d* 1.2 .}.</* 


a ’ b * — 3 See. . Cum eni m 


fit b 
fiet m 


* — » , . 

= i> — a',b’~' = (d ' — a-) ' =</•-' — f -J J—la', 

n in I . n 2 \ 

= n a — [ f -n — 1 ) d‘‘ — 1 a' 8cc. = 

id* \ } ) 


1 « - 

na - 1 — ./i a 3 8cc., ac fimili modo termini alii fubfequentes pof- 

i.x.d' 


fent fupputari . Monuit autem primum Newtonus abrumpi feriem 
fi n fit numerus integer, 8c impar, earn vero excurrere in infinitum 
fi n (it numerus par . 

PROBLEM A LVI. 


Iifdem pofitis invenire cofinus arcuum mulriplorum . 

Si qua ratione in Coroll. II. Probl. LII. prodiit cof. 2 j = 2 . cof 3 * 

• — 1 = cof. 3 ! — fin. 3 * , fiat ctiam cof. 33 = cof. 2 3 + j = cof. 2 3 . 
cof. 3 — fin. 23 . fin. 3 = 4 . cof. 3 5 — 3 . cof. 3 = cof. 3 5 — 3 . cof. 3 . 

i — cof. 3 * = cof. 3 3 — 3 . cof. 3 . fin. 3 1 , eodcmque modo cofinus 
arcuum 43,33 8cc. ad precedences formulas revocentur, cofinus quit 
que binis formulis exprimi potcrit 

Y 2 cof. 


I 
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cof. *j = * .cof. j' — i = cof. 3* — fin. 3 1 
cof. j;= 4 .cof.31 — 3 . cof. 3 =cof. j’ — j . cof. f .fin. j* 
cof. 4j = 8 .cof.j 4 — 8. cof. 3’ + l =cof. ;* — 6.cof.f*. tin. 3* + fin.|* 
cof. = 1 6 .cof. — zo.cof. j 1 -J- 1 .cof. 3 = cof.-j 5 — io.cof. 33 . fin. 3 * 
+ } cof. 3. fin. j« &c.. Cum igitur utrobique conftans fit ordo , ac ferie* 
progrelfionis, fi loco dati exponentis accipiatur multiplus quicumque 
n , ex columns utraque bin* ali* generates feries eruentur coC n 3 

, n ( n — 3 ) 

= * » — 1 cof. x* — n. *•“ J . cof. -) * * —, .cof. r"~« 

1 1 l . i 

n[n — i.)(n — 5) , , . n(n — j )(n — 6 )(n — 7) . 

_ _i Idi — l ’-7 C0f. — — * • COb { * 8CC. 


cof. ^ — 4 fin. See. 


1 . *. 3 ' * • * • 3 • 4 

nht— 1) . r n<n—\yn—%)<n—l) 

— co f. r « — - cof. z’ - * Gn. r « + 

«•* 1. 1.3.4 

COROLLARIA. 

I. Ita igitur bin* aliae habentur cofinuum feries , quas Eulerus 
tradiderat. Priorem ipfe fimili induftionis methodo oftenderat Cap. XIV. 
Seriem alteram Cap. VIII. ex eo eruit quod elfe debeat 

( cof. 3 ± ^ — 1 . fin 3 ) ’ =cof. n 3 ± ^ — 1 . fin. n 3 , 

quodque utroque figno accepto , 8c compenfantibus fefe termini* 

— 1 . fin. 3 , fit 

cof. n 3 = { ( cof. 3 -J- ^ — 1 . fin. 3)" (cof. 3 — ^ — i.fin^J- 

( cof. 3 4 ^ — * • fin. 3 ) " — ( cof. 3 — 1 . fin, 3 ) * 

fin. n 3 = — • 

z*'— 1 

Hoc enim pofito cum in fumma , ac differentia ferierum, qu* quart* 
titatem 4 ( cof. 3 i ^ — i.fin.3) ad potentiam exponentis n cveftam 

exhibent, fe deftruant termini, qui imaginariam quantitatem ^ — 1 
involvunt, ea cofinuum feries, 8c qu* analogs eft finuum exfurget. Ve- 

rum cum prior squatio (cof. 3 4^ — 1 .fin 3)“ = cof. n\iy — 1 . fin. n j 
non nifi induaione eorum cafuum ab Eulero eruatur, in quibus loco 
n ftatuuntur numeri 1, z, 3 , maluimus hie utrafque finuum, 8c cofi- 
nuum feries eadem induaionis methodo direae tradere . 

II. Manentibus aliis denominationibus , qu* in Corollario fecun- 

do 


Digitized by Google 


Tkigonometricis. 173 

do Probl. LIV. , fi radius circuli accipiatur. pro unitatc , prior prob.lc- 
matis hujus feries refolvetur in feriem aliam , qua citatis in locis Joan- 
nes Bernoullius expreflerat fubtenfam complement! arcus multipli ad 
femicirculum , ac fiet 

, , n(n — 3) n(n — i.)(r. — j) . 

2. cof. /7j= A" — n.b 2 -4 .b * — -.b’ 1 ~ f &c. : 

* 1.2 I.2.3 

Sc, fi unitas accipiatur pro diametro, alia Bernoullii feries habebiiur 

- . nf/J — 1) , . rt(n — i)(a — i)(n — j) 

cof./2T=£" — — — -,a*b— <8cc.. 

1.2 1 . 2 . 3 . 4 

Priorem etiam in Coroll. IV. Probl. LII. ex aliis Simpfonii lemmatis 
jam eduximus. Utraque autem Bernoullii feries Simpfonianas , ScEu- 
lerianas prxcelferat . 

PROBLEMA L VI I . 

Datis finubus , ac cofinubus tangentium formulas exhibere . 

Quia finum per cofinum dividendo exfurgit tangentis valor, fi 
nona formula Probl. LII. per decimam dividatur, prodibit tangens fe- 

fin. -q -j- r q -f- r 

mifummx duorum arcuum q. Sc r, ac fiet — = tang. 

cof. p q -b r 2 

x= ^ n ‘ ' : ac pariter duodecimam formulam dividendo per 

cof. q + cof./- 

decimam prodibit tangens femidiiFerentix arcuum corumdem, ac fiet 

tang. fim£ — . Si undecima formula dividatur per no- 

0 2 cof. q+cot.r 

■ cofy 


cof. 


nam habebitur valor alter tangentis femidifferentix — 

tin. r -|- fin. q 

Quod fi infuper tertia, ac quarta problematis ejufdem formula 
fin. x — 3 

ad fe invicem referantur crit ■• = tang, x — 3 = 

cofix — 3 

fin. x. cof. 3 — cof. x. fin. 3 

7 7= : : — L : 8c cum fit fin. xe= tang. x. cof. x , be 

col. x. cof. 3 -f- lm. x. fin 3 

fin. 3= tang. 3 . cof. 3 , fubfiitutis terminis fiet tangens differentix duo- 

, tang, x — tang. 3 _. 

rum arcuum x, & 3, feu tang, x — 3 = — 1 . Si null 

1 + tang. x. tang. 3 

rc- 
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reduclione ex binis formulis prioribus eruetur tangens fummx duo- 
tang. x + tang, p 

rum arcuum x -f- i = — . 

I ■ — tang, x . tang, p 

Dcnique fi dato finu, & coflnu arcus p quxratur tangens arcus 
multipli n p , Sc pofterioribus acceptis formulis problematum LIV. , & 
LVI. pro variis potentiis (in. p fubftituantur potenrix totidem producti 
cof. 5. tang, p, 5 c termini omnes dividantur per cof . n p fict univerfim 


tang 


(in. np 
' cof n p 


tang. 7 - 


n(n — l)(n~i) 
X.2.J 


tang, p 5 &c. 


n(n — I ) n (n- 

1 ; -tang. pH 


-*)(" l )( n — i) 


tang.^&c. 


1.2 -- 1.2.3. 

COROLLARIA. 

I. Si in prioribus formulis tangens femifummx duorum arcuum 

f, 5 c r dividatur per tangcntem differentia: prodibit _*‘ n ' 

atque inde illico eruetur vetus lemma trigonometricum, quod in trian- 
gulo quovis tangens femifummx eft ad tangentem femidifferentix an- 
gulorum ad bafim ut fumma duorum laterum ad laterum differentiam . 
Infuper exxquatis binis valoribus tangentis femidifferentix arcuum eo- 


rumdem fict 


(in. q — fin. r cof. r — cof.q 


, & finuum differentia eric 


cof. q -f- cof. r fin. q -(- fin. r 

ad differentiam cofinuum ut cofinuum (umma ad fumrnam finuum. 

Formulas hafce omnes exhibuit primum Majerus §.X. citat;e difertationis . 

II. Ex aliis etiam formulis tangentium fummx, ac differentiae 

duorum arcuum, quas Majerus tradiderat §. VI., facile colligitur, 

quod fi arcus x, p fumantur inter fe xquales , fiet tang. 2 p = 

a . tang, 1 - r . , t v 

— t ac fi fit tang, p s= v , tang. 2 p = u y erit v * -j = r , 

1 -u tang, p ‘ u 

atque ex tangente arcus propofiti 2 p eruetur arcus dimidii tangens 


. Alias tangentium formulas facile quilqne ex an- 

u 

tccedentibus finuum , ac cofinuum formulis eruet : cotangens autem 
fraclionc inverfa debebic accipi cum radius fit medius proportionalis 
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tangentem inter, & cotangentem: ac denique fecans habebitur qua- 
dratum radii per cofin um dividendo, quin alias formulas praicedenti- 
bus addere necefle fit . 


PROBLEMA LV 1 II. 

Iifdem pofitis invenire latus polygoni regularis, quod circulo in- 
feribi poflit. 

Si peripheria integra in datum partium atqualium numcrum de- 
beat dividi , five fi arcus propofitus peripheriam integrant exaiquet , 
in utraque ferie Coroll. II. Probl. LIV. evanefeet fubtenfa m comple- 
menti ad femicircuium, & priore ferie per a, fecunda per na divifa, 
utraque vero nihilo exeequata fiec 


— 1 (*— iX»— 


b ~ 


1.2. J 


a b 


-3 1 (» — »X» — */»— Of*— 4) 


1 . 2 . 3 . 4 . j 


. a‘ b" * &c. 


b -(»-a) b' 


» — 3 ( »— 3)fa — 4) k-s (»— 4 )f» — <) ,«-: 


&c. = o. 


.2 1.2.3 

Quod fi igitur in fecunda hac ferie ncque ac in prima pro uni- 
tate accipiatur radius , & loco b fubftituatur / ( 4 — a ' )> & fubtenfa 
arcus quaifiti fit a, pofito nz= 2 fiet b = ✓ ( 4 — a' )=o, & a = z , 
pofito n = 3 fiet b ' — 1 = 3 — a 1 = o : pofito n 2= 4 fiet a ' — . 
2 = 0 : pofito n = y eruetur b 4 — 3 b 1 -(- 1 = <* i — 5 a 1 -f- } ~ o : 
eodemque ordine progrediendo eruentur a:quationes omnes , qua: di- 
vifioni circuli infervient hoc ordine 


n = 

3 

a 1 — 3 = 0 


n = 

4 

0 

f 

II 

O 


n r= 

f 

a* — j a'- -f- j = 0 


n = 

6 

a * 4 a 1 -f- 3 = 0 


nz= 

7 

a 4 — 7 a 4 -f- 14 a* — 

O 

II 

K 

n 

8 

a 6 — 6 a 4 ■+■ io a 1 — 

O 

1! 

* 

n = 

9 

a* — 9a 4 -f- 27a 4 — 

30 a • + 9 = 0 

n = 

10 

a s — 8 a 6 + 2i a 4 — 

20 a' -f- J = 0 


COROLLARIA. 

I. Has iquationes omnes confiderando patet in termino quovis 
impari exponentem , & numcrum radicum eumdem efie , ac in ter- 
mino pari proxime fubfequenti : quod fcilicet in polygonis rcgulari- 
bus parium laterum una ex fubtenfis fit diameter , & fubtenfa; quad- 
bit* 
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fitx a nuinero laterum polygoni deficiant unitatc. Patet dcinde quod 
cum in xquatione quavis extrcmus terminus fit produ&um radicum 
omnium , produflum hujufmodi xquatur numero n laterum in poly- 
gons ordinc imparibus, in paribus autem xquatur dimidio tantum 
numero 7 n , fi radius ut antea accipiatur pro unitate . Patet denique 
quod cum fecundus xquationis cujufquc terminus deficiat , radices om- 
nes pofitivx negativarum fummx xquales erunt , quodque cum cocfi- 
ficiens tertii termini fit fumma binariorum, ea in polygonis ordine 
imparibus xquabitur numero laterum , in paribus vero numero late- 
rum binis demptis . 

II. Si radius circuli , qui pro unitate aflumebatur, vocetur r, ut 
in xquatione quavis termini finguli ejufdem fint dimenfionis, radi- 
cum, feu fubtenfarum omnium produclum in polygonis ordine impa- 
ribus debebit effe nr * — in paribus vero '-n r '~ ’• Quod fi autem 
poftcrius hujufmodi produStum multiplicetur per diametrum z r, qux 
in polygonis iifdcm ordine paribus eft una fubtenfarum ; pro numero 
quovis laterum pari, aut impari erit femper ir'~' produflum duo- 
rum laterum contiguorum , 8c aliarum omnium diagonalium ab uno 
polygoni cujufque angulo ad angulos alios omnes ductarum : quod 
elegans theorema a Joanne Bcrnoullio traditum eft , 8c fufc ab Ho- 
pitalio cxplicatum . Formulas regularium polygonorum circulo inferi- 
bendorum primus invenit Francifcus Vieta in Theor. LX. de Sectio- 
nc angulari. 

III. Si rurfus pro unitate aftumatur radius erit / 3 latus trianguli 
xquilateri circulo inferipti, latus quadrati l , latus hexagoni erit 
ipfe radius, atque ex xquatione a 4 —— J<r + j =o,extrada primum 
radice quadra prodibit a ' = - ± - </ 5 , ac rurfus radice extracla fiet 


1 


^ , eritque latus pentagoni regularis circulo inferipti 


/ > & qua: duo latera fubtendit diagonals pentagoni , erit 

altera xquationis radix / . Differentia vero diagonal’s , 8c 


la-. 
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, . . /',(?+✓?) ,Cf — ,ff+vj) 

la tens pentagom crit ( / — ) =s 

y Ll+'f*) 

y~r~^—y xqualis fcilicet quadrato ejufdem lateris per diagonalem 

divifo , adeoque latus pentagon! rcgularis circulo infcripti crit pars 
major diagonalis extrema , Sc media ratione fecta: : quod Geometric 
■vetuftioris theorema erat . 

IV. Cum fit dimidium quadrati latus LyZ 1 , fi in formula v = 
>/ ~ 1/ ( 1 — u - ) ) , qua: in Coroll. II. Probl. LII. pro invenien- 

do finu dimidii arcus fuit tradita , ftatuatur u = -j- , Sc finus ipfe bis 
accipiatur prodibit latus octagoni V ( 2 — V 2 ) . Simili modo ex la- 


tere pcntagoni cruetur latus decagoni rc 


gularis circulo infcripti — , 


atque cx latere hexagoni cruetur latus dodecagoni </ (1 — / 3) . Hinc 
autcm patet vetus aliud Ptolcmtei theorema , quod latus pentagon! po- 
tefi latera hexagoni. Sc decagoni fimul fumpta: quadratis enim la- 


j ^ J 

tcris decagoni , Sc radii fimul junftis habetur — , quod eft qua- 


dratum lateris pentagon - ! . Hinc ctiam , qua ratione pentagoni latus. 
Sc diagonalem comparavimus inter fe , poiTet colligi latus decagoni 
efle partem majorem radii extrema, ac media ratione fe£ti . Latus 
autem polygoni uniulcujufque augendo in ratione radii ad fecantem 
dimidii anguli , qui latere eodem fubtenditur ad centrum , five in ra- 
tione cofinus dimidii anguli ad radium, habebitur latus polygoni al- 
tcrius fimilis, quod circulo eidem circumfcribi pofiet . 

V. Dcfcriptio heptagoni ad refolutionem aequationis tertii gradus 
reducitur . Quod cum etiam ex praecedcntibus pofiit colligi pratftabit 
modo rcductionem illam exponere , quam Cl. Agnefia fccuta eft in 
Probl. IV. Cap. IV. Inftit. . Sit in fig. 77. circuli centrum O, quatuor 
heptagoni latera AB,BC,CD,D E, jundifijue anguli-; fit O D=r, 
OC= x, G D = 1/ (r* — x ),A G = r-\~x,AD=z^(ir z -f- lrx). 
Ob angulos tequales B AC, DOG, Sc angulos ad F, Sc G rectos 

Z fimi- 
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flmilia erunt rriangula DOG, BAF, eritque AF=FC= — 

r 

✓ — *■)> BF=x FO = l r .’~: 1 . Infuper cum 

r r 

fint xquales anguli AOB, CAE,& angulus ANC reftus, fimilia 

FO 

panter erunt triangula ANC, O FA, eritque A N= — . A C= 

f 8 *r 5 4r J jr» . ^ ^ 

^ ( r' — x'j . Denique ob xquales angulos B A C, 
CADcmFH=BF,k HO=BO — t BF=t*'~~ 3 '* , HL 

r l 

= ^.ifO=! V '(r' — )LmZZ ml, & A D = AE= 
1 A AW 1 HA+HL= 1 A B+ HLsJ ~ 'll) /(,■ — x . y 


Quare exxquatis terminis cruetur cequatio 8 x * — 4 rx z — t,r'- x-f- 
r~‘ =0 , qux apud Agnefiam inverfo fecucdi , & quarti termini figno 
legitur . 

P R O B L E M A LIX. 

Invenire latera folidorum omnium regularium , qux fphxrs ali- 
cui propofitae inferibi poffunt . 

Sit diameter fphxrx AC, fig. 78. , 5 c CD latus tetraedri , quod 
fcilicet quatuor triangulis xqualium laterum compleftitur , atque ex 
D in diametrum ipfam demilio perpendiculo B D, & pofito A C= 1 , 
C Dxxzx, fit BC=x> , & BD — xS( 1 — **_). Erit B D ra- 
dius circuli perpendiculariter ad diametrum A C in B fecli, cui unutn 
ex quatuor triangulis a:quilateris , 6c xqualibus tetraedri inferibi pote- 
rit . Cum igitur latus trianguli xquilateri circulo inferipti, juxta Co- 
roll. III. Problematis antecedentis, efle debeat 3 , li circuli radius fit 
unitas; pofito quod circuli radius fi — .r’), eric trianguli ejuf- 

dem , 6c tetraedri fphxrx inferipti latus rs=r/j/(i — x*) = /r- 

Si cubi , five hexaedri latus RC, fig. 79. , vocetur x, erit B G 
*= 'Six', 8c diagonalis cubi BE, qux eft circumfcriptx fphxrae 
diameter, F.ct S $x l — i, five erit latus hexaedri x=^~ , Solidi 

au~ 
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autem altcrius, quod otlaedrum dicitur, bafis cum fit quadratum, 
cui bin* .rqualcs pyramides quatuor triangulorum squalium , 8c xqui- 
laterum hinc indc a bafi ilia per centrum traducla infiftunt , eadem 
oflaedri bafis erit quadratum maximo fphaerx circulo infcriptum , 8c 
otlacdri latus quadrantem integrum fubtendet, 8c fphxrae diametro 
accept^ pro unitate erit </ - . 

Pro inveniendo dodecaedri latere , quod (cilicet duodecim pen- 
tagon'^ regularibus, 8c zqualibus comple£litur, fatis erit ex Geome- 
trica ejufdem deferiptione pracmittere diagonales quatuor AC, CF, FH, 
HA, fig. 80, pentagonorum quatuor angulo cuilibet LM adjacentium 
quadratum componere, 8c diagonalem unam AC efle latus cubi , qui 
dodecaedcro aeque , ac fphxrae inferibi potefl . Hoc autem dato eric 
diagonals eadem j-: 8c cum, juxta Coroll. III. Problematis fuperio- 
ris , diagonalis ad latus pentagoni regularis fe habeat ut v'f 5 + / 5 ) : 
, qua: ratio, multiplicatione per utrimque 

facia , eadem exfurgit quae 1 + / t : 2 ; erit pentagoni A B CM L , 8c 

dodecaedri latus : 8c cum fit ( V 5 -f- 1 ) ( 5 — 1 ) = 4 , 5 c 

1 + / 5 

— — — = — - ; fiet latus idem - (•—— — V 

Paritcr ex Geometrica deferiptione folidi viginti triangulorum 
zqualium laterum, quod icofaedrum dicitur, praemitrendum erit,quin- 
que triangula ex fuperiore folidi ejufdem angulo G ducla , fig. 81., 
circulo A B C D E , decern ELD 6cc. intermediae portioni fpha-rx ad 
modum timpani circumvolvi, quinque alia inferius portioni eidem ex 
adverfo infiftere . Ita igitur cum fit E D = E L = L D latus pen- 
tagoni fuperiori circulo inferipti , fi decagoni pariter inferipti latus fit 
E K = K D , juncla K L erit angulus E K L re&us , atque ob E K 
latus decagoni, 8c EL pentagoni, juxta Coroll. IV. fuperius, erit KL 
latus hexagoni , qui eidem circulo inferibi poteft , five erit K'L = 
H C, qui eft circuli ejufdem radius. Rurfus ex G in diametrum cir- 
culi F C duclo perpendiculo G H erit pariter latus decagoni G H = 
E K , 8c fi fiat FC == 1 7 erit diameter fphxr<e H C -f- 1 HG = 

Z * 1 -J- 



i8o 


F o i u v i 1 s. 


1 + * (■ 


Vf 


- j = V ; , 8c latus pentagon! unius, five etiam ieo- 


faedri GC —V ( - — 

* V- f 

unitate aflumatur , & fiat ut V 5 : i ita V ^ ad quartum , 


^ . Quod fi igitur diameter fphrcrre pro 


fiet icofaedri quatfiti latus V ( -j — i-V-)* 

COROLLARlA. 

I. Ita igitur brcviffime fupputata, 8c ad eamdem fphtcra: diame- 
trum relata habemus latera corporum omnium rcgularium , quae fufc 
Pappus Alexandrinus , 8c Geometra: veteres determinaverant , quxque 
idcirco Platonica appellari confueverunt , quod Plato ex iis univerfim 
componi dixerit , ignem corpufculis tetraedris , o&aedris aerem , aquam 
icofaedris , hexaedris tcrram , tetherem dodecaedris . Plato etiam hifce 
hypothcfibus hypothcfim aliam adjecerat mundi undique pleni : cum 
tamcn manifeftum fit non nifi tetraedra , 8c odaedra fibi invicem 
copulata undique fpatium omne replere pofie . Id fingillatim etiam 
pro finguiis Platonicorum corporum combinationibus demonflravit Cl. 
Bertrandus in priore Trigonometric plana: fedione. 

II. Lateribus autem corporum regularium, quae eidem fphxrtc in- 
fcribi pofiunt, inter fe comparatis, quadratum diametri fphxrx crit 
ad quadratum lateris tetracdri ut 3:2, ad quadratum lateris hexae- 
dri ut 3 : I , ad quadratum lateris odaedri ut i : I , ad quadratum 
diametri circuli, qui folidum icofacdri angulum fubtendit ut 5:4. 
Quadratum etiam lateris tctraedri duplum erit quadrati lateris hcxae- 
dri: latus hcxaedri xquale erit lateri quadrati, quod folidum dode- 
cacdri angulum fubtendit: dodecaedri autem latus erit ad latus deca- 
goni , quod circulo fphxrx maximo infcribi potell , ut : : / 3 . Qua- 
dratum infuper diametri fphxrx xquale invenietur triplo quadrato 
lateris dodecaedri addito triplo redangulo laterum dodecaedri ejuf- 
dem, 8c hcxaedri. 

III. Extracts autem radicibus manifeflum erit quod fi diameter 
fphxrx fit 100000, erit latus tetraedri inferipti 81149, oclaedri 70710 , 
hexaedri 57736 , icofacdri 52573, dodecaedri 35681 . Datis autem la- 

teri- 
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teribus iifdem , 6 c fph*r* diametro dabitur etiam perpendiculum e 
centra demiflum in latus quodvis, atque inde fuperficies , & foliditas 
corporis uniufcujufque fupputari poterit . Latus autem quodvis augen- 
do in ratione perpcndiculi ejufdem ad radium habebitur latus corpo- 
ris, quod ilmili modo fphxrx circumfcribi poflTet . H* olim menfur* 
ad phyficam etiam fpedare intelligebantur . Port phyficam undique 
cxcultam, Sc emendatam Platonicorum corporum confideratio no* 
amplius nili ad ubftradam Geometriam, Sc ad Algebram pertinet. 

CAPUT S E P T I M U M. 

DE FORMULIS 

LOGARITHM 1CIS. 

G Um fupra conicarum fedionum analyfim traderemus prxeipuas 
jam indicavimus proprietates hyperboix ad axem, Sc afympto- 
tos rclat*. Scd alias infuper fingulares hyperbola: proprietates 
hie addi portent: ut quam Newtonus adcalculum in Probl. XXXVIII. 
Ariihmeticx , Sc ad conftrudioncin Geometricam deduxit Agnefia in 
Probl. X. Cap. 111. Inftir. Analyt., quod fi dato pundo P, in fig. 82 . , 
Sc datis redis U B , UG accipiatur femper CE: CD in ratione da- 
ta; pundum D crit ad hyperbolam . Pariter ft, in fig. 8 ;., datis 
pundis V , Sc A, ac data reda A E P , dudifque redis quibuslibet D E 
fumatur femper yd Mc=ME; erit pundum M ad hyperbolam: quod 
primuin apud Agnefiam in eodem capite problema eft . Aliam infu- 
per fingularem proprietatem Pappus in Probl. XXXIV. Lib. IV. Colled. 
Mathem. , Sc Vivianus in Probl. XXIV. Lib. 111. fecund* in Ariflxum 
divinationis demonftraverant, quod fi fupra redam A B ftatuatur Tem- 
per angulus BAC duplus anguli ABC ; erit pariter pundum C ad 
hyperbolam. Hare cum exercitii loco ad xquationem Tyro fuperio- 
rum probiematum exemplo revoeare pofiit, bin* ali* funt inlignio- 
res hyperbol* proprietates, qu* fingillatim tradi hoc in loco debent. 
Alteram expofuit Celebris Vincentius Riccatus Par. II. Opufculi Tom.I., 
Sc Cap. XII. Lib. II. Inflit. Analyt. , eaque analogiam quamdam fe- 
dotum circularium , Sc hyperbolicorum , formularumquc trigonometri- 
carum ad areas hyperbol* applicationem refpicit , qu* licet ufus exi- 

gui 
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gui effe poffit , cum tamcn ab omni ambagc poffit exfolvi , trigono- 
metri® analytics; adjicienda hoc in loco erit. Infignem alteram pro- 
prietatem primo expofuerat Gregorius a S. Vincentio in Prop. C1X. 
Par. IV. Lib. IV. illius operis, quod ad circulum quadrandum confcrip- 
fit, caque ad curv* Logarithmic® deferiptionem , & ad logarithmo- 
rum doflrinam , qua Arithmeticam , & Algebram amplificavit Ncpe- 
rus , atque ad ufus alios conducit . Hyperbola ad Logarithmicam 
rclatio diftincle tradi , & qua: circa logarithmorum doclrinatn apud 
Geometras excitat® quxfliones funt, quarque obleuriorcs adhuc , & er- 
roribus obvolutw videntur elTe , corrigi , & explicari dcbent . 
PROBLEMA LX. 

Datis duabus areis , qua? abfciflis duabus hyperbolae intra afymp- 
totos refpondent , abfcilfam unam ex altera determinare . 

Sint OD, & OL afymptoti hyperbolae ECH, fig. 8{. f atque 
ex Venice £ du£ta E R ad 0 L, & E Q ad 0 D parallels, atque ad 
O D duclis parallelis aliis B C , Lll &c. area; hyperbolic® Be, La 
inter fe ®quales, aeque adco exigu® accipiantur ut lateribus Bb, LI 
ultra quofcumque limites imminutis arc® pro parallelogrammis ailumi 
poflint, & produtla etiam Bb. BC, LI. LH cenferi pollint inter fe 

xqualia . Si fiat Q E = E R = f, erit B b \Ll = L H : B C = : 

fi OX. 

= 0 B: O L = Ob: 01, acceptifque xqualibus arearum incretnen- 

tis incrementa abfcifTarum erunt totis abfciflis proportionalia . Viciflim 
li abfcifl® OB, O b , O L, O l fumantur in progreffione continua ®qua- 
les erunt are® ill® exigu® Bc,Lh. Incipiendo igitur a pun£k>@ li fpa- 
tium omne afymptoticum femiordinatis ad Q E parallelis terminatum 
xqualibus diflbrentiis crefcere intelligatur ; abfcilT® crefcent proportio- 
naliter , fummlfque incrementorum utrobique acceptis, fi fpatia ilia 
progreflionem arithmeticam conflituant, abfcifl® analog® progreflio- 
nem geometri.am conflituent: adeoque are® a femiordinata Q E fup- 
putat® erunt logarithmi abfeiflarum in afymptoto O L fumptarum a 
centro 0 , 8c li accipiantur are® Q C: Q H = i : * , erit OL = OB". 

COROLLARIA. 

1. Cum parallelogramma omnia lateribus O Q , QE , aut OB, 

BC 
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B C terminara xqualia fint, erunt etiam xqualia triangula O Q E , 
O BC , qua; funt parallelogram morum dimidia. Erit etiam triangulum 
OPE xquale trapetio QPCB, additoque fpatio PEC, erit fector 
OCE xqualis are* QECB : atque ita pariter feclor OHE xqualis 
erit areae Q E H L. Itaque fe£lores omnes a centro fupputati erunt 
logarithmi abfciflarum fedori cuilibet refpondentium : & quia arearum , 
fedorumque per quantitatem eamdem diviforum eadetn eft ratio , ft 
numeri exprimantur abfciflis hyperbolae in una afymptoto fupputatis , 
areae etiam hyperbolicae a femiordinata Q E fupputatx , aut fedores a 
centro fumpti, St per conftantem aliquam quantitatem divifi pro lo- 
garithmis accipi poterunt . 

II. Si area: plnres Q C, B II See. , aut fedores hyperbolic! OEC, 
O C H Sec. accipiantur inter fe xquales, ratio prim* abfciflx 0 Q ad 
tertiam 01 erit duplicata rationis prim* abfciflx ejufdem ad fecun- 
dam OB, ratio prim* ad quartam triplicata, prim* ad quintam qua- 
druplicata &c. , ac vicidim: quo recidunt propofitiones CXXXII. , 
CXXXIV., & CXXXV. Par. IV. Lib. VI. Gregorii a S. Vincentio 
de hyperbola . Hinc etiam fatisfieri poflet propofitioni CXXXVII. , 
qua inter duas datas rectas quxruntur du*, aut quotcumque ali* medi* 
geometrice proportionates : aut potius hoc mode problema in aliud ejuf.. 
dem generis transferri poflet , cum non minus difficile fit medias pro- 
portionals in venire, quam aream afymptoticam fecare in ration e data. 

III. Si hyperbola H EG fit xquilatera , Sc earn jam analogiam 
habeat cum circulo , quod femiordinatarum quadrata utrobique xqua- 
lia fint redanguiis abfciflarum ab utroque. axis vertice fumptarum j 
alia infuper fingularis analogia haberi poterit fi femiaxis O E accipia- 
tur pro finu toto hyperbolico , & quemadmodum circularis arcus xqua- 
lis eft fedori circulari per dimidium radium, qui eft finus totus, di- 
vifo, ita etiam pro logarithmo quovis hyperbolico abfciflx O L, juxta 
corollarium primum , aflumatur fe£lor hyperbolicus OHE per dimi- 
dium femiaxem divifus, St femiordinata H K fig. 86.accipiatur pro finu 
redo hyperbolico , St abfeifla 0 K pro cofinu hyperbolico logarithmi 
abfciflx alterius OL. Simili enim ratione in vertice E evanefeet fi- 
nus hyperbolicus, St cofinus fiet finui redo xqualis, in oppofita au- 
tern hyperbola iifdem finubus negativi cofinus refpondebunt . 
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IV. Hoc etiam pofito li accipiatur OL: 0 Q =» O Q : 0 B , du- 
caturque B G ad afymptotum O D parallela , qux hyperbolae occurrat 
in pun£lo G ; aequales erunt areae QEHL,QEGB, & cum ini- 
tio ex Q du£lo lit OQ= log. o, area in adverfam partem accepta 
exprimet logarithmum abfcilTa; minoris quam O Q , & negativus finus 
Q F G B 

K G refpondebit ares — , quae ell logarithms abfcifTx OB. 

~ O E 

Patet autem aequales elTe linus II K , K G, re£tamque B G , & femior- 
dinatam II K oecurrerc hyperbolae in punfto eodem G : cum enim lit 
Q E: LH = O L : 0 Q =0 Q:OB , & fit QE= O Q, ft ex G in 
afymptotum ducatur perpendicularis G D , erit II L = O B = G D , 5c 
puneta H, G ad ordinatam camdem pertinebunt. Haec ingeniofe at- 
tigit Riccatus citato in loco . Methods finuum , & colinuum inve- 
niendorum , qui funnnae , aut differentia: feflorum in hyperbola ref- 
pondeant , unico problemate perflringi potell . 

PROBLEM A LX I. 

Datis abfeiffis , & femierdinatis , quae duabus areis hyperbolae 
sequilaterae intra afymptotos ut antea accept is refpondcant, invenire 
abfcilfam , & femiordinatam , quae refpondcant fummae arearum. 

Sit in fig. 87. femiaxis Q E.zzxa, atque ob hyperbolam aequila- 
teram fit O K—K C =ar , Ot = lc= j, X // = / far* — a ' ) , 
kh = Y(\' — ) 1 & fit area QEGF aequalis fummae duarum 
QEHL, QEhl, ac fiet ON = u , N G = v . Erit H C = x — 

x — Vfjr* — <3* ) 


V (*' — «*)» HL-=LCz 


= jV O LzzzxY 1 — ( 


V I 
Y(x ‘ — 


V! 


H „l= 3 ^ F £ 2 .o fc 


) 


T + V( T » — g>) 
V 2 


OC—xYz, Oe 

x-h Y(x' — a') 
“ V 2 

. Iain veto ob aequales 


areas QEHL , l hFG erit etiam OQ : O Lzx=Ol: OF, atque ob OQ 

■=£• * CF = FM =w=n>T- ““ °«=“V.=of 

OL.Ol.Yl , a’ r ■ r nr 

+ FAl = 4 - . .• cumque fit inluper V L 

T a zYz.OL.OI 1 s— 
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, 01 z=~, & 0 L .01 = 
xU L x hi 

OL.Ol + IIL.hl 


Ttrrrr prodibit u a 


= n (*+/(* — *•;) (r+/ (f — «*)) -H 

“ (* — / f** — •«’)) (t — /(?* — “'))> & termini* aliis fe in-; 


vicem deffruentibus fict u 


* !+'/(*' — *)'/(? — <t ) 


. Rurfus 


cum fit OF=u/ z — FG =u/ * . 


a* 


= — - t a', atque inde eructur 


, erit O P — «/ z.O F 

2 U r 

OF !=/('£=£') «JL ; 

✓i V * / 

* r O P 01.0/ u + v . , lOL.Ol 

sc u r = — — = , five etiam u -f- v 

j u v * « 

T (*+/r**— -*;)(t+/rf— «*;)• 

Multiplicatione igitur fada , detradoque valore abfciffx u , prodibit 
valor femiordinatx, qua: arearum fummx refpondebit, ac Set 

— — — *') 

a — 

COROLLARIA. 

I. Si area , aut fedore hyperbolico , ut antea , per dimidium fi- 

.. „ QEHL , _ _ 

num totum divtfo ftatuatur — = log. O L = <p , & log. O / 

- 4 
2 

= «, ac fit pariter K H = fin. <p =V ('■*’ — a 1 ) , cof. <p = * , fin. a 
= /(Y — a'), cof. u = j , finubus, & cofmuOus ad areas hyper- 

bolicas , & abfeiffarum logarithmos rclatis , erit v = fin. <j> -f- m =ss 

fin. © . cof. u 4- cof. © . fin. w cof. © . cof. u 4- fin. © fin. u , 

— — , U u s= - . Ita 

a a 

igitur finus, qui fummx logarithmorum in hyperbola refpondebit, eo-' 

dem modo exprimerur , quam qui refpondet fummx arcuum in cir- 

culo : in cofinu autem accipiendo differentia produdorum utriufque 

finus, & cofinus in circulo, St fumma in hyperbola debebic accipi . 

A a U. 
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II. Si inquiratur finus, & cofinus, qui different!* duorum loga- 
rithmorum in hyperbola refpondet , loco u fcriberc opertebit — u: 
& cum in fig. 86. arquales finus K H , KG in partes adverfas jaceanr, 
idem aurem cofinus O K finui pofitive, & negative fumpto refpon- 
deat, in differentia ilia accipicnda, manente codem cofinu loco, fin. u 
lcribere oportebit fin. — u, vel — fin. u , atque hifee tanrum inverfis 
fignis fiet fin. <p — a — fin. <p, cof. a — cof. <p . fin. u , 8c cof<j> — u 
= cof. (p . cof. « — fin. (p. fin. u. Rurfus igitur in hoc cafu cum ex~ 
preffiones finuum hyperbolicorum , 6c circularium fimiles fint, pro 
exprimendo cofinu differentia:, produclorum cofinus, 8c finus utriufque 
differentia in hyperbola, fumma autem in circulo debebit accipi. Quod 
fi igitur addamus areis auctis continue augcri in hyperbola finus , 8c 
cofinus in circulo autem finus totius limites non excedere , non nifi 
aliqua ex pane utriufque -curvx analogia haberi potent. 

III. Si affumatur (p = u , inquiraturque finus , 6c cofinus hyper- 
bolici , qui geminatx are* refpondeant, exxquatis terminis fiet fin. 2 <p 


z . fin. © . cof. ® „ . fin. <p* + cof. (p‘ . 

e= — — , 6c cof. 2 (p = — : in quas recidunt 


formula? aliae magis compofitae, quas Cl. Riccatus citatis in locis ex- 
pofuerat. Hoc autem pofito fi fiat«= 2 <p, habebuntur finus, 8c 
cofinus hypcrbolici, qui are* ter, quater 8cc. fumptx refpondebunt : 
8c quidem finuum hyperbolicorum forma eadem manebit qux circu- 
larium , in cofinubus vero accipiendis cum fignum termini alterius in- 
verti debeat, vix aliquid amplius fupererit quod circulo, 8c hyperbo- 
la: fit commune. Formulas ipfe diftinfte expofuit, iifque ad con- 
flruendas xquationes tenii, ac quarti gradus late ufus efi. Cum autem 
conffrutliones hujufmodi nihil ad calculi progreffum faciant, 8c finuum, 
ac cofinuum hyperbolicorum ufus vix alius effe poflit , fatis hie erat 
fundamentales formulas ex prioribus hyperbola: proprietatibus brevif- 
lirae collegiffc. 

PROBLEM A LXII. 

Datis binis hyperbolis oppofitis , iifque ad afyrnptotos relatis , cur- 
vam, qua 1 hyperbola: utriufque areas, 8c abfeiffarum logarithmos re- 
ferat deferibere. 

Sic in fig. 88. hyperbola ECH ut antea ad afyrnptotos OL, 
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O D relata , producaturque fcmiordinata quae vis B C in K ut fit B K 
rqualis areas Q E C B per quantitatcm quamlibet b divifac , atque 

lta pariter fit alia qua: vis fcmiordinata L V = Q ^ . Curva om- 

6 

nis VKQ fic defcribetur ut aequaliter crefcentibus abfciffis O D, OU 
in altera afymptoto acceptis , femiordinat® D K, U V crefcant propor- 
tionalirer, & abfcifta quacvis fit femiordinatae homologae logarithmus, 
atque ideo hujufmodi curva Logifiica , feu Logarithmica appellari po- 
teritt recta autcm dicetur Logarithmica cum quanritas ea conflans b 
erit hyperbolae lateri O Q , five / aequalis . Qua vero ratione O U eft 
logarithmus femiordinatae UV, ita eriam Ou erit logarithmus femi- 
ordinatx u Z , & Ou in partem adverfam debebit accipi ut fit aequa- 
lis area: AT E Q per b pariter divifae: atque ita ft initio a recta Q E 
dudo recta ipfa Q E r aut O Q accipiatur pro unirate, & logarithmi- 
ca: ablcilTa evanefcente in puncto O fit logarithmus unitatis == o ; 
abicilfce negativ® Ou femiordinatis Logarithmic® unitate minoribus 
refpondcbunt . Infuper cum hyperbola: cuilibet E C H femper oppofita 
ech intra afymptotos eafiicm OL, OU ultra centrum O produdtas 
rcfpondeat, geminata confiruCtione , ac pofita OQ=Oq, Loga- 
rithmic® ramu, alter iqk defcribetur, ad eumdem axem Uu rela- 
tus, atque iifiiem abfcilfis OU , Ou femiordinatae aliae negativ® Dk y 
u p prioribus D K, uZ sequales refpondcbunt: cumque pofita OQ = 

/, QB = x, BC=y, fit/‘ = y ./+ x, ita etiam pofita Oq s = — . 

/, q b = — x, bc = y, adhuc erit f'—y.f+x. 

COROLLARIA. 

I. L r t igitur bin* funt hyperbola: oppofit® , ita etiam , qui inde 
exfurgunt, bini erunt Logarithmic* curv* rami, eidemque abfciiTx 
cuilibet 0 D femiordinatae bin® , poiitiva una D K, & negativa D k 
in ramo utroque relpondebunt 1 quod primo Joannes Bernoullius in 
litteris ad Lcibnitium datis monuerat - Id etiam ad priorem curv* 
defcriptionem pertinct , quam Joannes Neperus Scotus, Logarithmo. 
rum inventor , ufque ab initio fxculi elapfi cxpofuit t ftatuendo fLili— 
cet reclam aliquatn D K fupra OU perpendiculariter , parallele, & 
xquabditer moveri, 8c iu ea interim pundum aliquod ab axe rece- 

Aa x derc 
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dere vclocitate , qu® fit toti ab axe diftanti® proportionalis . Ita enim 
abfcifl® aritlimeticam progreflionem , femiordinat® geometricam exhi- 
berent: at cum rcda ilia perpendicularis axi aut ad unam , aut ad 
alteram partem poflit accipi , hac etiam conftrudione patet Logarith- 
mic® ramus duos efle . 

II. Atque ut bini rami hyperbolici 8c geometrice, 8c analytice 
inter fe invicem conncxi funt, ita etiam bini Logarithmic® rami, aut 
Logarithmic® bin® geometrice , 8c analytice connedentur inter fe . 
Geometricus autem hvperbolarum oppofitarum eft nexus , quod ea- 
dem linea reda , produda utrimque , 5t circa datum pundum revo- 
luta uterque conus ad pundum idem oppofitus defcribi poflit: quod- 
que cHifdem plani fedione per utrumque conum produda bin® hyper- 
bol® oppofit® poflint fignari. Analyticus nexus eft , quod abfciflis a cen- 
tra fupputatis, 8c pofita = x' — a‘, utrique abfcifl® pofitive , 8c 
negative accept® -f- x, 5c — at bin® femiordinat® 4- jy, 8c — y utrim- 
que refpondeant . Quare non video cur Dom. dc Foncenex tomo 
primo Academi® Taurinenfis, cum binos Logarithmic® ramos tanquam 
reales agnofceret , eos tanquam folitarios fpedaverit , 8c utriufque con- 
nexionem tranfccndcntem appellaverit , veluti fi ramus unus ab altero 
geometrice , 8c analytice non penderct . 

III. Geometrica igitur utriufque rami 8c Logarihmici , 8c Hyper- 

bolici connexio eadem erit qu® coni utriufque ad cumdem verticem 
oppofiti. Atque ut motu continue uterque conus defcribi poteft pra- 
duda utrimque recta , qu® tranfeat per datum pundum , 8c circula- 
rem aliquam bafim tangat ; ita etiam motu continuo bin® hyperbol® 
oppofit® defcribi potcrunt , fi reda EOc , fig. 88., in dato piano 
circa pundum 0 , 8c intra angulos LOU, 10 u volvatur, 8c punda 
extrema £ , e data lege ad pundum idem accedant propius , aut inde 
longius recedant. Clar. de Foncenex citato in loco cum fpedaret hy- 
perbolam tanquam fi motu continuo folius red® OE gigni poflet, in 
red® iplius tranfitu ab afymptoto OU ad 01, anguli UOl faltum 
haberi dixit , qui tarnen faltus eft nullus fi utramque hyperbolam , 
8c conum utrumque oppofitum eadem reda utrimque produda defcri- 
bi intelligamus. Ita etiam red® unius circa pundum O revolutione, 
extremis tetminis data ratione acceptis , citra ullum faltum , bini Lo- 
garithmic® rami defcribi pollenr, IV, 
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IV. Ita vero utriufque hyperbolae, & logarithmic* ramis geome- 
trice , & analytice inter fe nexis, manifellum erit quod fi accipiatur 
feries numerorum quorumcumque , pofitivorum, negativorumque O Q, 
DK, UV See., aut Oy, Dk , V v See., logarithm! rationum pri- 
mi ad fecundum , Sc fecundi ad tertium O D, OU See. in utraque 
ferie iidem erunt : quod recic paritcr Joannes Bernoullius in Epift-. 
CXCIII. ad Leibnitium data contendebat . Male autem quis ab una ad 
alteram feriem tranfeundo logarithmos quantitatum pofitivarum , Sc 
negati varum eofdem efle contenderet, atquc effe log. a = log. — a: 

ita enim fieret i- log. a = d log. — a = log. / — a , Sc quantitatis 

imaginarie logarithmus non eflet imaginarius , quodque impoflibile 
ell conftrudionem , & expredionem geometricam haberet aliquam. 
At vero confiderandum ell quod quae logarithms exprimitur quanti- 
tatum duarum ratio quantitates abfolutas dumtaxat , non modum 
quantitatum refpicit, quodque eadein pofitivx ad pofitivam, Sc ne- 
gative ad negativam ratio efle poteft , modus autem quidam exiflendi 
eft quod quantitas una ad alteram relata aut pofitiva, aut negati.va, 
ad unam , aut ad alteram partem pofita intelligatur . 

V. Quod itaque contendebat Leibnitius in Epirt. CXC. rationem 

• — i ; + i , Sc + i : — i efle imaginariam , proprie fie debet accipi 
quod politivi, aut negativi confideratio ad exprimendam proportionem 
minime pertineat . Ita Clarif. Walmesley in Atlis Berolinenlibus an- 
ni 175 j. Algebrx Diale&icam copulando cenfuit dirimi pofle quxilio- 
nem omnem , qux Leibnitium inter, ac Bernoullium diu agitata ell, 
& quam fufe expofuit Eulerus in AQis anni 1749. • Animadvertit enim 
Walmeslcjus quod ad exprimendam quantitatum duarum proportio- 
nem fpeflare quo ill* modo exiflant , num pofitive , aut negative , 
idem ell ac fi in ponderibus comparandis coloris , aut fluidiraris ratio 
haberetur : quxllionem fundamento omni dellitui : nee quantitatum 
hujufmodi impoflibiliumconfiderationibus plus temporis tribui oportere . 
Hie faris erit monuifle quod fi alicubi occurrat quantitas log. — a , 
ea ad hyperbolam negative potentix O 7 referenda erit , atque ita 
Jog. — 3 referendus erit ad progreflionem Geometricam , in qua unitai 
negative accipiatur , quin unquam ab una ad progreflionem alteram fiat 
tranfitus . PRO- 
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PROBLEM A L X 1 1 1 . 

Logarithmic* ut antea ad hyperbolam relat* fubtangentem de- 
terminate . 

Inprimis manifedum ed quod fi in afymproto- O BL , fig. 8 9. , 
fumantur punda Q , q fibi proxima , & fumatur Temper Logarith- 
mic* femiordinata q r xqualis arc* hyperbolic* Q E e q per quantita- 
tem iliatn condantem b divide , quae per punda Q , r ducetur reel a 
Logarithmicam tanget in punclo Q , atque ob limilia triangula Qrq, 

.QE.Qq / 


QMO, & qr: 


CX MO : 


.f-i'-L. 


Qq, crir fubrangens Logarithmi- 


& ft pro quantitate ilia conflanti b alTuma- 


y Q 6 

tur f, erit Logarithmic* fubtangens xqualis potentix hyperbol* O Q. 
Hoc pofito li in fig. 90. accipiantur OQ, DK, U V , uv geometri- 

r r DK uv x 

ce proportionates, ac lit Q~Q~JJ~p> *°garithmi xqualium rationum 

xquales erunt, 8c abfeiflis a punclo quocumque M fupputatis , erit 

lo g. ~ = log. DK — log. OQ = M D — MO = OD= Uu, 

Sumantur itaque (emiordinat* bin* inter fe adeo proxim® ut qux pun- 
£la K, Q conjungit reda QM Logarithmicam tangat in punclo Q , 
atque ita pariter reda vU N lit tangens Logarithmic* in pundo V , 
ducanturque Q k , V n ad axem M U parallel* , Ob triangulorum 
ftmilitudinem erit Kk : Q O =zQki M 0 , 8c vn: U V ’= UniN U, 6 c 
ob continuam femiordinatarum quatuor proportionem , erit K k : Q O 
= vn : V U 8c Q k M O = Ua: N U , atque ob Qk =.0 D =. 
Uu=Vnt rit MO=.NU. Itaque fubtangens Logarithmic* con- 
flans erit , 6c xqualis quadrato porentix hyperbol® , ad quanr refer- 
tur , per quantitatem aliam condantem b divifx . 

COROLLARIA. 

I. Cum fit U V . V n = N U . vn, ft (emiordinat* cuilibet Xx 
erigatur perpendicularis VPT, 8c fit P T xqualis fubrangenti con- 
flanti N U , erit area V V x X xqualis redangulo P T 1 x fubtan— 
gentis ejufdem dud* in differentiam femiordinatarum Xx, U V 1 

quod 
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quod oSavum Hugenii de Logiftica theorema eft - Tota autem area 
Logifticsr, qu«e ex plaga femiordinatarum decrefcentium ad infinitum 
ufquc protenditur, finita crit, 8c atqualis reclangulo fcmiordinat* ex- 
trema?, 8c fubtangentis. Hyperbola: area a femiordinata Q E, fig. 88., 
ad afymprotum ufquc protenfa utrimque infinita erit , cum acceptis 

0 Q , O B , O L 5 cc. continue proportionalibus finita fpatia Q C, B H 8cc. 
arqu.dia fint , 8c totidem hujufmodi fpatia addi debeant quot funt 
recta: ilia: geometrice proportionates: numerus vero abfeifiarum conti- 
nue proportionalium in afymptoto ad infinitum producla fit infinitus . 

II. Si figuram omnem QVxt circa axem Logarithmic* MX, 
fig. 90. , revolvi intelligamus , & radius ad peripheriam fe habeat ut 

1 : p , erit - p . U V' . U u qui revolutione ilia gignetur cylindrus ra- 
dii U V , 8c altitudinis U u, 8c p.X P .P T .P p erit annulus cylin- 
dricus revolutione re&anguli T p circa axem genitus: & cum fit P T. 
Pp = N U . v n = U V. U u prior quantitas pofterioris dimidia erit . 
Quod cum de fingulis elementis valeat, fummam omnium accipien- 
do, totum ctiam folidum revolutione fpatii V xX V circa axem UX 
genitum dimidium erit annuli cylindrici , cujus radius interior fit X P, 
exterior Xx, ic altitudo fit ipfa logarithmic* fubtangens . Solidum 
omne , quod logarithmica ad infinitum protenfa , 8c circa axem re- 
voluta gigni poflet , dimidium erit cylindri , 8c fefquialterum coni , 
qui extremam femiordinatam pro radio habeat , 8c fubtangentem lo- 
garithmica: pro altitudine . H*c etiam, 8c alia fubtangentis conftan- 
tis 8cc. theoremata propofuit Hugenius, 8c in iis demonftrandis Gui- 
do Grandus fummi Geometr® laudem promeruit . 

III. Si in cadem hyperbola , ac polita eadem area varietur quan- 
titas ilia, per quam area divifa exhibet logarithmum abfeiflae eidem 
OL refpondentem , 8c loco i accipiatur B , alia habebitur Logarith- 
mica: 8c fi potentia hyperbolae ut antea vocetur f, atque a latere 


eodem Q E incipiendo fit log. O L = 


QEHL 


, atque in altera Lo- 


QEHl 


garithmica accipiatur log. OL = — — — , logarithmi abfeiflie eidem 

refpondentes inter fe erunt ut — : — , five etiam ut atque ita 

b B b B in 


Digitized by Google 



*9* D i Fokmulis 

in quo vis logarithmorum fyftemate logarithmi, qui eidem numero ret 

pondent , proportionally erunt fubtangenti Logarithmic* cujufquc , ea- 

que propterea fubtangens ab Hugenio parameter Logarith micas, ab 

aliis pa Him authoribus logarithmorum modulus dicitur . Quod 11 fiat 

infuper L V =. O U = ■', O L= U V =y, Sc fit j=log.y, atque 

in dato logarithmorum fyftemate lit / atquali* logarithmo dati alicujus 

I°g-c • , f 

— = 1 » log-^ = y 

ad numcros tranfeundo coefliciente logarithmi , ut fupra monitum eft , 


, Sc lit 


log. c, Sc a logarithmi* 


in potcntire exponentem vcrfo erit y=c f , qua: dicitur exponential!* 
Logarithmic* asquatio quod abfcifta variabilis in exponentem tranfeat . 

IV. Ex principiis etiam antccedentibus facile colligitur quod cu m 

in prioribus Neperi tabulis linus totus exprimatur numero iooooooo. 
Sc iplius logarithmus aftumatur ac linus arcus 89* 59' exprima- 

tur numero 9999999 , & pro hujus numeri logarithmo aftumatur uni- 
tas, Neperiani logarithmi funt generis hyperbolici. Sc logarithmorum 
modulus eft iooooooo. Minimum cnim moduli decrementum , quod 
eft unitas , acquale ailumitur incremento logarithmi : Sc licet in eo 
fyftemate logarithmi numerorum minorum radio accipiantur pro po- 
fitivis, numeri autem majores ad logarithmos negativos pertineant; 
quia tamen arearum incrementa ex parte alterutra parametri Q E , 
fig. 88., accipi polfunt pro pofitivis , perinde erit li logarithmi nu- 
merorum majorum radio pofitive accipiantur , minorum negative . Si- 
gnis autem inverfis in Neperiano fyftemate, & polito Q E =. O Q = 
iooooooo, erit Qq = qr. Quod li etiam logarithmorum modulu* 
unitate cxprimeretur , iidem adhuc Neperi numeri adhiberi portent , 
dummodo & numeris. Sc logarithmis per iooooooo divilis feptera 
pofteriores not* fraclionibus decimalibus exprimantur . Juxta hanc fup- 
putandi rationem denarii numeri logarithmus eflet 2, }02j8j09i994 See, 
ut mox videbimus . 

V. Cum vero Henricus Briggius, Sc qui Briggii tabulas perfecit 
Ulaccus , logarithmos artumpferit ex progreflione geometrica crcfcente 
in ratione decupla, & progrelfione arithmetica numerorum naturalium: 
■imirum cum Ulaccus, Sc Briggius ftatuerint log. 1 = 0, log. 10 = 

U 


Digitized by Google 


Logarithm icis. ifj 

* , log. loo = t , log. 1000 = 3 &c. , & per Coroll. III. in fyftemat* 
quo vis fit conftans ratio logartihmorum eidem numero refponden. 
tium i patet logarithmos eidem numero refpondentes , Briggianos , & 
Neperianos efle inter fc ut i:i, 301385092994, Sc fubtangentem 

Logarithmic® Brieeii, efle = 0, 4342044810. Lo» 

2, 302583092994 

garithmorum canonem Neperus edidit anno 1614, correait vero. Sc ad 

fimpliciorem formam reduxit Jacobus Gregorius in libro de quadratura 

circuli, Sc hyperbolae Patavii edito , anno 1668. Arithmetica Logarith- 

mica Henrici Briggii in lucem prodiit anno 1624 , Sc oclennio port ad 

Italorum ufum dedu&a eft in DireQorio Uranometrico Cavalerii . 

VI. Alia logarithmorum fyftemata proponi poflent fi in eadem 

hyperbola E C H , fig. 89. , initio a femiordinata alia quavis q e du- 

. .. , _ qeCB , v QECB qeCB 

flo, acciptatur Temper B k = ~-^ . Fiet cmm Kiz — 


Q E *q 

QO 


QO 


, Sc in Logarithmica utraque femiordinatarnm B K, B k 


differentia K k aequalis erit dats differentiae arearum divifx per cam- 
dem hyperbolae potentiam . Ita igitur fi in propofita hyperbola acci- 
piatur quantitas aliqua minor , aut major quam Q E , cujus logarithm 
mus efle debeat = o , logarithmi omnes fyftematis prior is conftante 
ilia quantitate minuendi , aut augendi erunt ut ad fyftema pofteriu* 
zeducantur. Numerus ille, cujus logarithmus in propofito fyftemate 
nullus affumitur, dicitur fyftematis protonumerus. 

PROBLEM A LX IV. 

Data area hyperbolae abfciflam , Sc dato logarithmo numerum 
invenire . 

Sit in fig. 89. re£la O Q =z 0 B = 1 , Q L = x ,0 L= 1 -\-x , 

Sc fit area hyperbolica QEHL per OQ divifa , feu log. 1 4 - x = 
L V z=z j , arque in abfcifla QL accipiatur portio quavis exigua Q q 
= », Sc area QEUL in totidem aequalcs partes QEeq dividatur, ac 

fit una ex his partibus Q Ee q = *. Q E = ». Erit — numerus par- 

tiurn hujufmodi aequalium , quas area QEHL continebit : & qut» 

B b iifdem 



rgl Di Fokmolis 

iifdem partibus femper xqualiter crefcentibus abfciflx augentur prof>or- 

tionalis, erit— numerus abfciflarum continue proportionalium , qux 

It 

ab 0 q ad O L ufque dcbcbunt accipi , idemque debebit elTc prioris 
abfciflse exponens ut pofteriori xqualis fiat. Erit itaque OL=i + t 

— ( l + *)* > 8c evoluto in feriem binomio fiet i + x= i » 

4-X. (1 (V ,V(J t).*'8tc.:8cfi nume- 

ir ' t ' rt K n ' * / 

I .1 1.1.3 

rus * tarn parvus accipiatur, 8c numerus — tammagnus utprae ipfo ne- 

giigi poflint numeri t , i , 3 Sic., fiet r -f-x= 1 4 "? 4 ’ 7 f* "f“ ?’ 8 cc -» 

8c x=i + +7 V + r 4 f + 4 oT‘ &c - 

Si rcquiratur logarithmus numeri , qui fit unitatc minor » & r 

* 

in adverfam partem accipiatur , fiet i — x = ( i — ' ) = i — • * 

+ X . JL 1 . n % — &c. = I — \ Hr \ 1 % — -g 3* &c. r adeoque, 

* n 
I . 1 

COROLLARY A. 

I. Si in unaquaque ferie primus terminus vocetur A , fecund us 
.B-, tertius C 8cc., erit in primo cafu numeri unitate majoris x = { 
_j_ i i. j? f + i. C| -f Z?f 8cc. , 8c in cafu aitero numeri minoris 

unitate *= ? (i — A B — C 8«c. ) , 8c fumma duorum nu- 
merorum erit 2 j ( 1 ^ R -f- I- £> -f -■ F &c. } : quas primum feries 

Newtonus , 8c Leibnitius ex calculi differentialis , & integralis formu- 
lis eruerunt. Si numerus j adeo parvus accipiatur ut poflint negligi al* 
tiores ipfius poteflates , fiet x = j , 8c cum initio duclo ex punflo Q , 
in fig. 89. , fit log. i=o, logarithmus numeri , qui proxime accedat 
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ad nnitatem, xqoalis erit differentiae unitatis, Si numeri ejufdem , five 
erit Qq=qr, ut etiam in antecedente problemate dictum eft. 

H. Si requiratur numerus ille, cujus logarirhmus aequalis fit uni- 
tati , five fi requiratur logirithmus femiordinatae R K , quae refpondeat 
abfciffac O R = O Q = i , patebit primo quod cum area Q E C B 
aequari debeat quadrato OE, erit QB major quam OQ, & O B ma- 
jor binario. Numerus autem ille, quern in corollario tertio problc- 
matis antecedentis litrera c defignavimus , problemaris hujus fcric il- 
lico determinabitur fi fiat j = log. 0 B = i . Erit enim O B = c = 


ii i i 

1 + I -1 i 1 1 7 & c - » 

1.2.3 1.2. 3.4 I. 2. 3. 4. J 1.2. 3.4. J.6 


8c fraftionibus reduftis eruetur e= 2, 71828182846. Hoc autem 
numero in formulis corollarii ejufdem tertii fubftituto pro quovis va- 
lore indeterminatse j univerfim fiet 


^=I + a-=l4-3+— + — 

1.2 I.2.3 1.2.3 


III. Simili modo fi effet a numerus unitate major , atque effent 
k , m, n conftantcs quantitates , ac pofito a ’ = 1 + kn, & a” = 


, . m.m — 1 m.m — l.m — 2 

(1 1 mkh-\ . it’ n* 4 - — ./tr* /*’ See., 

1.2 1.2.3 

ac primo numerus m tarn magnus aflumeretur ut pofTent prae ipfo oegligi 
numeri 1,2,3 &c. . deinde vero numerus n affumeretur tarn parvus 
ut mn fieret arqualis quantitati finitae q , haec alia feries erueretur a"" 
k x ? a k 1 r* k* z 4 

e=a'= I 4-itj-j -H H , qua: feries in prio- 

1.2 1.2.3 i.2. 3. 4 

rem illam feriem facefTeret pofito it = 1 , & in alteram rurfus pofito 
j = t . Ita Clar. Eulerus Cap. VII. Inrrodu£tionis ad Analyfim Infini- 
torum numerum unum infinite magnum , alterum infinite parvum 
aftumendo , qua methodo primum Simpfonius in Mifcellaneis Londini 
editis anno 1740 uti expit, eamdem feriem exhibuit, quam unico 
tantum afiumpto numero , qui prx unitate negligi poffit ob parvita- 
tem , modo affccuti fumus. 

IV. Eamdem Euleri methodum fequendo fi numerus » tarn par* 
B b 2 vus 
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vus aflumatur ut fit log. i -f- » = „; eric log. i + *" = m log. i -f- . 
e= m t : St fi numerus m aflumatur tain magnus ut fiat i -f » =: 

1 + x, ac fiat infuper I + *— y, & log . y =sj= log. t +» = 

> I 

* m 

m ; erit i -}- « = y , Sc ^ =_y — i : ac denique hoc pofito eruetur 

• t 

m ' = ~^x=.my — m, five i -\~~=y , & ( i -f- — ) m== y - Quod 

m m 

ft vero , juxta ea qua; initio hujus problematis afiumpfimus, confide- 
recur exponentem m non jam quemcumque numerum infinitum , fed 

tantum — efle pofle , fcilicet numerum arqualium partium infinite par- 
* r 

varum QEeq, qux in area QEHL continentur, efle — , atque ita 

* * r 

efle f i -f- "= i + x = y; nihil inde aliud eruetur quam *=y * • 

* 

• — i, & { = log.(t4-*) r = -i-.log. I -f » = — .r = *. 

sr n 

V. Pofita autem Euleriana atquatione, eaque ad corollarii fecundi 

r y* 

feriem relata fiet c 1 = i 4 - x = y = ( i -J = i + t H — - — • 

m* 1,2 

ml m* 

-1 1 — -4 &c. , atque hoc dato collegit Eulerus feriem 

1.2.} 1.2.}. 4 

y * r* j* 

1 -j- t -f- -1 1 i 1 1 &c. , qua; numerum logarithmo 

1.2 1.2.} 1.2.}. 4 

quantitatis propofitae i -f- x, feu quantitati } refpondentem exprimit , 

infinitos habere faSIores fimplices i -J- — , ex tot fcilicet diviforibu* 

m . . . r 

hujufmodi confurgerc quot funt radices potential infinitx ( i -| ) m . 

Divifores hujufmodi exhibuit Eulerus in Aftis Berolinenfibus anni 1749, 

& Cap. IX. Introdu&ionis , atque inde collegit logarithmos negativo 
cuilibct numero refpondentes efle infinitos , omnes imaginarios , pofi- 
tivo autem numero refpondere logarithmum unum realcm, & loga- 
rithmos imaginarios infinitos; quod etiam Walmeslejus in AQis Be- 

roli- 
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rolinenfibus anni 1755 ex aliis circulariura arcuum formulis deduxit . 

IV. His vero omnibus etiam admiflis concludere po^et quifpiam 
■on nifi unicum efle unitatis , 8e pofitivi cujuslibet numeri logarith- 
mum , negativi numeri nullum: ficuti fi quis, inquircndo quo in loco 
data rc£ta dato circulo occurrat, in quantitatem imaginariam , & impof- 
fibilem offcnderet , concluderet omnino nullibi recta m illam circulo 
occurrere. Is etiam abfurdum efle animadvcrtcrct quod cum calculus 

omnis proccflerit in hypothefi quod fit log. 1 -{-* = ''> & log. 1 =0, 
ex ipfa logarithm! nullius hypothefi infinite alia: arquationcs prodcant, 
quae infinitos quofcumque alios unitatis logarithmos exhibeant ; quod 
refle Clarifs. Pcfliitus monuit in Opufculo quodam Romae cdito an- 
no 1777. Id cum me primum ad Eulcriunam formulam cxaminan- 
d..m impulifiet, deprehcndi loco exponents m non numerum quem- 

cumque infinitum , fed tantum — aflumi pofie , 5 c elle squationem 

a 

omnem y = ( 1 4-») T » quae manifefte eft cad cm abfcifla 1 -f-» ad 

ad poteftatem — erefta . In quo utraque Eulcri , 5 c Walmeslej me- 

hodus pro infinitis iis facloribus imaginariis inveniendis dcficiat , in 
fubfequente capite indicabitur. 

PROBLEM A LXV. 

Dato numero in venire logarithmum . 

Cum ex problematc antecedente fit y = x — - f — i-’ — . 
i^*Scc. , fi ex ferie qu* numerum logarithmo dato refpondentcm ex* 
primit , rcgredi oportcat ad feriem aliam logariihmi illius, qui dato 
cuicumque numero refpondet, fcilicet fi $ ex numero quocumque x 
determinari debeat , in primis loco — L fubftitui ■ poterit — 

H x — 7 ?*)*,= — K * — 1 ( x ~ ^ f)‘)> ac P 51 ' 1 " ,oc ® — n! 

fubftitui poterit — — • j- ( x — d &c. , ac Temper loco « 

fcribendo ( x — ~ f ) , colle£tifque terminis omnibus ejufdem dimen- 
fionis; fecundae dimenfionis terminus crit • — j- y, tcrtise ^ — d x* 


D g Foxmulis 


19* 

= j* x' , quart* s= 7 x‘ 8cc. , ac ferie ad terminos quofcumque alios 
produ&a, fiet j= log. 1 -f- x==zx — 7 **+ 7 ** — "J ** + 7 *' 8tc. . 

Si 3 fit logarithmus numcri minoris unitate , Sc abfcifla x debeat 
in partes adverfas accipi , manentibus ut antea paribus abfciflx ejuf— 
dcm poteflatibus , invertenda erunt figna poteftatum ordine imparium. 

atque ita fiet log. 1 — x =s — x — = ar* — 7 x 1 — ar* 8cc. = 

— x ( 1 + 7 *+7 **+ r x ' &c )> 

COROLLARIA. 

I. Quod fi igitur in fig. 91. fit ut anrea O Q zss 1 , Q L = x, 
priore ferie exprimetur area hyperbolica QEHL, qu* eft logarith- 
mus abfciiT* a centra fumpt* 1 -f-a: & fi fit Q / = — x, area Q Ehl , 
qu* eft logarithmus abfcifl* 1 — x exprimetur ferie pofteriore . Utram- 
que feriem Newtonus in litteris ad Oldemburgum datis ex generali 
quadraturarum methodo eruerat : utramque Leibnitius , & Joannes Ber- 
noullius ex calculi differentialis formulis breviter collegerunt . Quam 
modo felegimus fupputandarum ferierum methodus non minus elegans 

vifa eft. Pofteriore autem ferie fubdu&a evadet log. 1 -J-x — log. 1 — x 

css log. (* — X = 2 x 4- —— + — — + — — Sic.. Logarithmicas fe- 
V 1—xS 3 5 7 

lies alia methodo exhibuit Cl. Paoli in Opufc. III. , qua etiam finuum, 

cofinuum , tangentium , & arcuum feries ingcniofe fupputavit . 

I | X 

II. Hoc autem pofito fi fiat x = - , & — - » erit log- 7 

— — I - — { - — f — See . : 8c pofito * = - habebitur lo- 

1 • S 3 - J-f‘ 7 - 5 ’ F 

garithmus numcri * , 8c fummam logarithmi utriufque accipiendo fiet 

log. - -J- log. i css log. — log. t . Hac methodo Eulerus Cap. VII. 

Introdu&ionis pro logarithmo hyperbolico binarii numeri invenit 
0, 6931471805 J994J3 81c. Eadcm methodo Eulerus pofito arscs^ in- 
venit qui fit log. 7 : 8c cum fit log. 7 -f- log* * = log. 3:2. log. 2 = 

log. 
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log. 4 : log. i + log. 4 = log. I : log. z -f- log. 3 = log. 6 : 3 . log. z 
e= log. 8 : 1 . log. 3 = log. 9: log. z -f log. 5 = log. 10 , cumque in- 


fuper pofitojf= — 
99 


1 + * 


jo 


fit — >’ — = — habeatur log. 50 — log. 49 lit 
1 — x 49 

autem log. 50 = z . log. 5 -f- log. 2 , & log. 49= z . log. 7 j'logarith- 
mos numerum naturalium ab unitate ad denarium ufque ingeniofc 
obtinuit , iifque ad viginti feptem cyphras numericas fupputatis pro 
logarithmo denarii numeri prodiit z, 3025850929940456840179914. 

III. Quod fi in fig. 91. fiat Q L = Q /= x,Sc fpatia Q H , Q k 
pofitive accipiantur ambo , crit eorum femifumma x-\- ~ x“ -f- d 
! x' See. femidifterentia vero erit - x* 4- - x* -f- 4 ** 8tc. fit fcmidif- 
ferentiam fummae adiiciendo habebitur fpatium majus Q h , fubduccn- 
do autem minus fpatium QH. Ita li fit x = o, 1 erit fumma fpa- 

. , o,oot o, 00001 0,0000001 „ 

tiorumo, 1 H H 1 &c. , fit femidmeren- 

3 > 7 

tia 1 — -j — — ■ &c., quas bmas fenes exhibuit JNew- 

z 4 6 

tonus in fecunda ad Oldemburgum epillola . Inde eruit maximus Geo- 
metra logarithmos numerorum 1 , 1 & o , 9 : ac iimili ratione po- 
fito*=o, z, fupputavit logarithmos numerorum 1, z & 0, 8: 


( « . » / 


2 * 

Z, & = 10, fola logarithmorum 

o , 8 


cumque Ct- 

(o,t)( 0 , 9 ) 

eorumdem additione, & multiplicatione , in opufculo de methodo flu- 
xionum & ferierum infinitarum , pro logarithmo denarii numeri in- 
venit z, 3025850929940457. 

IV. Alterutra igitur methodo , aut quae a Nrwtono primtim , aut 
quae deinde propofita ab Eulero eft , aut confimili alia longius per- 
duci calculi , & logarithmorum hyperbolicorum tabulae , quas nonnulli 
Geometrae delideraverant , fit quas nemo exhibuit ha&enus , poflent 
conftrui . At vero aliarum tabularum , quas Ulaccus , Sc Briggius pro- 
tulit , adeo nota eft arithmetica conftrudlio , atque adeo commodus 
eft ufus, fit in quo vis problemate, quod ad logarithmos hyperbolicos 
deducatur , juxta Coroll. V. Probl. LXIII. adeo facilis eft eorumdem 

ad 
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logarithmos tabulares reduQio , ut plus tcmporis huic arithmeticse nu- 
meralis parti dandura non fit. Cum enim juxta idem corollarium lo- 
garithm! omnes analogi fint inter fe ut moduli logarithmorum , mo- 
dulus autem Briggiani fyftematis fit unitas, hyperbolici z, jot 5 g 5092994 , 
logarithmorum hyperbolicorum tabulae ex vulgaribus conftrui poterunt 
fi vulgares logarithm! per numerum ilium multiplicentur , aut divi— 
dantur pero, 4342944819 &c. , & viciflim logarithmi hyperbolici ad 
tabulares reducentur divifione per priorem numerum, aut multiplica- 
tione per altcrum facia . 

V. Gencratim autem pro quovis Logarithmorum fyftemate, (i 
juxta denominationes illas , quas in Coroll. ill. Probi. LXIV. ex Eulero 
defumpfimus, accipiatur a“" = 1 -f- x = ( 1 -f- k a )", & mnlog.azxa 

• 1 

mn=z log. (1 -j- x), erit k n = (1 — 1, &im a= — (i-\-x “ — 1} 


= —•( ( •( *)•{ 1 ).*? &c.): 

dr v m m m m m ' m ' 


1 . z 


I 

atque ob numerum m fatis magnum negligendo fraclionem — prae uni- 


tate, ac ter minis alias redudis prodibit 

mn = log. i + x=.2-( x — i x* + \ ** — &c.; 


log. 1 


= — — (x-f-ix*-fi*«-f i 


log. = | ( a: + i s' + I af + 1 ^ &c. J . 

Quare fi • fit numerus , cujus logarhhrnus afiumitur pro unitate , & 

, i+* a 1 , .... 

fiat =4, •& x = — — — , valor quantitans k erm potent, 6c 

variant quantitate ilia eruentur totidem alia logarithmorum fyflcmata . 
Si fiat k = 1 eadem corollarii prioris feries habebirur : quod ut mo- 
nuixnus ad ufus, 6c ad praxira quamcumque fufficit. 


AP- 
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A D Logarithmiea: confiderationem Leibnitius eas etiam quxftio- 
nes revocarc docuit, quae de ccnfu, ut vocant, eompoilto pro- 
poni pollunt . Si prior fumma , qua: ad cenfum traditur , vo- 
cetur a , & cenfus annuus fit ab $ in hypothcli cenfus fimplicis fiet ad 
fecundi anni terminum fumma omnis a -f- la b, & port numerum ai> 
norum m fiet a -f- m ab ; in hypothefi autcm cenfus compofiti, cum 
cenfus fit toti fummx proportionalis , fi ad primi anni terminum fum- 
ma fit a ( i b) , erit ad fecundi anni terminum conipofitus ejufdem 
cenfus b .a (1 y b), & fumma omnis (a+ab )( i + £) = a (t +-A)*. 
Simili modo ad tertii anni terminum erit cenfus compofitus a b (1 -\-b )' , 
& fumma omnis a ( i -f- b )‘ , cademque lege port numerum annorum 
m fumma omnis cvadet a(i -\-b) m -. nimirum fumm* conftituent pro- 
grefiionem geometricam , cujus primus terminus fit a , denominator 
rationis l A , & numerus terminorum m. Hoc autem dato fi quae- 
ratur ad quern annorum terminum fumma c haberi poffit, a numc- 
ris ad logarithmos tranfeundo fiet log. c = log. a -f- log. (i -}- b )“ = 


i . . ...» . log . c — log . a . <■ 

log. a -f- m . log. ( i -f- b ) , entque m = -p — - — --pp ! & ln ca ‘ u quo- 

^8’ l ^ "i / 

vis propofito de annuo cenfu , annorum numero, priore , & pofteriore 
fumma , non nifi numeri fubflituendi erunt , ut datis tribus quarta ex 
his quantitatibus determinetur . Ad confimilem formulam reducentur 
quatftioncs omnes mixtionum , quae data ratione faciendae proponan- 
tur. Ut fi vini quantitas fit a, & loco menfurae unius ab tantumdem 
aqua; infundendo fit vinum refiduum a — a b , quantitate — ab, ne- 
gative accepta pofl numerum extraclionum m fiet vini refidui quan- 


tity a ( i — •by : atque ita 


fi fiat £t=io, a b = i , b = — ,m 

10 


= 4, ad quartam decimae partis extra&ionem fupererit 6, j6i : ac 
fimili modo colligi poterit qui fit numerus m menfurarum ab extra- 
hendarum ut aqua femper affufa fuperfit data aliqua vini permixti 
quantitas. 

Cc Con- 


\ 
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Confiderando fbrmulam a (i -\-b) m , fi alia hypothefis afluma- 
tur , quod cum ad anni unius terminum cenfus fit a b, tempufculo quo- 
vis minimo ea annui cenfus pan deb eat adjici , quae fit tempori pro- 
portionalis , & numerus tempufculorum hujufmodi acqualium in anno 

a b 

integro fit m, & in primo tempufculo pars adjecla fit — , loco at 

db m 

fcribendo — , manifeftum erit quod poll anni unius terminum , five 

m b 

poll numerum tempufculorum m fummaomnis debebit efle<»(i-J )*. 


Jam vero fi in problematum fuperiorum formula i -f- x= (i -f--)' ^ at 
■ ' ■ b ib 

\ cs b ers log. i -(-at, — = t , adeoque — — = m , crir ctiam i -f - x 

m n n 

b . b 

( i -f eritque ( l -j )’ ille numerus , cujus logarithmus hyper- 

m m 

bolicus eft b . Hinc verbo patet quod Jacobus Bernoullius in AQis 
Lipfienfibus fupprelfa demonllratione propofuerat : quod fi creditor ali- 
quis pecuniam fsenori exponat ea lege , ut fingulis momentis pars 
proportionalis ufura annuae forti annumeretur ; pecunia elapfo anno 
creditori debita aequabitur fatlo ex data forte in numerum, cujus lo- 
garithmus hyperbolicus ell ratio fienoris ad fortem. Ell quippe a fors, 
feu pecunia, quae ad fienus traditur, & a;ab, five t : b ell ratio for- 

tis ejufdem ad facnus, & ( i -j )“ ell numerus, cujus logarithmus hy- 

perbolicus ell b. At vero hypothefis cenfus compofiti prorfus diverfa ell 
ab hypothefi adjctlae annui cenfus partis, quae fit proportionalis tempo- 
ri. In polleriore etenim hac hypothefi cum pars principio adjecla fit 

a b . - 

— , In alia cenfus compofiti hypothefi deberet clTc a (i -J -b )'“ — a = 

m 

a( ,)b‘&c.) — a= — (b — i b' + + b' See. ). 

% 

Ejufdem generis ell problema, quod vocant anticipationis . Nam 
fi pecunia ante tempus foluta , qui folvit earn com pen! at ion cm ha- 
bere 
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bere debcat, qux fingulis momentis temporis fit annui cenfus pars 
tempori eidem proporciuaalis , priore moinento a fumma , quae fenori 

6 b 

exponitur, detrahenda crit quantiras — . Mac autem quantitate ne- 
gative accepta , & reliquis ut antea manentibus , ante numerum m 

aiomentorum folvenda crit dumtaxat fumma a ( i — qu* eft 

m 

fumma eadem fxnori expofita in numerum ilium du£ta , cujus loga- 
rithmus hyperbolicus eft - — b. Generate 1 , has formulas ad numeros 
traduccre, atque ad cafus alios analogos applicare facile poterit qui 
volet . Formulas eafdem problematis , ut vocant anticipationis , feu. 
pecunix in antcceffum numeratx ad analogum aliud problema refti- 
tutionis fanguinis accurate apud nos traduxit Gregorius Fontana Dif- 
quifitione tertia Phyfico-Mathematica . 

CAPUT OCTAVUM. 

D E 

Formulis C t c l om e tr i c is. 

C Irculus cum fimpliciflima omnium curvarum fit , & prima om- 
nium confiderationi veterum Gcometrarum fe obtulerit , re- 
centioribus etiam Geometris no varum , & fingularium pro— 
prietatum detegendarum ampliffimum locum reliquit. Archimedes ad 
exprimendam ufque proportionem diametri, & peripherix , quantum 
ad praxim fufficit , fua exhauftionum methodo pervenit . Archimedes 
ipfe , Diodes, Nicomedes curvas alias ex circulo genitas , fpiralem , 
cilfoidem , conchoidem confiderarunt . Iis addidit cycloidem Galilxus 
fummo Geomerrix , & Phyficx incremento . Helicem , feu fpiralem 
C be K A, fig. 92. , deferibi Conon, & Archimedes intelligebant fi pun- 
ftum aliquod egreflum e centro C juxta longitudinem radii C A uni- 
formiter progrederetur , & interim radius ipfe uniformiter revolveretur 
circa centrum . Quo dato , & ad fpiralem , & circulum duct a quavis 
Ch H , aequalem numerum partium , peripherix quidem A H , radii au- 
tem C h comple&i debet : & fit r : p radii ad peripheriam ratio , St 

C c 2 fiat 
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fiat A H = u , C h = v, erit ru=xpv analytics acquatio, qus fpi— 
ralis Archimede* naturam erprimet . Aream omnem Tpiralis efle par* 
tem oflavam circuli , ad quem ufque una radii rcvolutione punQum 
illud e centra egreflum pervenit, deprehendit Archimedes ipfe: quod 
facile e* calculi differentialis principiis pot ell colligi . Alia: autem Tpi- 
ralium fpecies excogitari pofTcnt fi acqualibus circuli partibus in ratione 
alia divifiones radii refpondeant : ut fi in fig. 93., pofitis acqualibus 
A B, BE, EG Sec. accipiantur C A , Cb , C e,C g &c. continue pro- 
portionates , 8c arcus A B , A E , AG Sec. eflent re&arum earumdetn 
logarithmi ; curva ilia exfurget , qua: dicitur Logiftica fpiralis . 

Cirtoidem A F E G , fig. 94, , delineavit Diodes ad Temicirculum 
AEK edufla in punfto K tangentc KN, atque ex altero diametri 
extremo A eduQis fecantibus quotcumque AM, AN, 8c in uno qua- 
drante E K acceptis Temper A F = M H , in altero autem quadrante 
A E acceptis A B = £ N . Ex qua delcriptione patet interceptam G N 
nunquam pofle evanefeere nifi fit A N diametro circuli perpendiculars, 
nec curvam nifi ad diftantiam majorem quacumque data concurrere cum 
re£la K N, quae propterea erit afymptotus cirtoidis . Patet etiam ex 
ipfa cirtoidis , 8c femicirculi infpetlione quod fi accipiatur A P — Q K , 
8c Q H— P B, 8c fit P F femiordinata cirtoidis in pu£to P , ac QG 
in punao Q, crunt re£ta* quatuor AQ, PB, AP, PF, itemque 
quatuor A P , P B , A Q , Q G continue proportionales : ut propterea 
cilToide Diodes ad inveniendas duas medias continue proportionales > 
8c ad duplicandum cubum ufus fit. Quod fi fiat AC=r, AP=x, 
^ ' y > er ' f tr — x:^(irx — x') = x:y, Se analytics a'qua- 

tio , quae cirtoidis naturam exprimet, erit x’ = 1 r — x.y. 

Conchoidem deferipfit Nicomedes ad reflam quamcumque C Q , 
^ g- 91- 1 eduflo perpendiculo AC, acceptifque hinc inde a pun do C 
acqualibus C B , CK, atque in refta alia qualibet A N acceptis Temper 
P ^ • — B M = C B c= C K : quod idem eflet ac fi centrum circuli 
diametro B K deTcripti in refla C Q utcumque progrcdcretur , atque ita 
circulus rerolveretur circa centrum, ut eadem diameter MN Temper 
ad idem pun&um A tenderct , 8c fignaretur trames punclorum N , M. 
Ducla autem ex N in A K perpendiculari NH, 8c pofita CK = r, 

C A =s a , C H= x, N H=zy , ertet C P = —— , 8c P N* = i* 

* + x _ 


Digit.ize£lby_G 


3°gle 


Cyclomitricis. 


ioj 

= CH‘ +JVH — CP e=x’-|-_y*( — unde reduflis termini* 

eflet xquatio fuperioris conchoidi* y' x' = a -f x . r* — * , 8c loco x 
fcribendo — x habcrctur xquatio ad inferiorem aliam conchoidem B Mm • 
Circulum fupra reftam rerolvi olim Boviilus , de Cufa , aliique 
authores confiderarunt . Primus omnium Galilwus confiderare cxpit 
earn curram, quam datum circuli BEFG punctum G defcribit, fig. 96., 
dum circulus omnis fupra datam reflam A D rotatur. Curvam AGKD 
cycloidem , & reflam AD, in qua incipit , & definit revolutio , & 
qux propterea eft integrx peripherix circuli xqualis , bafim cycloidi* , 
& C K altitudinem appellavit Galilxus . Si punfium aliquod intra pe- 
ripheriam circuli acciperctur , in tota circuli revolutione alia cycloidi* 
fpecies haberetur, quae dicitur contrafla: protrafla vero eflet cyclois 
li fignaretur frames alicujus punfli extra periphcriam circularein , qux 
revolvi intelligitur, accepti . Rurfus li circulus, qui genitor vocatur, 
fupra convexitatem , aut concavitatem circuli alterius incederet , a 
dato illius punflo epicyclois dcfcriberetur , fuperior quidem in prim* 

. cafu, 8c inferior in cafu altero . Alix rurfus cpicycloidum fpccies ha- 
beri polfent circulo fupra alias curvas rcvolut<J\ 

Ex ipfa Galilxanx cycloidis genefi manifeftum eft quod li bafi* 
dimidia fit AC, litque C M K , BG F E poficio circuli generatoris in 
C , & B , diametri parallels C K, B F j portio balls A B aequalis crit 
arcui G B , quo punfium G elevabitur fupra ipfam bafim , 8c portio 
B C xqualis erit arcui GF: duftaque G N parallela ad A C, ob C F 
*= M K , 8c G M= H N , circularis quifque arcus KM a fuperiorc 
punto K fupputatus xqualis erit intercepts cycloidis GM. Hoc au- 
tem dato fi in fig. 97. accipiantur binx G N , g n inter fe proximx, 
8c ducatur Ge parallela ad Mm, ob arcum K m = m g , erit g e =3 
gm — GM=xMm=Ge: 8c fi punfla G,g fumantur adeo inter 
fe proxima ut qux per ea ducitur recla cenferi poftit cycloidem tan- 
gere in punflo G, 8c qux per M, m ducitur circulum, 8c concur- 
fus punfium fit I, xquales erunt anguli MIG, eGg. cgG, MCI, 
eritque MI = MG : cumque ideo angulus N M I fit duplus anguli 
1 GM, 8c dufla fubtenfa MK xquales lint anguli NMK, KMI, 

erunt 
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erunt etiam N MK, N G 1 sequales , & tangens cycloldis in pun&o 
G parallela erit fubtcnf® MK : , quam adeo fimplicem ducendarum 
tangentium methodum Vivianus adhuc juvenis invenerat . Indc autcm 
facile colligitur cycloidis aream triplam effe areas circuli generatoris, 
ut mox videbimus . Hanc cycloidis quadraturam diu , & fruflra qus- 
fitam a Galilxo Torricellius primum invenit , & jam antea cum Gallis 
Geometris communicatam evulgavit anno 1644, atque hoc primum 
CJtemplo patuit ovalcm aliquam, quae fcilicet geminata ad utramque 
balls partem cycloide cflicitur, data bad. Sc altitudine quadrari polTe. 

Newtonus in Lem. XXVIII. Lib. I. Princip. Mathem. fpiralis cu- 
jufdam fubfidio oflendere contendit nullam omnino effe ovalem, cu- 
jus ar ea , redis pro lubitu abfciffa , per aequationes numero termino- 
rum , & d'unenfionum fmitas generaliter inveniri poflit . Proponatur 
enim ovalis quxlibet AQ RT, fig. 98., & radio C A , ac centra C 
intra ovalem utcumque fumpto defcribatur circulus ABDF. Circa 
pundum C uniformiter revolyatur reda CH, eaque dato tempore 
in Ch tranfeat. Erunt areae BCb, Q C q inter fe ut quadrata radio* 
rum B C , Q C , ubi punda B , b accipiuntur inter fe proxima: atque 
ob uniformem redae illius motum , & datum aream BCb, incremen- 
tum Q C q area; AC Q erit ut quadratum redae C Q , quae intra ova- 
lem continetur. His pofitis fibi finxit Newtonus pundum aliquod P 
in reda CH ut antea revoluta a centra C recedere ea cum velocitate, 
qu:e fit ut red* ejufdem intra ovalem quadratum C Q' , atque hoc 
motu fpiralem CP D d defcribere gyris infinitis. In hoc cafu differen- 
tia duarum C p , CP proportionalis erit differenti® arearum Q C q , 
five incremento are® A CQ , fummifque acceptis tota C P in loco 
quolibct proportionalis erit fedori ovalis A C Q . Jam vero , fubdit 
Newtonus , li are® ovalis a reda ilia C H abfcifT® portio per finitam 
®quationcm inveniri poffet , invcnietur etiam per camdcm ®quationem 
diflantia pundi P a polo C , & omnia fpiralis punda per ®quationem 
eamdem poflent detcrminari : atque hoc dato red® cujufvis C K K!‘ 
politione dat®, & fpiralis interfediones , qu® numero infinit® effe de- 
bent, per ®quationem finitam exprimerentur, cum tamen ob infini- 
tos cafus interfedionum infinit* radices ®quationis , & infinitus dimen- 
fionum ordo effe debeat. 

Novi 
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Novi ego fummos Geometras, qui cum diu hanc fpecicm de- 
monflrationis confideralfent fatebantur fe minime intelligere urrum 
refle procedcret nec ne, 6c fi quod in ilia elTet vitium . Cl. Waring 

cum Londini elfem, indicavit eurvam, quae definitur tcquationc (^- -) 

d 

i a x — x* ) =y, cujus area per nota* quadrajurarum mcthodot 
1 " 

exprimitur finitis termini* — ( tax — x*) 1 . Hujufmodi curva OYa- 

les binas comple&itur hinc inde a centro circuli radio a defcripti lie 
po litas ut femiordinaca ovalis ad femiordinatam circuli ad idem dia- 
metri punftum fe habcat ut a — x:a, 8c evanefcat femiordinata cum 
fit x = a, rest a, x = o, nimirum in centro circuli, & utrinique 
ad peripheriam: fi aut ad unam partem fit x negativa, aut ad par- 
tem alteram fit x~>ia, femiordinatae evadent imaginariae . Eadem 
tamen Ncwtoni demonfiratio iifdem verbis ad alterutram ex his ova- 
libus , 6c ad fuperiorem, inferiorcmque cycloidem traduci potefi, earn 
fcilicet quae gignitur a dato punflo circuli fupra datain reclam prim* 
fuperius , deinde inferius ad contaflum ufque revoluti . Et licet hu- 
jufmodi curva tranfeendens lint , 6c femiordinata; ad fcmicirculares 
abfeifias politic femicircularibus arcubus exprimantur , geometrice ta- 
men delincari potcfl ex circuli revolutione quemadmodum ipfe cir- 
culus radio circa datum pun&um , 8c furfum , 8c deorfum revoluto 
delineatur . 

Ea Newtonian* demonllrationis ad excludendam cycloidis , 8c 
Waringianae ovalis quadraturam tarn facilis applicatio cum primum 
me in fufpicionem aliquam adduxilfct , rebus omnibus attente confide- 
ratis nihil aliud exinde colligi polfe cenfui quam quod fi ovalis AQRT 
area quadrari, 8c fpiralis C P D cum re&a pofitione data CK prior in- 
terfeflio K' ex area A CK determinari polfct, fecunda interfeflio K" 
ex tota ovalis area, addita area AC K determinaretur, tertia additis 
binis areis , quarta tribus 8cc. , atque ad infinitas interfe&ioncs deter- 
minandas infinitum fimul arearum numeruin colligere oporteret . Non 
video autem quid amplius abfurdi fit quod infiniti cafus ex infinitis 
quantitatibus colligantur : 8c cum circulum nec quadrabiiem elfe, nec. 

reflificabilem ex eo manifefie colligi polfe cenfeam quod feries , qua: 

ra- . 


M 
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radoncm arearum, 8c arcuum exprimunt, ad finitum aliquem termi- 
norum numerum contrahi nequeant; neque etiam invenio quanam 
xatione intrinfeca quadrature circuli, 8c ovalium quarumlibet impof- 
fibilitas poflit demonftrari. 

Bini alii Geometrae poll Newtonum memorari debent. Jacobus 
Gregorius qui in libro de vera circuli, 8c hyperbola: quadrature , 8c 
Saurinus qui in Adis Pari/ienlis Academix anni 1720, quadraturam, 
6c redificationem circuli abfolutc efie impofiibilem contendebant . Gre- 
gorii demonftrationem cum pollulante Academia Hugenius ad exa — 
men rcvocaflet, tarn mancam undique efie ollendit ut non vacet ip- 
fam fuiius commemorarc . Saurini demonllratio hue redit quod fi cir- 
culars arcus K B M , fig. 99. , redificari polTet , pofita femper N G = 
K B M , data elTet ratio reds K N : NG, 8c curva KG A finita xqua- 
tione exprimeretur , 6c redam N G fecando in redone quavis in pun- 
do E, dudaque F E parallela ad C K , ob arcum K B xqualem femior- 
d matte D E, arcus etiam K M in eadem ilia redone divideretur in 
pundo B. Cum autem cx Hdpitalii , 8c Bernoulli! formulis xquatio, 
qui in arcubus KB, KM fubtenfarum radonem exprimit , tot dimen- 
fionum lie, quot vicibus arcus KB in KM continetur; contendebat 
Saurinus quod fi indefinita efiet ratio arcuum KB, KM, redarum- 
que NF, NG, indefinita pariter efiet ratio abfeifi* cujufvis KN, ad 
femiordinatam N G , nec pofiet curva KG A finita aquatione expri- 
mi. At prxterquam quod alia xquationis, qua relationem fubtenfarum, 
8c qua arcuum relationem exprimit, indoles efie pofiit , dads etiam 
hifee omnibus nihil aliud indc inferendum crcdercm quam quod fi 
arcus AM in numerum indefinitum partium deberet dividi , in reda 
etiam N G indefinita partes fumenda eflent , 8c fi arcus K B efiet in- 
finite parvus, fubtenfa etiam arcus KM exprimeretur quantitate in- 
finite parva ad infinitam potefiatem eveda : quo dato adhuc non 
eon fiat redificationem illam abfolute efie impofiibilem . 

Singulare eft quod Geometrx hacce in re in oppofitas partes 
abjerint , 8c quam nonnulli impofiibilem efie contendebant redificatio- 
nem , 8c quadraturam circuli , Gregorius a S. Vincentio , cui magni 
eerte Geometrx laudem debemus, fe quatuor modis inveniii’e in opere 
illo afleruerit , quod de quadrature circuli inferipfit . 8c Gregorii af- 
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feel* Ainfeom , Sc Sarafta adverfus Cartefium , Sc Hugenium defen- 
derint . Errorem Propofitionis trigefimx non* Libri Decimi Gregorii 
a S. Vincentio , unde pendent fcquentia , adnotavit Cartefius in epi- 
llola ad Schooteaium , Sc Hugenius Tom. II. Operum : Sc cum qua- 
tuor ex circuit quadrandi methodi in primam refolvantur , in prima 
autem Gregorius indicaverit dumtaxat, quod It bin* haberentur foli- 
dorum quorumdam proportiones daretur etiam proportio diametri ad 
peripheriam, Hugenius & binas illas proportiones determinavit , unam 
quidem 53 : 103 , alteram j : 11, Sc nihil inde colligi poiTc oftendit, 
quod ad re&ificandum , Sc quadrandum circulum conducat . Hxc indi— 
canda erant ob controverfix celebritatem . Alia quadrandi circuli me- 
chanica tentamina ne indicari quidem merentur. Antequam infinitas 
feries , qu* circularem aream , Sc arcum exprimunt , fine ullo etiam 
difFerentialis calculi fubfidio exhibeamus , atque inde ad alia progre- 
diamur cyclometrix theoremata , prxeipua fimul theoremata debent 
colligi, qux cycloidalis arcus, 8c arex menfuram exhibent. 

PROBLEMA LX VI. 

Data baft , Sc altitudine cycloidis aream , Sc data fubtenfa circuli 
generatoris determinare arcum cycloidis, qui circuli cjufdem femiordi- 
nata ad cycloidem producla abfeinditur. 

In fig. 100. accipiantur puncla M, m fibi proxima , ducanturque 
fubtenfx KM, Km, Sc ex Min Km , tc mi 1 ducantur perpendicula 
.alia Mv, Mu, Sc re£la K C bifccta in 0 fit radius circuli MO. Ob 
tangentem cycloidis parailelam fubtenfx circuli, St pun£ta E, g fibi 
proxima, fimilia erunt triangula KMN, GgE, eritque Eg.KN 
i=GE.MN=MN.Nn : atque in fig. 97- femicycloidi KG A cir- 
cumfcribendo reclangulum K T A C , accipiendoque fummas omnium 
Eg.KN, fpatium exterius KT A xquabitur arex femicirculi genera- 
toris K M C: Sc cum idem reclangulum xquale fit femiperipherix in 
diametrum duel*, tota etiam cycloidis area ad aream rectanguli cir- 
cumferipti fe habebit ut 3 : 4. 

Deinde ob eamdem triangulorum fimilitudinem in fig. 100. erit 
K M K. M 

G g = — . G E = .Mu: Sc cum anguli ad N, Sc u lint re- 

rccti, Sc angulus Mmu, qui ad peripheriam duplo arcui K M infiflit , 

D d xqua- 



210 


Formulis 


xqualis lit angulo KOM, limilia erunt triangula Mmu, MON, 


critque M 


MO. Mu 


MN 


& Mu: 


MN. Mm 
1 MO 


, atque erit G g = 


KM.NM.Mm 


Denique cum lint xqualcs anguli MmK , MCK, 

KM , mv 


NM 


KN.KO 

KMN,&t lint limilia triangula Mm v, KMN, erit Mmz= 

K M‘ . m v . . 

ac net Cf= = i m v . Cum igitur punclo G a K ufque 

\KC.KN 6 

ad A progrcdicnte elementum cycloidalis arcus G g xquetur Temper 
duplac differentiae fubtenfarum KM, Km, live duplo incremento 
TubtenTae K M; fummis etiam acceptis totus cycloidis arcus K G xqua- 
bitur duplae TubtenTae K M , quae Temiordinata N G ad bafim C A pa- 
rallels terminatur. 

COROLLARIA. 

I. Tota Temicyclois KG A aequalis erit duplx diarsetro K C, Sc 
cycloidalis arcus G A aequalis erit duplae differentiae diametri , 5c Tub- 
tenTae KM: Si arcus quilibet intermedius determinari poterit accepts 
dupla differentia TubtenTarum , quae a Tuperiore circuli generatoris pun- 
&o ducuntur ad binas retlas bail cycloidis parallelas per duo extrema 
propoliti arcus puncla traduclas. Hoc autem polito quivis arcus cy- 
cloidis Tecari poterit in rationc data : quae omnia Wrennus primum 
invenerat, 5c ex calculi differentialis Tormulis Tacile deduci portent. 
Modo placuit haec omnia ad illud veteris Geometrix principium rc- 
vocare , quod qux quantitates ad aequalitatem accedunt propius quatn 
pro qualibet differentia , triangulum rectilineum , 5c curvilineum , Tub- 
tcnfa , Sc arcus , ex ultimo xquari dcbent inter Te . 

II. Cum vero lit C £ : G gz=KN: K Mz=^~KTN'- ^~K~C, erit 

/ ^ nus an g u l‘ G g E > quern cyclois ad Teiniordinatam Tubten- 

dit , 5c / \ q ) e f >t finus anguli gG E , quo cyclois declinat a per- 
pendicular! linea , qux ad Temiordinatam eamdem ducitur : qux Geo- 
metries proprietas phylicos alios cycloidis uTus offendit , quod 6c bre- 

viT- 
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vifllmi defcenfus linea fit cyclois , quodque in ipfa pendulonim ofcil- 
lationcs xquidiuturnx habcri polfint . Proprictates alia: , qux menfu- 
ram fcgmentorum cycloidalium , folidorumquc revolutionc cycloidis 
circa bafim , circa axem , aut circa fubtenfam aliquant gcnitorum ref- 
piciunt, & quas primum invencrant Robcrvallius, Pafcalius, & la Lou- 
bere , citra calculi differentials formulas non nifi operofius traderenrur. 
Sed alia etiam infignis proprictas ell cycloids evolura, & tranfpofitx, 
quam Hugenius detexic , quique ex principiis anteccdentibus facile 
potell colligi. 

III. Si ere£lo ad bafim A C perpendiculo A V = K C , fig. ioi., 
acceptaque ad bafim A C parallela , 8c acquali V S , defcribatur femi- 
circulus A Q y , 8c femicyclois j 4 TS, qua: fit femicycloidi KG A 
tequalis, 8c fubverfe pofita , acceptisque infuper in utroque femicirculo 
arcubus xqualibus fit tangens T RG cycloidis in pun£lo T parallela 
utrique fubtenfae A Q , CM, ea erit sequalis fumma: fubtenfce utriufi- 
que, feu duplx fubtenfx A Q , 6 c cycloidali arcui A T atqualii. Quod 
fi igitur filum circumplicetur femicycloidi ATS, ex altero extremo 
A in lineam reclam protenfo , 8c evoluto filo ut femper femicycloi- 
dem tangat, punclum G femicycloidem aliam AGK priori fimilem 8c 
xqualem defcribet, 8c evoluta cycloidis erit eadem cyclois fubverfe 
pofita , fcilicet geminata utrimque circa axem C S femicycloide ATS, 
filum T G fe evolvendo primum , ac dcinde alteri femicycloidi fe 
circumplicando cycloidem integram defcribet : quod ell elcgans illud 
Hugenii theorema . 

PROBLEMA LX VII. 

Dato arcu circulari invenire finum reclum , 8c cofinum, & dato 
viciffim finu Invenire arcum . 

Affumatur arcus quifpiam j adeo parvus ut finui redo sequalis 
cenferi poffit , 8c pro ejus colinu radius , five unitas pofiit accipi . In 
arcu autem multiplo numerus n tatn magnus affumatur, ut prse iplo 
numcri 1,2,3 See. poffint negligi , 8c lit n 3 dato arcui v zqualis. 
Turn in feriebus Probl. LIV. , 8c LVI. erit n. ( n — i).(n — 2). 
fin. = n' 3' =v' ,n, ( n — \ ) , ( n — 2 ) . (n — — 3 ). (n — 4). fin. 3' 
= v' See. , 8c pofito cof. j " ~ 1 = 1 = cof. ; ’ “ 3 8cc. bin* alia: exfur- 
gent feries 
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i.i.j I. *.3.4.5 i.*. 3. 4- 5- 6. 7 


■f &c. 


cof. n r c= cof. v = 1 — 


V* 


•+ 


V 


+ See. 


1 . 1 ' 1. 1.3.4 1. 1.3. 4. 5. 6 

Viciffim cadem methodo , qua in ProbL LXV. ufi fumus, ex ferie 
hujufmodi , qua; finum ex valore arcus exprimit, regredi poffumus ad 
feriem aliam , qua: exprimit valorem arcus ex finu re&o . Cum eniin 


v' 

in praccedente ferie fit v=(in.v-J 

i.i.j 


v* 


v 1 = ( fin. v + 


See.)' s= fin. v* -f* 


1. 2. 3 . 4 . j 
3 . fin. v‘ . v' 


&c . , Sc 


See . ; iis 


1.2.3 1.2.3 

tantum exccrptis terminis , in quibus fin. v quintam dimenfionem non 

, , . , fin. v' . fin. v* . v’ v' ■ . 

fuperat, fiet v = fin. v 4 . r PScc. 

1.2.3 1.2.3 i .2.3.4. t 

_ , fin. v’ , 3 . fin. v’ .... 

= fin. v 4 1 r otc. : eodemque ordine feriem con- 

1.2.3 I-3 - 3 - 4 J 

tinuando, 8c alios terminos, qui involvur.t feptimam, ac nonam po- 
tentiam finus recti ex aliis arcus potentiis fupputando , prodibit v = 


_ , fin. v‘ . 3 . fin. v’ 

fin. v 4* - — |- 


3.3. fin. v’ 3. 5. 7. fin. v* 

4 — to. 


<.2.3 ' 1. 2. 4. f 1. 2. 4. 6. 7 1. 2. 4. 6. 8. 9 

COROLLARIA. 


I. Cum juxta Coroll. III. Probl. LV 1 II. fubtenfa arcus graduum 60 
fit radio aequalis, adeoque fit fin. 30' = d f fi pro arcu v accipiatur 
duodecima peripheriae totius pars , 8c fiat fin. v = 7 , erit v = ? 

l «1 J , c 

4 1 f- 8cc. : quam ferjem propofucrat 

2.3.2* 2.4.5. 2‘ 2. 4. 6.7.2* 

Newtonus in priore ad Oldemburgum epifiola , quamque fatis con- 
vergentem , 8c ad valorem totius peripheriae fupputandum ex valore 
radii maxime idoneam judicaverat . Eadem furies ex integralis calculi 
formulis facile eruitur . Modo autem placuit Cl. Euleri exemplo fe- 
riem , quae finum ex arcu exprimit , eo Simpfonii principio exhibere , 
quo in Probl. LX 1 V. uti caepimus, 8c quo bin* aflumuntur quanti- 
tates , 
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tates , infinite parva , & infinite magna , ut earum produdum finitam 
aliam quantitatem exhibeat. Ex ilia autetn ferie feries alia, qua: ar- 
cum ex finu exprimit, terminorum converfionc facile eruitur. 

LL Si primus feriei terminus Newtoniano more vocetur A , fecun- 

dus B, tertius C 8cc. fiet univerfim v = fin. v -f- ‘ * ■ ' ^ n ‘ ^ -f~ 

3.3.fin.v*B . y.y.fin.v’C . . XT , *"* , . 

■ 1 — &c.. Apud Mcwtonum loco y.y.fin.v* Clegttur 

4. 5 o. 7 

4.y.fin.v*C. Quod fi arcus v accipiatur graduum 30, & fit ut antea fin.v 
= -j, radio aftumpto pro unitate valor femiperipherix , aut fi pro 
unitate accipiatur diameter, valor peripherix integr® exprimeretur ferie. 

v x . j . 4 4-5-4 6.7.4 8-9-4 / . 

qua continuata ferie ad verum peripherix circularis valorem accedere 
quifque poterit quantum voluerit, quin tamen hujus, aliarumque fe- 
rierum analogarum termini omnes colligi in unam fummam, 6c cir- 
cuius accurate redificari pofiit. 

III. Si hujus feriei termini in decimales numeros vertantur , erit 
A = 0,5 £=0,0x08333 C=o, 00x3437 

£>=0,0003488 £ = 0,0000593 £=0,0000109 

<7 = 0,00000x3 H — 0,0000005 See.: 

6c fumma omnium, o, 5235988 per 6 duda efficiet 3, 14159, quo 
cyphrarum numero in refolvendis problematis omnibus Phylicis , 8c 
Aftronomicis major nunquam requiritur . Ludolphus a Cculen rationeni 
diametri ad peripheriam viginti 6c una cyphris expreffit: alii ex Snellii 
methodo ufque ad triginta fex pervenerunt : quo certe numero opus 
non eft, cum terra omnisex tot arenulis non conftet. Eulerus Cap. VIII. 
Introdudionis centum viginti odo notas fupputavit . 

P R O 1 ) L E M A LX VI II. 

Dato arcu tangentem , 8c data tangente arcum in venire . 

Si iifdem pofitis antecedentis problematis denominationibus ; 6c for- 
mula aliis Probl. LIV. , 8c LVI. , fiat n. cof. 3’ - 1 fin. 3 = * . fin. 3 = 
n 3 = v , n. ( n — 1 ) .( n — — x ) cof. 3 " -s.fin. 3' = n' fin. 3' = v’ 6cc. ? 
ac pariter cof. 3”= 1 ,n. (n — 1). cof^" - ’. fin.3*=v*, fiet tang./»3 = 

fin. 
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fin. nr 

! = tang.v=v- 

COl./IJ 


1.2.3 1. 2. 3. 4-1 I. 2. 3. 4. 5. 6. 7 


See., 


v* 


V* 


V 


1 .2.3 .4 


- &c. 


v’ 


1 .2. 3. 4. 5. 6 

y r V % V 4 

&c. = tang. I (1 H &c.). 

2.2.3 1.2. 3.4.5 i.» 1. 2.3.4 J 

Eadetn igitur methodo problematis antecedents , prioribus tantum ac- 

ceptis feriei terminis erit v = tang, v — d v » , tang, &c. = 


tang, v — ~ • tang, v' &c. , atque hoc pofito erit v* = tang, y* — 
~ . tang, v* &c., v' = tang, v' — tang, y 1 &c. : alter etiam feriei terminus , 
qui involvit quintain potentiam tangentis, erit ( d _j_ L — tang. v‘ , 
eodemque modo continuata ferie prodibit 
v = tang, v — - . tang, y’ + ~ . tang, v 1 — j tang, y’ &c. 

COROLLARIA. 

I. Quia eft fin. 4j* = cof.45 =</ d, & tang. 45"== 1 , pofito 

fcilicet quod radius ut antea exprimatur unitate , erit dimidius qua- 
drans circuli 1 j + *• — d -(- i. & c . ; quam feriem Jacobus Grego- 

rius primo invenerat, ac deinde Leibnitius ex integralis calculi prin- 
cipiis collegerat . Animadvertit autem Newtonus in fccunda ad Oldem- 
burgum cpiflola feriem hujufmodi, quae numerorum ordine adeo ell 
elegans , lente adeo convergere , ut pro quadrante , & peripheria cir- 
culi fupputanda ad viginti ufque decimalia figurarum loca , feriei ter- 
minos 500000000 fupputare oporteret, ad quern calculum vix millc 
anni fufiicerent . Adhuc lentius convergeret feries a Wallifio tradita: 
alia autem Brounckeri feries non nifi forma fradionum continuarum 
a Wallifiana differt . 

II. Cum etiam fit tang. 30 <, = y r d, fiet tertia quadrantis pars 

f 1 1 1 1 1 \ 

vf 3 k 1 1 h - „ &c. ) , quam pariter feriem 

exhibuit Newtonus citato in loco. Addidit etiam Newtonus optimum 
Leibnitianae feriei ufum fore fi conjungatur cum duabus fimilibus, Sc 

citif- 
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citiftime convergentibus feriebus : quibus verbis vifus eft fummus Gco- 
metra Euleri methodum indicafle , qui Tom. IX. Academic Petropo- 
litanas, 8c Cap. VIII. Introdu&ionis ad Analyfim infinitorum , arcum 4$* 
in binos alios diviiit , quorum unius tangens fit ^ , altcrius I- . Deni- 
que earn feriem , quae ex finu redto 30* eruitur , aliis omnibus pra- 
tulit Newtonus, & ejus ope, ut jam vidimus breviftime obtinetur illc 
cyphrarum decimalium numcrus , qui ad folutionem problcmatum 
phyficorum, Sc etiam aftronomicorum fufficit. 

ID. Si juxta formulas Probl. LVII. fiat — :an g-. f . tan g l L — 

1 — tang, x . tang. 3 


tangx-f-i 


tang. x + j = tang. 4 j*. ac fit tang. 3=5-, erit = i, 

1 — ~ tang, x 

erit tang. : bini autem arcus hujufmodi, qui fimul o&antera 

circuli conficiunt, binis feriebus exprimentur 


7 + 


-V+to.f 


. — + — Sec. : 

3 3 - 3’ J • 3* 7 • }' 1 3 • *' 5 • *•' 7 • 

quibus feriebus Eulerui rationem diametri ad peripheriam fupputave- 
rat. Clarifs. Bertrandus Tom. IL feries alias exhibuit o&ante circuli 
in tres partes divifo , quarum unius tangens eflet ~ , duarum aliarum 
i , aut tangens unius L , reliquarum ~ , 8c fimilia alia artificia peri- 
pherix fupputandc inveftigavit. 

. PROBLEMA LX IX. 


Iifdem pofitis circularis peripherix poteftates ordinc pares in in- 
finitas feries convcrtere. 

Pofita eadei*. ferie, qua in problemate antecedente tangentis va- 
lor ex valore arcus colligitur, fi arcus, 8c tangens tam parva aflu- 

V* v* 

matur , ut poflit omnino negligi , erit v 1 — 

v , 1.2.3 1 • * • 3 • 4 • j 

- — See. t= 0 , 8c definientur hac xquatione arcus omnes 

1. *. 3. 4. j. 6. 7 

»> , quorum tangens fiet nulla . Iam veto cum fit primo v = o , fit 
femiperipheria circularis vocetur p , erunt alii valores arcuum , 8c alii 

aequa- 


*i6 


De Foxmulis 


scquationis propofit* valores p, ip, 3 p, \p tec.. Accipiatur jam v : 


5 c quantitas m alTam.itur adeo magna ut in infinita ferie fit ultimus 

v“ 1 

terminus ; , = 7 — ; t— , fada 

1 . 2 . 3 . 4 ... ( m-\- i ) i . 1. 3 . 4.... ( lju 

divifione primum per v . Deinde multiplicatione per u" fada habebitur 

u m ~ 1 u '“~ 4 

u " 1 — &c. = o : 

t .a. 3 1 . a . 3 . 4 • } 1 . a .3 . 4.5 .6.7 

8c cum in a:quatione quavis coefficient fecundi termini fit fumma ra- 

dicum omnium , in hac vero aequatione radices fint valores omnes 

indeterminati quadrati v* , five — , fradiones fciiicet — , , 

“ P' AP' 9 P' 

&c. , erit p* = 6 ( 1 -f- - + i 4- L -f. -I &c. ) . Infuper cum fum- 

& 


16^ 

ma binariorum omnium radicum in cafu nofiro fit 

1.2. 3.4. f 

juxta formulas Probl. XLVI 1 I. fumma quadratorum fit quadratum fum- 


m* radicum dempta dupla binariorum fumma , erit 1 -f- 


(*f? (ip/ 


J 1 5cc. = — • 

+ (A P y i 6 


, five erit p> = 00 f 1 4 - — 4 - 

1. *.3.4.5 r y ‘ ‘ 4* ~ 


— 4 - — tec. ) . Pariter juxta formulas alias erit cuborum fumma — - — 
9‘ 16* 6.36 


— 1 + 


6. *.3. 4. 5 6. *.3. 4. 56. 7 

f=, 4 ,(.+^+^+^r+^ 7 fa.) 

/=,„»(, H-i+i+^+.L to.; 


+-7 — s See., five erit 


Up)’ Up) 


i * 

/>- = 93 J 59 («+^-+^- + ^r&c.;. 


COROLLARIA. 

I. Hoc ipfo procefiu calculi patet biaa clTe qnse debent corrigi 


tn 
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in eo fpecimine, quo primum Joannes Bemoullius fuminas ferierum 
hujufmodi reciprocarum , & poteftatura ordine parium ex fraGionibus 
- , j , d t i. &c. fumptarum invenit Tom. IV. §. CEL quod fcilicet 
loco tangentis Bemoullius flnum re&um afliimpferit , ac pro cubo-cu- 

borum fumma flatuerit i -f- — -f- — - + — &c. s=s — , cum accipi dc- 

3' 4' 94=> 

beat — . Hifce autem correGis brcviflimc , 5c omnino elcganter Bcr- 
945 

noulliana methodo habentur qux fufe adeo Eulerus Cap. X. Introdu- 
ftionis ex ea fadorum methodo collegerat , qua infinitos logarithmos 
dato cuilibet numero refpondentes invenerat , & cujus methodi de- 
fectum mox indicabimus. 

IL Qui vero attentius etiam confiderare velit hscc omnia, animad- 
vertet plane pro potentiis altiorum ordinum citius fcries hujufmodi 
convcrgere, quam qua: pro fupputanda peripheria circuli tradi pof- 
funt , St fupervacancum omnino efle ferierum adeo convergentium 
fummus potentiis aliis peripheria; circularis exprimcre . Quod idem de 


feriebus aliis poteftatum ordine imparium r H — - •+• — -f- 6cc. , 
1 + — -f- — 6tc. dici debet , quas hon nifi proxime ad peripherix cir- 
cularis expreflionem deduxerat Eulerus ipfe Cap. VI. Par. II. de Cal- 
culo DitFerentiali , quafque aliis integrationum approximationibus ex- 
kibuit Cl. Lorgna Cap. V. de feriebus Convergentibus. Ita cum Eulerus 

II p' 

invenerit fummam feriei I 4 1 5cc. efle proxime , 

a* 3* *95 • 


patet quintum feriei terminum efle . De fumma ferierum infinita- 

3iij 

rum fulius fuo loco agemus. 

PROBLEMA I.XX . 


Dato quod in generali quantitatum realium expreflione quanti- 
tatibus realibus imaginarix indifferenter fubftitui poflint, logarithmo- 
rum formulas ad circulares arcus deducere. 

Cum calculus omnis Probl. LX V. , 5c aliorum problematum an-' 

E e tece- 
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'tecedentium proceflerit in hypothefi quod fubtangens , Sc femiordinatr 
Logifticae realcs Tint , ac fit log. I = o , fi realibus hyperbol* abfciffy 

x imaginarkc x ^ — i fubftitui pofient , pro tertia ^ — i pote flats 

fcribendo — i 'S — i , & -f i ^ — i pro quinta See. , formula Co- 
roll. I. Probl. LXV. abirct in hanc aliam 

log. ^ ■ (■ >- r * + f *~i* to - > 

lam vcro juxta formulas alias problematis LXVI1I. eft x — ~ ** + ■£ * r 
— j x' &c. xqualis arcui circulari v, cujus tangens fit*. Itaque erit 
i -4" x^~~ 

v^=r. 


v — 1 

— . \: 5c loco tangentis x fcribendo 

>y — i y 


. fin. v 
cof . V 


fiet v / ■ 


( cof. v -f- fin. v ^ — l N 
— 1 . Cum autem 

cof. v — fin. v ^ — i 


fit 


(cof. v -f- fin. v 'f — I ) ( cof. v — fin. v ^ — J ) = cof. v* 4 fin- v' 
— i : atque inde facile eruatur ( cof » + kv*^ — i )* = 

t 


cof. v 4 fin. v'f • — I 


- ; hifee aliis fa£lis fub- 


cof. v — fin. — i (cof. v — fin.v v ' r — i)* 

. ftitutionibus juxta priorcs calculi logarithmici regulas prodibit 

v V — 1 = 4 fog- (cof. v 4 !, n. — i)‘ = log. (cof. v 4 fin. v ^ — • t ) 

s= log. ( — — ) = — log' ( cof. V — fin. v v — i ) . 

V cof. v — fin. v* — i > 

COROLLARIA. 

I. Si c fit numerus ille , cujus logarithms zqualis afiumitur uni- 
tati , a logatithmis ut antea ad numeros tranfeundo fiet c ‘ = 

cof. v 4 fin. v — i , Sc tranfpofitis , ac quadratis terminis ordinc cruetur 
— i — fin. v‘= cof. v* = i — fin. 


fin. v v — i • c = 


v— c“ V -‘ 


fin. 
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Ex ea igitur quantitatum impoffibilium in reali formula fubftituendartlm 
hypothefi hoc primo abfurdum confequitur quod qui realis eft cofinus 
dati areus cxprimerctur quantitatibus realibus ad imaginarias potcfta- 
tcs eveclis, fcilicet quantitatibus omnino imaginariis: quodque in ex- 
preftione etiam linus, qux realis eft quantitas, imaginarix quantitates 
occurrerent a fe invicem fubdutlx , 8c per imaginariam pariter divifx . 

II. SI fiat cof. v = o , fin. v = i , arcus v fiet circuli quadrans , 

8c fi ratio periphcrix ad radium Citp: i , erit v=-j p> & ~ — i 

= log. — 1 — q log. — l , eritque p : i = log. — I : ^ — I , 
quod eft Joannis Bemoullii theorema . At hie rurfus abfurdum videri 
debet quod realis periphcrix ad diametrum proportio, quam 8c fex no- 
tis numcricis fatis proxime , & feriebus infinitis accurate exprimi vidi- 
mus , quantitatibus imaginariis exprimatur . Quomodocumque enim 
log cenfeatur quantitas aut imaginaria , aut realis , Temper ab- 

furdum erit affumcre quod quantitas aut imaginaria, aut realis ad 

quantitatem imaginariam ^ — i fe habeat ut 1:3,14159, qux eft 
realis proportio diametri ad peripheriam . Hxc vero , qux ex ilia fub- 
ftitutione abfurda colliguntur, manifefte indicant hypothefim abfurdam 

effc, neque in formuiis logarithmicis loco * fubftitui pofTe x — t ^ 
& abfeiilis hyperbolx , ac logarithmicx femiordinatis affumptis ima- 
ginariis , nullam jam amplius effc logarithmicam , Sc hyperbolam , 5 c 
calculum omnino nullum . 

III. Alia etiam elfent illius fubftitutionis , 8c hypothefcos corol- 

laria , quod pofito fin. v ts= 0,8c cof. v = 1 , fierce v ^ — 1 = 
log. ( 1 -f- 0. — 1 J m= log. 1 , 5 c pofito infuper v = o ficret log. r 

x=o' /r - — i = o: fi tamen recte affumi poffet, quod paflim ftatuunt 

authorcs alii , effc — 1 = o , ut ad calccra iatroduclionis priori* 

£t 1 ca- 
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capitis notatum eft. Pofito infupcr fin. v = o, & log. t = v — i, 
cum juxta Coroll. III. Probl. I.IV. in eoJem diametri vertice incipiat, 
ac definat peripheria femel , bis , ter See. ad unam , aut ad alteram 
partem acccpta, fi loco v non tantum fcribamus o , verum etiam 4 p, 
i ip y i }f See., logarithmus unitatis fubfequentes valores omnes ha. 

bere pofiet o, ± — i , ± i p V — i , ± ) p ^ — 1 See. Hac ratione 

Clarifs. Walmesley in Aflis Bcrolinenfibus anni 1735 illud Euleri 
theorema confirmare voluit, quod unitati logarithmus unus realis, 5 c 
infiniti imaginarii refpondeaiit . Patet vero hate illi hypothefi, cujus 
adeo abfurda funt corollaria, inniti omnia, quod in realium quanti- 
tatum calculo quantitates imaginative , lervato eodem proceflii calculi, 
realibus , qua: aflumebantur , recte fubflitui poflfmt. 

IV. Simili modo fi ficret fin. v = o, 6c cof. v = — 1, atque 
arcus v ab uno ad alterum diametri verticem protenfus femiperiphe- 
riam exhiberet femel , ter, quinquies See. hinc inde acceptam , valores 

omnes log. — 1 elfent 4 iV — 1 , ±- 2 — 1 , ± J p ^ — 1 See.: 

ac fi elfet cof. v = o, fin. v = 1 , 5 c cot v-f- fin. — 1 — 1 ; 

arcus v quadrantem integrum exhiberet peripheria aliquotics addita, 
5 c valores omnes log. ^ — 1 elfent ± d p V 1 — i t £ i p V — 1 , 
4 2 V — 1 5cc.: atque univerfim valores omnes logarithmi quantitatis 

cof. v 4 - fin. v ^ — 1 elfent v V — 1 ,v 4 p ^ — 1 — 1 5 cc. . 

Quo cum Eulerus , aliique authores dirimi veterem illam Leibnitii , 
5 c Bernoullii controverfiam cenfuerint , logarithmos quantitatum ne- 
gativarum effe omnes imaginarios , pofitivarum quantitatum , 5 c uni- 
tatis logarirhmum ur.iun realem elfe , infinitos imaginarios; ego po. 
tius concludendum cenferem unitatis, 6c quantitatum pofitivarum non 
nifi unieum logarithmum elfe, ut in Coroll. IV. Probl. LXIV. jam 
dictum eft : logarithmo negativi alicujus nuineri nihil aliud indicari 
quam quod progrelfio Geometrica ad aliam partem accipiatur, 6c ter. 
mini ejufdem omnes referantur ad unitatem negativam : 6c pofitivi , 
aut negativi confiderationem ad duarum quantitatum proportionem 
exprimendam minime pertinere . 

V. 
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V. Ex iifdem formulis facile etiam coiligi pofiet logarithmum 
quantitatis cujuslibet a •}* 8 ^ - — i femper reduci ad arcum, cujus fi— 
nus fit b , cofinus a , radius ^ a‘ -f- b' , 8c qui arcus per 

b 


tiplicctur. Ubi enim fiat fin. v = ■ 


r.cofi ■ 


— i mul- 
a 


V(a‘ +6')"- V(a' + b'/ 
erit log. ( a -f- b — — Q = log. ( cof. v -f- fin. — t ) . V ( a 1 -|- b' ) =a 
log. Vfa’-f 3 *^ -f log. (cof. v+ fin. — i ^ = 7 log. ( a' -f- b' ) -f- 
v ^ — 1 : quo dato quantitas quselibet a + b V — 1 ad potertatem 
expone.itis m -}- n * — 1 elevata , femper reduci poterit ad formam 
A + BV — , > ; n qua A, & B fint reales quantitates . Hoc enim 

aflumpto debcbit efle ( m -f- n ^ — x ) . log. ( a -f b ^ 1 ) = log. 

( A -f- B^ — 1 ) , eritque A cofinus , 8c B finus arcus (m^ — t — n). 
log. ( a -f 3 V — 1), 8c logarithmus quantitatis a -f- b V — 1 per arcum 
alium ut antea exhlberi poterit. Cum itaque quantitates a -f-8 ^ — 1 , 

8c — x in fe invicem du£t®, ac divifae manifefle ad eam- 

dem formam reducanturj conftat quod primo Cl. d’ Alembert in dif- 
fertatione de generali ventorum caufa propofuerat , quantitatem quam- 
cumque algebricam utcumque ex quantitatibus realibus , 8c imaginariis 

conflatam femper reduci ad formam A + B V — 1 , in qua A, 8c B 
fint rcales quantitates . 

PROBLEMA LX XI. 

Pofitis omnibus, qu® antea, invenirc generales atquationes hy- 
perbolae aequiiaterat, 8c circuli. 

Si maneant omnia ut in Probl. LXI. , 8c in fig. 87. , ac fit O E 
= 1, OKz=zKC = x,OA=£c=zi, KH=V (x> — 1 ), OL 

n; _T + vr?*-x > ) , . . 

y — * V~~ 3 " t< l ue in ‘ u P er are arum 

ratio QEIlL\QEhl==: 1 : H-,cmO t-.O Q==0 L- :0 Q- . Quod 
fi fiat igitur x -|- V ( xr — ij = t,ac fit propterea t — x = x* — r , 
& 1*— x*r-j- I =o > obOQ = V , -;,erit (777 )^ (t )* = /■; 1 


m 


De Fokmvlis 


. Simiii 


modo 


— s v f= { + V(f — 0 : 1 » at£ I ue >nde eruetur 

V t 

alia generalis hyperbola: xquatio c" — 2 5 r* + 1 == 0 . 

Pariter fi maneanc omnia, qua: in antecedente problemate af- 
fumpta funt, ac fiat cof. v = x , fin. v = V (,1 — x 1 ), erit r = 

(eof.v+fin-v^— i 0 g . /* + ✓(** — » )> 

✓zn 

fi proponatur arcus quicumque multiplus n v, fc illius co firms vocetur 
( . \r f r< 1 ) ) 

% , debebit elTe n v = log. — ' , ac fiet v : n v = 1 : n = 

v — 1 

log. ( x -f Y (x» — . 1 )): log. ( V ( I* — 1 ) ) • Quod fi igitur fta- 
tuatur x-f- V (x* — 0 = r, 8c r* — 2xr-|- 1 =o,erit { 4 - V ( j‘ — 1) 
= (*+ V (x* — 1 ) )* = f , atque inde eruetur r” -—1 j r' -f- 1 = 0 , 
eruntque bin* xquationes generaies ad circulum 
1. t' — 2r cof. v + 1 s=s o II. r“ — 2 <• . cof. n v + 1 = o . 

COROLLARIA. 

I. Ita igitur hyperbola xquilatera , 8c circulus xquationibus qui- 
dem fimilibus definientur: ut autem circulus ad xquationes hujufmodi 
deducatur aflumcnda erit abfcifla , 8t cofinus major radio : quo in cafu 
omnino nullus eft circulus . Nam qui ex priore xquatione cruitur va- 
lor cof. v = - = - c 4 - — evadit minimus cum fit t = 1 s= - t 

it 1 it * 

-f- — : ut inde ctiam manifertum eft quod fit a exigua quxpiam 

quantitas , 8c fiat t = 1 ± a , erit - c -J- — = - ± = 

1 it * 1 2 4 2 m 

1 +7 «* • Itaque in priore ilia xquatione radius pro minimo cofinus va- 
lore affumitur, cum potius maximus cofinus cujufque valor efle debeat. 

II. Iis tamen pofitis xquationibus , quia per Coroll. IL Probl. LI V. 
in xquatione omni, qux rclationcm cofinus arcus n v ad cofinum ar- 
cus fubmultipli v exprimat , haberi debet produQum radicum om- 
nium, qux cxhibent omnes cafus problematis, 8c qux funt cofinus ar- 

nv p-\-nv ip-f-nv ip-\-riv 

, , 

n n n 


«uum 


i xquatio r**— ir”. cof. nv -f- 


I 
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u= o involvet produdum valorum omnium , quos cofinus arcus fub- 
multipli habere potell in sequatione t* — sr.cof v i s= o : Sc fi 

fit cofr=a, cof. ^ > co ^ (—7 — — ) = c &c. . & 

1 


fucceflive fiat a = — , b = - , 

2 r it 


c = Sec. debebit efie 


— 2 f* . cof. n v + 1 = ( 


f*+ 1 




it ' it 

see ( /* 2 6 t -f- I ) (t‘ 2 c t -j- I ) Sec. = 0 . 

III. Si in fig. 76. fit arcus aliquis A 1 ] ess n v , accipiaturque A B 

x= = v , & a pundo 5 cxordicndo dividatur peripheria in par. 

n 

tcs numero n xquales inter fe, BG, GK, KM, M IV See. , erit .<4 G 
= . AK = L£±JL V . AM= 1 £±™ 


■ , AK: 

n n 


See., Se fi fiat cof 


A B = F C = a , cof A G = b , cof A K = c Sec. , erunt a, b ,c Sec. 
radices xquationis . Rurfus fi diametro A D intra circulum accipiatur 
pundum quodcumque E, Sc fiat EC = t, erit E B'= B F‘ -{- £ f* 

= 1 — a* -f- a — t = 1 — 2 a t -{- e* , atque ita pariter erit E G‘ 
= 1 T ibt-\-t',E X*= t ^ 2 c / + e* Sec. , atque in fecundo termino fu- 
perius lignum accipiendum erit cum divifionum puntla ad plagam 
pundi E citra redam illam jacebunt, qua: normaliter ad diametrum , 
e centro ducitur, inferius cum cadent ultra . Verum ftatui non pote- 
nt , ut in corollario antecedente , 1 — 1 a t 1 = o , 1 — 2S/+/* 
= 0 Sec., nifi fit EB=zo, EG = o, EK=so, 8 c omnia divifio- 
num punda in pundum idem peripheric cadant cum pundo E. 

IV. Hinc patet quam dubia fit ilia Cotefiani theorematis demon- 
flratio, quam ex Walmesley opere de Analyfi menfurarum defumpfit 
Bougainville in priore calculi integralis parte. Primo enim ipfe quan- 
titates lingulas 1 — 2 a t + 1* , 1 — tb t+t'. Sec. abftrade confide- 
rando, ut conftantes coefficicntes , a, b, c Sec. in cafu aliquo deter- 

1 1 


minaret, quantitates nihilo exxquarit, ac ftatuit a: 




i *4 


Di Fokmulis 


/* J- I , 

See. , qua? quantitatum nihilo exaequendarum ratio , ut jam di- 

a t 

jnus, eontlru&ionem omnem cverterct. Deinde in iis formulis, quas 


in Probl. LVI. recenfuimus, cofinus loco afiumcndo 


r* -f i 


, valorem 


fcilicet majorem radio , cum fit cof. 2 v = 2 . cof. v* — 1 = 2 ( 

1 


«•+ « 


)* 


, atquc ita pariter cof. 3 v = 4 . cof. v' 


2 t 

3 . cof. v = 


<•+ 1 

it' 

cof. n v 


8cc. eodem inductions principio aequationem generalem eruit 

A* _f_ j 

• s it cum in a?quation« r” — 2 t" cof. n v -f- 1 = • 


xr* 


haberi debeat produdtum radicum omnium 


r*+t 


: 0 , 


t*+_l 

it 

—b = o See., a quantitatibus nihilo exaequatis ad valores datos tran- 
feundo ftatuit t“ — 2 r* cof nv+ t = £ C“ — 2 EC" . cof. A 11 + 1 
— ( t* — 2 <t/ + 1 ) (c* — ibt+i)(t’ — tc t+J J Sec. =E B\ 
EG * . EH'Stc. 

V. At rurfus demonftratione indigeret aliqua quod fi quantitas 
/** — 2 <’ . cof. n v + 1 , 8c produ£lum ( i ‘ — 2 at -f- 1 ) (t* — ib r+ 1 ) 
( t* — acr-f " 1 ) See. feorfim nihilo exaequantur, pro alio quovis in- 
determinatarum cafu produ£tum hoc quantitati eidem non amplius 
evanefeenti arquari debeat : quod tamen fine demonflratione afiumpfit 
etiam Mac-Laurinus , cum §. 768. Cap. III. Lib. II. de Fluxionibus pro- 
blema inveniendi divifores omnes quamitatis /" — it’ . cof. nv+ 1 
deduxit ad refolutionem aequationis r*' — if co(.nv + 1 = 0 . In cafu 
noftro ad eruendam generalem expreflionem cofinuum a, b,c, 8cc. 
Ilatui non poteft f — 2tft+i=o,f‘ — 2 bt + 1 = o 8cc. nifi pun- 
£ti E, B ,G , K, M 8cc. in unicum peripheriae punctum conveniant 
cum pun£lo £ , 8c nulius amplius Cotefiani theorematis conftru&ioni 
locus fuperfit. DireQam demonftrationem theorematis, 8c ab expref- 
iionibus imaginariis liberam modo exponemut . 

PROBLEMA LX XII. 

Data fubtenfa alicujus arcus exhibere feriem, quae quadratum fub- 
tenfae multipli arcus exprimat. 
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Si ia fig. io*. numerus partium A B , quas arcus AH comple.’ 
ftitur, fit n, & fit AL = iAH, ac fubtenfa arcus AB vocetur a, 
b vero fubtenfa B D complementi ad femicirculum , & radius A C ac- 
cipiatur pro unitate , in Coroll. II. Probl. LVI. fcribendo * n loco n 

erit L D = 2 . cof. A H Lz=b" — in b'”~‘ *«. ■— 

Jam vero cum angulus ad centrum A CH atqualis fit angulo ADL, 
qui duplo arcui infiflit ad pcripheriam, cx H in A C , & ex C in LD 
deraifiis perpendiculis J/Af, CN, erit M C = D N =— -LD , erit- 
que AM=i — -1 LD, Scab A 11 ' = AD. AM , erit AW = i 


b" -f- irrb ! — in. . b — in. . m — t b u ~ 6 &c 

I. * 1.2.3 

Efl autem b' = — a' -j- 4 , atque eft — <z” quantitas negativa , vel 
pofitiva prout novus cxponens n eft numerus quifpiam impar, aut 
par . Quod fi igitur potentia ordinis n quantitatis — a' fit 3: a*% fupe- 
riore figno ad numerum imparcm, inferiorc ad parem relato; poten- 
• a‘ H 

tia ora mis /* — 1 cnt ac /imili modo potentice 

ordinis n — 2 , n — 3 &c. erunt fa !, -S±4 , «*‘&c.. Quod fi hac 
habita ratione evolvantur in feriem quantitates ali«c b“ = ( > 

b»-' = ( — <s*+4) — ‘,6-"-4 = ( — — ’ &c . prodibit 


— b = rt«'rp 


- 4 - W4 


.4 IT w. 


► 1 6 -w n. 


1.2.} 


1 6 

•64.&C. 


L Z *~> — 

'f-inb 




3s— 6 

. itf&C. 


*— 1 ^2— I 

1.2* "" — 

2 n — 4 ,»-4 

-Tin. . z« — 5 . 4 ss 

1. 2. | 3 


3 «»-4 

* 1 . 2 * 


2f»— } 


2>; 4 


— s#— 6 _ 

-2.4 .4 &c. 


±1 ’ , r775 J '’— s-'” 4 &c ‘* 


Ita igitur fi terminorum eorumdem coefficientes colligantur in unam fum- 
mam , & in fadores fuos refol vantur , erit quadratum quaeficum A Lt = * 


± f m. 4— *± 2 /A~ !.«*—« * 2/2. i. 


‘ &c. , 


1.2 1 . 2.3 

COROLLARIA. 

I. Conftat itaque, quod Simpfonius in priorc propofitione opufculi 


Ff 


de 



De FoKMVtIS 

<}e an gu lari fe&one afliimpferat, exprefliones fubtenfa: utriufque t>, 
& a in fisriebiis- hujufmodi couverti polk , & priorem , qua: fubtenfam 
complement! ad fcmicirculum ad pocentias exponents in, in — i, 
in • • 4 &c. eve&am involvit , in pofleriorcm hanc feriem convert! ( 
ubi fignorum ratione habica in locum fubtenfa: unius fubflituatur al- 
tera . At id deraondratione indigebat aliqua: ad colligendos enim 
quarti termini coefficientes hie calculus inftitui debet 

n-n - 


.n — i .— ±n.n — t.n- 
3 


6 ■■ " *v» 

— ±n.n — i ,n 1 . — 

3 


in. n- 


1 6 


-Jn.n — i . m — j 


8 n — 10 


^ in. in — 4 


in — j 


i in. la- 


in— i 


zfin. in — 4 


in — r 
I. 1. J ' 


3 ’ 6 

quo patet jam lex , atque ordo progreflionis. 

II. Inde etiam facile poteft colligi, quod Simpfonius Gne demon- 
ftratione afliimpferat, ultimum terminuin, in quo fcilicet nulla am- 
plius potentia occurrit quantitatis — a' , Temper efTe = * . Ell 


enim ultimus terminus — i ! * + in. 1 5, ~* . 


*3 


. »=*-«&c.. 


• * « 

idem ac 13 in priore ferie , qua? ex prim it fubtenfam L D complement! 
arcus A L ad femicirculum , fubliitueretur i loco b , 6c Ggnum termini 
cujufque inverteretur . PoGta autem a* = o , A B = o , A Lz=zm.A B 
— 0 • lubtenfa L D eft ipfk circuii diameter , quae binario numero ex- 


primitur. Erit itaque l = i " — i/i.i’"~‘+ in.— 

1 • 1 

& figno inverfo Get ultimus , ac randans propofit* feriei terminus 
— - l : ut fi fiat n == 3 , & 1 n — 6 = 0 , fuperiore figno accepto 

in — 4 — 

ent — in. — - — . m — 5 = — 1 . 

III. Si arcus A H ut antea dividatur in numerura n partium 
fig. 103., & una ex his partibus fit A B, atquq arcus A B fubtenfa 
vocetur a, fit vero C M — cof. AH = i c, erit AMz=i — c, & 
AH'zssAD.AM s==i — it, atque omnibus fuperioris feriei termi- 
nis fupputatis aequaiio, qua; quadratum fubtenfae arcus ABU ex fub- 
tenfa arcus A B definiet, erit a** 
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in — j in — 4.2/1 — 1 

4” — in. a"~ * 4 - 2/1. .a 1 " - * — 2/1. 

1.2 1,2.} 

±ic = o: Si fi a pun do B exordiendo peripheria omnes dividatur 

in numerum n partium inter fe atqualium BG r CK t KP 8cc.,du- 

eanturquc fubtenfae alias AG r AK, AP Sic. T quadrata fubtenfarum 

, . r j- j p + AH ip+AH ipA-AH 

omnium huiulmodi , qua; ad arcus' — , , — sec. 

n n n 

pertinent , (imili modo ex squatione ilia determinari poterunt , five 
erunt A S’ , A G' , A K‘ Sic. radices a^juationis illius , qua: quadratum 
fubtcnlar arcus propofiti ex vak>re lubtenfa: arcus fubmultipli definit . 

IV. Hoc pofito fi ad memoriam revocentur qu* in Coroll. I. 
Probl. XLIV. jam didla funr, in tequaticmc quavis cocfficientem fecundi 
termini elTc fuirunam radicum inverlo figno , coefficientern tertii efTe 
fumrnam binariorum omnium fub coderrr figno acceptorum , coefii- 
cientem quarti efie fumrnam rernariorum rurfus inverlo figno, ac de- 
nique ultimum terminum efle produdum radicum omnium aequationis 
inverfo , aut fervaro figno prout terminorum numerus fit par, vel im- 
par ; erit in anteccdenrc arquatione fumma radicum omnium A B' - f- 


A G' -f- A K' -f- A P' See. = in , fumma binariorum m. 


™ — i 
1.2 


ter- 


nanorum in.- 


in — 4.2/2 — 5 


, eodemque ordine coefficientium pro- 

1. 2. j 

grediendo erit produftum radicum omnium hujufmodi A B*. A G‘. 
AK'.AP‘6ic. xqualis ultimo pnecedentis feriei termino politive fem- 
per accepto , & fi c cofinum arcus propofiti aut pofitive , aut negative 
acceptum utcumque denotet, dempta femper quantirare ic: quia fei- 
licet fi n fit numerus impar , & numerus terminorum par, (uperius 
fignum in pracedente ferie inverti debet, ac remanet inferius lignum 
in cafu terminorum numero imparium, 8c numeri n paris. 

PROBLEMA L X X 1 1 1. 

Iifdem po litis fi a quovis diametri puntlo E ad eadem divi- 
fionum pun&a ducantur re cl a: E B , EG r E K See. definire valorem 
totius produ&i £ B* . £ G ‘ . E K‘ See. 

Si fiat AC=i , AE = u, EC=r,Se ex quovis divifionum 
F f » «a- 
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earumdem punSto B in diametrum ducatur perpcndiculum B F, crit 

B E'=AB'+AB — .iAF.AE = AB‘ + AE' — AE.—*^ = 
. *v 2./i C 

A B* 

= A £* -f- E C . — — - = u' 1. A B' : atque ita pariter crit E C' = 

■ • ■ AC 

u'-t-r.AG'fEK' = u* -f- t. A K' Sec . . Quod fi igitur valores hujuf- 

inodi u'-f-t.AB', u--+-r.AG', A K' 6cc. ad numerum ufque 

n multiplicentur Inter fc , ex ipfa multiplications ferie patebit primum 

produclt terminunt elle u'“ , fecundum terminum efle u z "~’. t du- 

ctum in fummam quantitatum omnium A B' A C‘ -f- A K' U c. ' 

qua: fumma cum per polterius corotlarium efle debeat in , crit fe- 

cundus terminus 2 u ~ * . t . Patebit etiam tertium terminum efle 

— 4 f » d u £ium in fummam binariorum omnium , qua: ex ipfis quan- 

titatibus polTunt ace i pi 3 Sc quartum terminum efle t:*’ -6 r ! duclum 

in fummam ternariorum , qua: fumma cx eodem corollario eft 

(in — 4).(w — ;) L . . r in — 3 , 

in. , Sc binanorum fumma in. . Ita autem 

1 .1 . i 1.2 

continuata ferie , juxta idem ^orollarium , ad ultimum terminum , 

qui ex ferie ipfa exfurgit , Sc qui pro cocfticientc habet femper bina- 

rium numcrumy adjicicndum crit produclum radicum omnium — ic t'> 

colle&ifque omnibus fiet E S' .EG' ,E K' See. 

-i 


: u -f- in. u : t -f- in. 


+ in- ■ 


■ S . in - 


6 . 


in — 4.2/j — 5 

. a 5,-4 1'- 4 - in. u t 3 

1.2.3 

. u :»- 8/4 ^ let". 


m - 


Cum vero fit u 


= C I 1 ) = I 2»f + 27I.- 


1 . 2 . 3 . 4 

1 — 1 , evolutis terminis in feries alias , habebimus 
m — 1 , 


iff - 


• 1 . in - 


1 . 2 


■ 2ff • 


I I. 3 


i« — 5 8 * 

2»(i— 1) t s -f- 2»/ — 20, in — i.r — “ 


-.r&c.+f* 


&c. 


2n — 3 :»-4 » . 2 " — 3 a 2 * — * 2 *‘ 

*». .(l — 0 t = . t — iff . 

1.2 ' 1 1.2 1.2 


•4 1 * 

— .r 


■ 4. m — 5 


1.2.3 
See. — ic r 


, !■— 6 3 

( t— o < = 


d-i*. 


2W 4 . J » - 


i.i .3 

— ler* 


&C. 


In 
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In qaibus omnibus feriebus patet , 8c terminorum numeram binario 
in ordine quovis inferiore deficere a fuperiore , 8c coefficientes termi- 
norum a medio, 8c ab extremis sequidiftantium eofdem e(Te, 8c ge- 
niinatis utrimque a medio terminis , Sc cocfficientibus in unaquaque 
columna coefficientes illos , qui exponentem n involvunt fe iuvicem 
deflruere, atquc ita e(Te in quarta columna 

2 . la — 1 . in — 1 
1 . i . 3 

in. in — 2 . in — 3 


in . in — 4. in — 3 
1 . 2 

in. in 4.2/2 f 

1.2.3 

lis ergo omnibus deletis terminis , 6c continuata utcumque ferie fupe- 
rerit E B' . E G' . E K' Sic. = 1 — 2c t + 2“ . 

COROI.LARIA. 

I. Ira igitur ex Simpfonio fuppievimus dire&am , generalem , 8c 

quantitatibus imaginariis non involutam demonflrationem celeberrimi 
illius theorematis, quod Geometris primum innotuit cum anno 1722. 
opus poflhumum Rogcrii Cotes de Harmonia menfurarum Audio Ro- 
berti Smith in lucent prodiit, 8c quod deinde Taylorianis problematis 
occafionem praebuit. Ut dernus exemplum aliquod flatuamus n = 4, 
& feries omnis ( 1 — t )' 4- 8 t ( 1 — 2 4^ 20 2* ( 1 — t 16 c’ 

( x — rj'~ f- 2c 4 — ic 2* ordine rcfolvatur in feries alias 

1 — 8 2 4- 28 2* — 5 6 t‘-J- 70/* — 56/* 4-282' — 8 2’ 4- 2* 

4- 8 t — 48 /*-}- 1*0 c 1 — 160 /'+ 120 2> — 48 f -{- 8 c’ 

4-202* — 80 f* -f- 1 20 2* — 80 2‘ 4- *o 2' 

4-16 2* 32 2*4" 162* 

4-2 2 1C 2* S=2 I • 1C 2* 4“ 2* 

II. Si fit cof. A H = c = i , 8c arcus propofitus A H peripheriam 
integram extequet , peripheriam ipfam' dividendo in numerum n par- 
tium inter fe aequalium AG ,G P, P R 8cc. , fig. 104., ultima divi- 

fio 


I 


in. m — 2 . 4/r — 8 
I.2.3 


> =0. 


m . in — 4 . 4/2 — 4 
1.2.3 
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t fio in A recidet, eritque i — i f -J- /•*= E A' . E G ' . E P' . E R' &c. , 
,8c radice exrracta erit i — C = C A * — C E" = E A. E G\ E P . 
£ R Sic. . Quod (I fiat c = — i , & arcus propofitus in D definar , 

jg U 

erit = A B = 1 AG, atque a pundo B exordiendo , & peri- 

n ‘ 

pheriam omncm dividcndo in eumdem numerum *qualium partium 
B K, K Q Sic., ulrima divifio in B recidet erirque generalis *quatio 
problematic i + if* -j- t** = E B* , E K* . E O' Sic . , & i -f- f = C A‘ 
-f- C £‘ = E B . E K.EQ Sic. Hae funt bin* alias partes Cotefiani theo- 
rematis . Si punctum E in diametro ultra peripheriam product l ut- 
cumque accipiatur, fig. ioj., lecundi hujus cafus formula manebit ea- 
dem : in priore autem cafu alTumenda erit aequationis radix r* — r . 
Puntto enim E ultra circulum accepro erit B E' = A B i A E' 

iAF.AE r SiobA £ = ^,adhuc erit B £‘ = A E 4- £ G 

lA C AC 

s=zu'-\- r. A B, idemquc adhuc manebit problematis hujus calculus. 

III. Univerfim igitur fi peripheria omnis circuli a diametri ver- 

tice A incipiendo dividatur in numerum in partiunt aequalium , 8c 

ad lingula divifionuin puucta ducantur totidem reel* ex puncto quo- 

cumque £ in diametro eadem intra , aut ultra circulum accepto ; erit 

i C d' f C f • produ£tum rettarum omnium ordine imparium £ A 

EG . £ P Sic. : 6c C A" -f- C £’ produ£tum reilarum intermediarum , ac 

parium ordine E B . E K . E Q Sic: ac denique erit ±C A“ ^ CE m 

produdtum rectarum omnium £ A . E B . E G . £ K See. , fuperiore fi~ 

gno accepto cum punctum £ intra circulum cadit, inferiore cum ca- 

dit extra . Nefcio an quidpiam fublimius hoc Cotefiano theoremate in 

Geometria univerla ha£tenus inventum fit, ac memini , cum primum 

c*pi h*c (tudia excolere , quam mihi diflicultatem injecerint demon- 

llrationes theorematis fere omnes . In quo nonnull* earum deficiant 

jam dictum eft . Aliarum dcfectus ex hilce ipfis formulis poteft colligi. 

Cum enim binomii t’ ^ i fa&ores fimplices omnes realcs lint, reel* 

nimirum E A , EB , EG Sic. nihil ad rent facit binomii refolutio in 

faftores imaginari* form* t— a ±6 ^ — i , neque in Cotefiano 
theoremate quidpiam obvolvitur, quod fit imaginarlum , & impoflibile. 

IY. 
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IV. Cum circuit divifionibus ut anrea peradis , iifque in pundum 
A, vel B definentibus efle dcbcat A B = Ab = b g &c. , fig. 104., 
arque ex utraque diamctri parte geminari debeat conftrudio, fi n fit 
numerus impar , erit C A * — C E’ = E A . E G' .E P* &c. : & fi /r fit 
numcrus par, & intermedium divifionis pundum in diamctri verti- 
cem D recidat , erit C A' — C £* = E A. E D .EG' . E P‘ &c. . In 
priore cafu exponent it imparis pundum D , 8 c reda £ D ad divifio- 
nes , quae ex pundo B incipient , fpedabit , critque C A’ — C £• = £ D . 
££“.££* &c. quod fi igitur fiat C A = r , C E =s r , cof. G = 

— , cof. d P = — &c., cof. A B = — , cof A K = — &c. , erit ut 
r r r r 


in Coroll. III. Probletnatis antecedents £ G* = r* — — t a t-\- 1' ,E P“ 
= /* — tit + /*, £ £’ = /* — i^r+r*&c., eritque in cafu expo- 
nentis imparis 

/ — /* = (/• — r) (/* — tat + /*)(>* — — tcr + r*^ &c. 

/* +r-e= — lAt+f)(t' — lkt-\-t') (r* — 1 // + r 1 ) &c. : 

in cafu vero exponentis paris debebit efle 

f — /" = (r — t) ( r 1 ) ( r' — ta r ( t* — tbt f ) 8cc. 

/• +f = (r' iic + t')(r' l/fr + t')(r> t/r+O&c.. 

V, Ita veto cum fadores omnes quadratic!, in quos binomia 
realia integri exponentis rcfolvimus in Probl. L. , in formulas alias re- 
folvantur , quae cofinus circularium arcuum involvunt , facile etiam 
generates regulae indicari poterunt , quibus in cafu quolibet circulates 
arcus, & finguli fadores determinentur. Scilicet in priino cafu erit 
fador unus r— 1: in fecundo r-\- 1: in tertio erunt bini fadores fim- 
plices r — t , r 1 : fadores vero alii omnes in quatuor hifee cafibus 
erunt format /* — tat-{-t, five r* — irt. cof A G -f /* . Arcus vero, 
quorum cofinus accipiuntur, ubi refolvcnda proponetur formula A — 
/■, erunt nt numeri 1, 3, 5, 7 &c. , in refolvenda autem formula 
/" -f- /" ut numeri 1,4,6 &c. : & in altero hoc cafu arcus A C erit 
tota peripheria per exponentem n divifa , atque in priore cafu A B 
erit dimidio minor. Quod ii igitur p non jam peripheriam integrant , 


fed dimidiam tantum defignet, erit in priore cafu — = cof. 



2Ji 


De Formulis &c. 


: cof 


4 P 


= cof — &c. , & in cafu altero — = cof. — , — = 


cof — , — = cof — &c. : atque exponentem n dcterminando fadorum 
nr n 

omnium tabulas in cafibus fingulis protrahere quifquc poterit quantum 
volucrit . Utramque vero Manfredii , & Cotefii methodum congruere 
collatis formulis patcbit . Ut fi refolvendum proponatur binomium a" 

-f- 1 '° juxta Cotefii methodum crit — = 1 . cof 1 8" = 2 . fin. ji • , qua; 

eft diagonals pentagoni, — = 1 . cof 3.18’ = 2 . fin. 36 * , quod 

eft pentagoni latus,— =2 2 .cof 5 . i8°=o : & juxta Manfredii me- 
thodum refolvcnda crit xquatio /‘ — y a* /' -f- j a' f = 0, atque erunt 
radices omnes /= o, /= ± a / (- — ~~~) >/=± C"~T~) 5 

latus paritcr , ac diagonals pentagoni . 


APPENDIX 


De quantitatibus imaginakiis. 


C Um thcorema illud ingeniofillintum plane, atque elegantifli- 
mun fine demonftratione ulla Cotefius Geometris propofuif- 
fet , atque inde formularuni fuarum conftrudionem deduxifiet 
Taylorus , demonftrationem aliquant primo attulit Pcmbcrtonus in epi- 
ftola, qua: Cotcfiano operi in Londinenii editione adjeda eft . Earn 
■vero prolixam adeo, atque intricatam cenfuit Joannes Bernoullius , ut 
etiam vitio aliquo laborarc fufpicaretur. Demonftrationem aliam, quam 
Moivrxus exhibuit in Milcellaneis Analyticis, quamquc idem Berno- 
ullius Opcrum Tom. IV. expeditiflimam judicaverat , non minus int- 
plexam, incertamque efle pronuntiavit Hermannus Tom. VI. Acade- 
mia: Petropolitanx . At in Hermann! etiam demonftratione non fatis 
conftat ex quibus analyfeos principiis nonnullx formulx colligantur • 

atque 


Digitized by Google 


D I QUANTITATIBWS 133 


atque in demonftrarionibus aliis Bernotfllii, Klingenfliem* , Simpfo- 
nii nonnulla defiderari pariter vifa funt . In demonftratione ilia, quam 
ex Walmeslejo deprompferat Bougainvillius , quxdam non adhuc de* 
monftrara e(Tc indicavimus in Coroll. IV. Probl. LXXI. , quxdam non 
reds alTumi , ut cum ad detcrminandum valorem coefficientium a , 
b , c See. ftatuitur r* — ta t -f- 1 = E B = o , r* — 16 1 -f- 1 = £ G 
= o Sc c. : hoc enim pofito in unicum peripherix pundum coalefce- 
rent punda E , B, G See., Sc nuilus amplius theoremati eflet locus. 
Idcirco Bougainvillius in fccunda operis parte monuit in iis quantita- 
tibus nihilo exxquandis difficultatein cfTe : cui ut occurreret propofiti 


r* + i 


it 


binomii divifores animadvertit Temper aflumi poffe forms 
- ~^~- 1 — b Sec . , nec tamen difficultatcm omnem ita evitavit . Hifce 

it 


enim valoribus aflumptis loco cofiaus , qui Temper minor eft radio, 
aflumeretur quantitas radio major, ut in corollario primo ejuTdem 
problematis didum eft . 

Memini , cum primum caepi hate ftudia excolere , quam mihi 
difficultatem injecerint demonftrationcs omnes hujufmodi . Earn vero 
attentius confiderando , quam Thomas Simpfon exhibuit in Opufculo 
de Sedione angulari, atque in Mifcellaneis anno 1740 Londini edi- 
tis, deprehendi nonnullis additis , ac Tuppletis, qux ab authore omif- 
fe fuerant , diredam theorematis demonftrationem , & a quantiratum 
impoffibilium confideratione liberam reftitui : fupputatis fcilicet valori- 
bus redarum E B ,EG , E K Sec. , atque iis in Tc dudis , ac deletis 
quantitatibus fe invicem deftruentibus , eos tantum terminos fupereffe, 
qui binomium i CA “ ^ C E“ exhibeant . Quid enim aut imaginariae 
radices unitatis , aut fadores imaginarii , aut impoffibiles exprefttones 
obvolvi debent theoremati , in quo nihil occurrit imaginarii , in quo 
tantum debet oftendi illarum redarum fado hoc binomium exfurge- 
re ? Id in ea praecipue methodo incongruum eft , quam invenit Eu- 
lerus Cap. IX. Introdudionis ad Analyfim infinitorum , Se quam deinde 
Tecuti funt Cl. le Seur, Se lacquier Par. I. Cap. IV. §. ClVH. , Cou- 
fin Cap. III. §. XXXVIII. , aliique . Utique fi fit xquatio /* — q t -f- 
r = o , extrada radice prodibit i=| y ±/( j — r*), Se trino- 

G g roii 
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mli quadratic! , ac re alts fadores fimplice* erunt imaginarii cum eric 

q 

— unitate minor , 8c jequalis coiinui arcus cujuslibet n v . Polito au- 

tem <j = 2 r.cof. nu, 8c propofito trinomio rcali r*-— u r.cof. nu-{- 
r*=o, ac fadis redudionibus erunt fadores bini imaginarii t — 
r. (cof. nu i fin. n u </ — i)=»: ex quo principio , atque ex theo- 
remate alio, quod jam in Coroll. I. Prop. LVI. indicavimus, arquationes 
binas elicuit Eulerus , quibus pro numero quovis n refolutis iidem qui 
antea quadratic! faclores prodeunt. At rurfus cum in cafu theorematis 
Cotefiani faclores fimplices fint EB, Eb, EG, Eg 8cc. , nec ii ad 
formam imaginariam reduci", nec duorum quorumlibet produdum ni- 
hilo exxquari unquam potcrit . 

Ex eodem problemate antecedente manifctlum ell , quod fi fit 
p dimidia circuit periphcria , Sc * fit numcrus aliquis integer feriei na- 
turalis o,i, 2 , 3 See. faclores omnes binomii r — - t erunt form* 

r % — ir r.cof. — 8c fadores omnes binomii erunt form* 

n 

t 1 — 1 r t . cof. — t'. Quare fi eflet /* — f = o , 8c fudor aliquis 

n 


/* — irt , cof. — - -}- /*= 0 , addito utrimque quadrato ( r. cof. , 

n n 

8c pofito /* ( cof. — )* — r' = — r'( fin, )' , atque extrada radice 
n n 

eflet / = rcof. 1 — i r. I . fin. — 6c pofito r = i , eflet t = 
n n 

X 

®f.i k -Z±v—i . fin. Hoc autem dato fi in xquatione ( i -f- » ) T 


— i —y fierct i — =n, 8c ob numerum n infinite ma- 

n 

„ - HP m _ ZA p lip Inxp 

gnum eflet cof. — = i , 6c fin. — = — e= — - , atque eflet z = 

n n n i * 1 

i \f — i . tip, prorfus ut in Coroll. III. Probl. LXX. ex aliis Wal- 
meslej principiis colligebatur . Verum neque in hoc cafu ftatui potell 

y 
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y = o, neque aliquis ex fa&oribus evanefcit, ficuti neque in cafu 
Cotefiani theorematis corda, qua: a dato diametri pundo ad periphe- 
rix divifiones ducitur, & qua: radice fa&oris quadratic! cxprimitur, 
non poteft unquam evancfcere . Huic fundamento fadorum evanefcen- 
tium theoria logarithmorum infinitorum , & omnis Euleri calculus in- 
nititur fcrierum illarum in unam fummam colligendarum de quibus 
egimus in Probl. LXIX. 

Abfurda alia, quae apud alios Algcbrx feriptores in quantitatum 
impolTtbilium calculo folcnt occurrcre jam indicavimus in corollariis 
Probl. LX 1 V. , LXX. , LXXI. , ut quod finus , & cofinus cujufque ex- 
prefiio , & ratio peripherix ad diametrum , & logarithinus unitatis 
imaginariis quantitatibus obvolvatur. Alterius exempli loco videamus 
quanam ratione D. de Foncenex Tom. I. Academix Taurinenfis circu- 
late; arcus ad formulas logarithmicas deducere voluerit . Si in fig. 87. 
fiat OEz=r, OK = x, erit femiordinata hyperbolx xquilatcrx K H 
e= ( ar* — r' ) , & pofira O n = x erit femiordinata circuli n m = 
(r* — x'). lnde intulit author ipfe reali femiordinatx circuli nm 
refpondere imaginariam femiordinatam hyperbolx , & femiordinatx 
reali hyperbolx K. II refpondere femiordinatam circuli imaginariam , 

8 t c(Te (emiordinatarum hujufmodi rationem 1 : ^ — 1 : & cum quw 
conflans femper eft ratio femiordinatarum in duabus curvis abfcilTx 
communi infiftentium , eadem pariter elTe debeat duarum arearum ra- 
tio , adjecit ipfe quod fi angulus OKH vocctur (p, &c fit factor cir- 
cularis O m E = ^ f <j> , erit feclor hyperbolicus O £ tf , fi ve Q E HL 
jc= 4 r* <p / — 1 : his autem pofitis aream Q E H L ut antea ad Io- 
garithmos reducendo xquationes eafdem exhibuit Problematis LXIX. 
At vero fi ex data ratione femiordinatarum colligi pofici arearum ra- 
tio , circulars area O m E non ad feSorem OE H, fed ad aream 
KE H, in qua femiordinatx ** — >*) accipiuntur, referenda eftet. 
Deinde ex data ratione femiordinatarum abfcilTx eidem refpondentium 
colligi nequit arearum ratio, nifi cum arex vertices, & abfeiflas pm- 
ncs communes habent : in cafu autem noftro circularis feclor E O m 
ad realem aream hyperbolx K E H refertur , qux extra circulum ja- 
cct omnis, & ad quam pertinent femiordinatx ( x * — /* ). Denj- 

G g 2 que 
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que in cafibus hifce omnibus are* omnes EOm, KEH, EOH, 
QEHG reales funt, £c licet diverfimode fint pofit*, nihil in iis ex. 
primendis poteft occurrere , quod fit imaginarium , & impofTibile . 

Qui hxc , & fimilia paradoxa alia conlideret , qux in communi 
impoflibilium quantitatum calculo occurrunt , facile fentiet , quod jam 
Cl. Eulerus monuit, Pyrronicos fortiora inde argumenta adverfus cer- 
titudincm difeiplinarum Mathematicarum poITe defamere quam qu* 
ipfi oliin propofuerint . At hoc non vitium Mathefeos , fed eorum 
dumtaxat Mathematicorum eft , qui cum negative quantitatis radices 
ordinis cujufque paris omnino impolfibiles efle agnoviflent, imaginarias 
hujufmodi expreftiones quantitatum realium calculo obvolventes , rea- 
les, & imaginarias quantitates indiferiminatim aftumi pofte cenfue- 
runt : ut cum determinandus proponebatur arcus qui pro tangente , 
aut finu recto haberet quantitatem a -f- b / — i , cumque Logarith- 
mic* conftru&ionem, qu* jam nulla eft fi impoffibilis lit fubtangens, 
pari ratione haberi aflumebatur li in iifdetn formulis, ac feriebus loco 
x fubftitueretur ar/ — i , quemadmodum in Coroll. II. Probl. LXX. 
notatum eft. In hifce omnibus ego inveftigationibus , Dialcdicam Al- 
gebra: copulando, dmnino curare volui ne qu* in cafu quantitatum 
realium exfurgunt formul* ad cafus alios , in quibus impoftibilia funt 
data, & conditiones problematum detorqueantur, ne quantitates ima- 
ginarise iis omnibus problematis admifeeantur, in quibus non nifi rea- 
les quantitates, Sc poflibiles cafus evolvi debent , ne alius imaginari* 
cujufvis exprelTionis in Algebra univerfa fit ufus, q am ut refle diftin- 
gui poffit ad quos ufque limites polfibile fit id quod quxritur. 

CAPUT NONUM. 

De Analysi Isoperimetrica. 

V Etus Ceomctrarum principium eft , quod fi quantitates qux- 
libet variabilcs, quomodocumque in fe invicem du£tx, aut 
divifx, ad certum ufque terminum crefcentes , aut decrefcen- 
tes maximum aliquod , aut minimum eonftituant ; locus valoris ma- 
ximi , aut minimi determinabitur fi quantitatum omnium complexus 
transferatur in locum proxinium, efficiaturque ut quantum quantita- 
tes 
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tes aliquae augentut tantundem alis imminuantur , & differentiis om- 
nibus fe invicem compenfantibus nulla quantitatum omnium fimul 
fumptarum variatio habeatur . Quod cvidens eft : nam fi quantita* 
aliqua quomodocumque ad certum ufque limitem crefcar , ac deinde 
decrefcere incipiat , eoque in limite fiat maxima ; variationes priores 
pofitivae, poftcriores negativae erunt , & eodem in limite variatio quan- 
titatis maxim* , pofitivas inter, & ncgativas variationes media, nulla 
erit: Sc id ipfum fiet adhuc ft quantitas propofita decrefcat primum, 
ac deinde augeatur , 8t decrementum inter , atque augmenrum fiat 
minima . Pari ratione ft produQum aliquod quantitatum quarumcum- 
quc, quarumdem quidem crefcentium , aliarum vero eodem tempore 
decrefcentium , maximum aliquod vel minimum alicubi valorem ha- 
beat ; in ipfo maximi , aut minimi valoris limite incrementa quanti- 
tatum omnium crefcentium aequari debent decrcmentis quantitatum 
aliarum decrefcentium fimul fumptis , ut tota produQi variatio fiat nulla. 

In hoc idem principium recidit ca rcgula , quam Fermatius pri- 
mum tradiderat , Sc quae inventis calculi diflfcrentialis fimbolis ad for- 
mulas analyticas redufch eft : ut fcilicet quantitatis propofit* differen- 
tialia nihilo exaequentur . Hoc idem etiam principium eft, quo ex curvis 
omnibus acqualis perimetri , quae idcirco dicunrur ifoperimetricae , de- 
terminanda proponitur curva ilia , quae proprietatem aliquam maximo, 
aut minimo gradu exhibeat. In hifee enim problematis refolvendis 
per duo quslibet punch inter fe proxima binis curvis tradutlis ftatuen- 
dum eft ut proprietas eadem curvae utrique conveniat , & curva in 
locum proximum trartslata differentiae omnes , quae proprietati pro- 
pofitae refpondent , fiant null* . Sublimiora hujus generis problemata 
refolvere carpit Ncwtonus cum folidum minim® refiftentiae determi- 
navit, ac bini deinde fratres Joannes, Sc Jacobus Rernoullius, ille 
quidem cum curvam breviflimi defeenfus propofuit, hie vero cum ge- 
neralem methodum tradidit problematum hujus generis refolvendorum. 
aEtate hac noftra generalem methodum analyticis formulis, & ferie- 
bus certa lege progredientibus expreflam Eulerus maxime complicati* 
analyfeos cafibus , 8c problematis quibufcumque aprare docuit . 

Generales autem hac formulae, quae analyticis quibufque cafibus, 
St conditionibus problematum, ut fuo loco videbimus, fatisfaciunt, 

non 
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non nifi fatis operofe ad folutionem Ceometricorum problematum , 
arque ad cam omnem Geometri* partem traduci poflent , qua ma- 
Xime veteres deledabantur , quamque adco recentiores auxerunt, & 
quae Geometria Ifopcrimetrica dici folet . Priores etiam calculi diffe- 
rcntialis formulae, cum in pluribus cafibus expeditam folutionem fup- 
pcditent , ut prxfertim exemplo maximi quadrilateri , aut polygoni , 
quod datis lateribus poteft etfici oftendemus, in Geometria tamen 
Ifopcrimetrica plerumque funt ufus ditHcilioris . Ut fi in curva qua vis 
CAB ad axem AD relata , fig. ioj., per datum axis pundum D 
traduccnda effet reda CDB, quae minimam aream ex una parte, ex 
altera maximam abfeinderet , fatis iinplexa exfurgerct analytica sequa- 
tio . At fi reda ilia tantifper mota fiatuamus in loco maximi triangu- 
lum BD 6 , quo area imminui poteft, arquari triangulo CDc , quo 
interim augetur , manifeftum erit atquales efie binas D B , D C, Sc re- 
flam quaefitam efle axi perpendicularem. Principium idem, ut expo- 
fitum modo eft , fi direde applicetur , Geometriam omnem Ifoperi- 
metricam facillimam efticiet . 

PROBLEM A LXXIV. 

Ex omnibus triangulis datae bafi A C infiftentibus , fig. 106, Sc 
verticem habentibus in reda D B E , quae pariter datae fit pofitionis , 
invenire illud , in quo fumma m. B A -f- B C fit minima. 

Vertice B translato in proximum locum F, centrifque A, C, ac 
radiis AF, BC deferiptis arcubus circularibus FH , BG , erit FG 
incrementum lateris B C, & m.BH decrementum produdi m.BA_ 
Exaequatis igitur variationibus fiet in loco minimi m : l = FG : B H = 
fin. F B G : fin. B F H = cof. C B E: cof. A B D : fcilicet in loco minima 
quantitates m , & i erunt ut finus angulorum, quos eadem latera in- 
tercipient cum reda B L ad B E perpendiculari . Quare fi dudis ad D E 
perpendicularibus aliis C E , A D , fiat C E = a , AD = b , E D = c. 


BE = 


x, erit - 


: m : 1 , atque inde eruetur 


+ V (b' + c—r) 

quarti gradus sequatio , quae problemati fatisfaciet 

. f S' Ar nt ct \ nt a' , 

x* »ex*+ ( e — — Jx* ( ic x — c* 1 = < 

v nt — i ' nt — i ' y 
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COROLLARIA. 

I. jEquatio hujufmodi cum ea convenit , ad 'quam Vincentius Ricca- 
tus bina hxc problemata dcduxerat Cap. XIII. Lib. II. Tom* I., 8c Cap. V. 
Lib. II. Tom. II. Sed generatim etiam fi punclum B e(Tct in curva ali- 
qua ad rectam A C convexa , vel concava , problema inveniendx fum- 
mx unius larcris B C, & lateris alterius BA dutli in datam quantira- 
m , minima: quidem in primo cafu , & in cafu altcro minim* , vel 
maxim* ad problema aliud Geomcrricum reduccretur ducendi tangen- 
tem , qux cum binis latcribus in puncto contaflus binos rclinquat an- 
gulos , quorum cofinus fine inrer fe ut m : i . Id ipfum crit fi curva, 
in qua eft punclum B , retlam A C interfecet , fig. 107. 

II. Si fiat m = 1 *qua!es crunt anguli , quos bin* reel* B A , 
B C cum tangente incercipient in pun£lo B : Sc fi punclum idem B , 
fig. 108. in peripheria alicujus circuli accipiatur, arquales pariter fient 
anguli C B O , ABO, quos bin* reStx A B , C B cum radio 0 B ad 
punStum idem duclo incercipient . Quod fi vero punclum B in re£la 
aliqua DE accipiatur ad AC parallcla , fig. 109. , Sc data fit balls trian- 
guli A B C, 5 c altitudo B L ; minima duorum laterum BA,BC fum- 
ma habebitur cum fient *quales anguli B C A , B A C . Yiciflim data 
ball alicujus trianguli, Sc data fumma reliquorum laterum, in trian- 
gulo ifofcele altitudo maxima habebitur , Sc area pariter fiet maxima. 

III. Inter omnia triangula, qu* bafim. Sc altitudinem squalem 
habent , triangulum *quilaterum habebit minimam fummam laterum. 
Nam fi in*qualia eflent duo latera , tertio latere pro bafi accepto , 
eademquc data altitudine, Sc area totius trianguli , minor fumma 
duorum laterum habebitur iifdem inter fe *quatis : atque ab uno quo- 
cumque latere ad duo alia procedendo Temper minor fumma afligna- 
bitur ipfis duobus lateribus exxquatis , quoufque tria fimul latera 
squentur. Yiciflim data trianguli alicujus perimetro, fi triangulum fit 
squilaterum maximam aream complecletur: quod jam theorema Pap- 
pus Alexandrinus tradiderat Lib. V. Colle&ionum Mathemaricarum . 

IV. Omnium figurarum eumdem numerum laterum , 8c eamdem 
perimetrum habendum maxima eft xquilatera . Nam fi in poligono 
quolibet duo tantum latera B A , B C , fig. 106. , fint inxqualia , du- 
els fubtenfa AC, Sc data trianguli ABC, 8c poligoni totius area , 

in 
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in triangulo ifcofcele ABC habebitur minor fumma duorum laterum ; 
& data poligoni totius perimetro major fiet area trianguli ABC. Eo- 
dcmque modo per latera omnia excurrendo maxima totius poligoni 
area non obtinebitur nifi cum poligonum fiet aequilatcrum . Ut faci- 
lius demonftrerur, quod Pappus in fuis CollctHonibus tradiderat, ma- 
ximum poligonum etiam aequiangulum etfe oportere , alio lemmate 
opus eft . 

V. Si fuerint quotcumque triangula ifocelia, aequalia, 6c fimiiia, 
perimeter erit minima omnium triangulorum aequalium , & non ifo— 
fcclium, qua: fupra eafdem bafes conftitui poftunt. Nam li fint duo 
triangula, ifofcele A B C , & non ifofcele a be, fig. no, quae bafibus 
atqualibus A C , ac infiftant , conjun&ifque bafibus ,' & obverfis vercici- 
bus B, b fiat quadrilaterum A B Cb$ data bafi B b , & altitudine , minor 
fumma duorum laterum B C , b C habebitur cum fient larcra inter fe 
aequalia . Atque ita Temper procedendo in triangulis omnibus, qu» 
habeant eamdem bafim , 6c qua: fimitl eamdem arearum fummam 
conficiant, minor Temper laterum Tumma afiignari poterit , quoufque 
triangulis omnibus inter fe aequatis triangula fiant ifofcelia , aequalia t 
& fimiiia . Viciffim , data perimetro , area triangulorum ifofcelium , 
aequalium , 8c fimilium £rit maxima pra: aliis totidem triangulis , quae 
fupra eafdem bafes inaequaliter conftituantur : quod XLX..C1. Tommafini 
theorema eft Par. I. de maximis , 6c minimis . 

VI. Si ex angulis omnibus poligoni cujusiibet regularis ad cen- 
trum circuli ducantur totidem radii , fumma radiorum omnium Tem- 
per minor erit fumma retlarum totidem , quae ex iifdem angulis ad 
punctum aliud extra centrum ducantur . In utroque eni:n cafu poli- 
goni circulo inferipti area in eumdem triangulorum numerum divide- 
tur xqualibus bafibus inlillentium : & data duorum triangulorum area 
Temper minor laterum fumma aftignari poterit quoufque triangula 
fiant ifofcelia , 6c aequalia : quod theorema a Viviano traditum eft 
in appendice ad librum de maximis , 6c minimis . 

PROBLEM A LXXV. 

Ex binis triangulis A BL,a bl, fig. in , quae datis bafibus A L 
a /infiftant, ac fint arquiangula in L, I , quaeque fimul accepta eamdem 
iireara conficiant , invenire ilia , in quibus fumma m . A B +• ab fit 
- Ac- 
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Accipiantur pun&a K,k ultra, & citra vertices B, b, centrifque 
A , Sc a deferibantur circulates arcus B II , k g . Erit in loco minimi 
m.KH=.bg: cum lit etiam eadem fiimma arcaruin AKL, 

a 1 1 , Sc fint zqualcs anguli L , / , crit B K . A L = b k . a l , eodem- 

. m.KH bg , KH bg 

que m loco erit t — — 7-7= — ,, five erit A L:m.al= — — : ~ = 

M B K.AL bk.al B K bk 

cof. A B L: cof. a b l . Scilicet li in B L , Sc bl produilas ex A , Sc a 

ducantur pcrpcndicularcs AD, ad, Sc fixe A L = a, L B = x ,a l 

= b , Sc colinus anguli L, aut / vocerur n, erit L D = na, Sc Id 

= nb , & fi data fumma arearum per altitudinem ad divifa vocetur 

• // AD ax c 

c, erit v l c — — - . x = c — ; ac net 

'ad b 


; m b : 


na x 


/ ( a % -f- ad — max) ’ 


, 1 ax 

nb + c - 

o 


V(b' + {c — ^y + mb(c~ yj) 


a ar. 

b’ ■ - ' *y 

atquc inde eruetur tequatio quani gvadus , qua: problemati fatisfacict . 

COROLL ARIA. 

I. Si anguli L,l rccli Tint, Sc lit m = 1 , dutis bafibus , & data 
duarutn arearum fumma, utriufquc hypotenufx fumma crit minima, Sc 
viciiTim, data fumma utriufquc hypotenufic, maxima crit fumma dua- 
rum arearum cum bafes A L , a l proportionales erunt finubus angu- 
lorum BAL,bal balibus adjaccntium . In cafu etiam triangulorum 
reclangulorum crit problematis stquatio 

II. Si duplicentur triangula refhngula A B L, a b / , duo fimul 

triangula ifofcelia pr® aliis omnibus, qua: balibus 1AL, lal infi- 
flant , quaique habeant eamdem fummam laterum lAB^-iab ma- 
ximam arearum fummam comprehendent fi finus angulorum ad bafes 
fuerint bafibus ipfis proportionales . Triangula autem hujufmodi non 
erunt inter fe fimilia nifi etiam fucrit A B = a b , quo in cafu trian- 
gula erunt etiam inter fe arqualia . Falfum eft igitur theorema , quod 
Pappus Alexandrinus tradiderat in Propof. VII. Lib. V. fuarum Col- 
li h lectio* 

l 
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lcclionum : Similia , Jc aequicruria triangula utraque fimul urrifque 
fimul triangulis , quae in iifdem bafibus conftituantur , 8c xquicruribus , 
8c diffimiiibus turn inter fe , turn fimilibus , ifoperimetris autem funt 
majora . 

HI. Si punela K,k in adverfas utriufque vcrticis partes accipiantur , 
fig. in., 8c rc 3 i lint anguli L, l , Sc fiat H K = b g= B G = h k , 
utraque autem fit variario inferioris ordinis , erit area trianguii A KB 

A B . H K . , ab.UK 

c= A L . — , 8c area trianeuh a k b = a l . -- — s unde it 

iLB ’ B ilb 

A B ab 

in triangulis fimilibus fiat — = — , 8c fit A L majus quam a l , 
It d lb 

prius etiam triangulum , quo area A B L augetur , vel imminuitur , 
majus erit pofteriorc , quo area able contra imminuitur , vel auge- 
tur. Summa igitur triangulorum fi milium AB L-f-j8/major erit fum- 
ma triangulorum difiimilium AKL, akl, quorum majus habeac 
minorem angulum adjacentem majori lateri : furnma autem fimilium 
eorumdem triangulorum minor erit furnma triangulorum difiimilium 
iifJem bafibus infiftcntium , quorum majus habeat majorem angulum 
AKL adjacentem majori lateri A L: quod re£te adnotavit Vinccntius 
Riccatus Cap. V. Lib. II. Tom. II. Inflitutionum . 

IV. Ex iiliiem etiam formulis colligitur maximam omnium figu- 
rarum , qu;e dato numero laterum , 8c data totius perimetri longitu- 
dine comprchendi polfunt, non folurn xquilateram , ut in Coroll. IV. 
Probl. I. dictum eft , fed etiam xquiangulam efie oportere . Nam fi 
in poligono quovis aequalium laterum bini tantum inxquales anguli 
fuperfint A major , & C minor , fig. 1 1 1 , pofitis xqualibus lateribus 
B C , C D , D i , d A , A b , b B , fi fit b Ad major quam BCD, ductis 
normalibus a l , CL, acceptoque finu anguli a bl ad finum anguli 
c B L utb d: B D, duo fimul triangula bad, B c D fub data perime- 
tro majorem arearum fummam comprehendent quam duo fimul trian- 
gula b A d, BCD: atque ita femper procedendo major arearum fum- 
mi afiignari poterit quoufque dato laterum numero poiigonum fiat 
fimul a^quilaterum , 8c xquiangulum. 

PROBL EMA LX XVI. 

Si detur angulus ABC, fig. 1 13., 8c detur paritcr altitudo trianr- 

guli 
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guli B L , invenire quo in loco fumma m . B A -}- B C flat omnium 
minima . 

Triangulo ABC in locum proximum aB c translato , atque ex 

A L AM 

centro B ducKs arcubus circularibus A M, C N, crit Ma = — — — 

B L 

, LC.CN B C .AM 

Nc = — — — , & C N = - — —— — , & fic fiet in loco minimi 
d L A tS 

m . A L . A M L C . B C . A M 

BL ^ ~ juF ' focm.AL.AB = LC.BC. Hu 

autem pofitis problema , quod Vincentius Riccarus Lib. II. Cap. V. 
Tom. II. Inftitutionum non facile efle dixit , fic facile ad analy.im re. 
ducetur .Sit B L = a, A L = x , L C =y, erit m x/ ( a x -f- a*) = 

x 

y /(a‘ ) . Cum vero fit — tangens anguli A BL, ft tangens totius 

y 

anguli ABC vocetur a , crit tangens differentiae L B C — — = 


,&>✓(**+/) = *• ✓ (*'■ i + n'.a'+x‘J ; 


nx 
i + — 
a 


atque inde eruetur eadem arquatio cubica, quam Riccatus longiore 
calculo invenerat mx(a + nx)' = aW( I -f- n % ) ( an — x ) . 

COROLLARIA. 


BL' 


BC 


AL ,k AB 


I. Si angulus B fit re&us , & fit propterea LC = 

/A 

S Ij B L 

— - , fict in rriorc analogia m . A L = B L ' , & AL=z — , uc 

A L J / m 


v 


etiam ex pofleriore aequatione cruitur fi fiat n infinita , quo in cafu 
evanefcct quantitas a pne nx, 8c i prae n' , k x prs can. Unde eo 
reducetur problema ut inveniantur duae mediae proportionales inter 
i , 6 cm, Sc fiat unitas ad primam ex his mediis ut altitudo trianguii 
A L ad quartam quantitatem B Lx quam reduflionem olim Pifis indi- 
caveram cum a me Georaetrica problematis refolutio , & a formulis 
diifcrentialis calculi libera quaereretur. 

Hh * II. 
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II. Si fit m = i , 8c dato angulo fuperiore , & altitudine alicujus 
trianguli fumma duorum latcrum eidem angulo adjaccntiurn debeat 
efle minima, fiet A L; L C = B C : B A , quod non nifi in triangulo 
ifofcele haberi potcft . In triangulo igitur ifocclc data; altitudinis mi- 
nima erit fumma duorum laterum dato angulo adjacentium . Latus 
etiam eidem angulo oppofitum crit minimum: moto enim triangulo, 
II fit B c major quam AC, 8c A a minor quam B A , erit etiam C c 
major quam Aa, 8c ac major quam AC: atque in triangulo ifofcele 
minima erit bafts , ac pariter produdum bafis , 8c altitudinis , five 
trianguli area erit minima . 

III. Si bafis data fit, & fiat A C=ac, & An = Cc, 8c data pari- 
ter fit altitudo , atque area totius trianguli , inquiraturque quo in loco 
minima fit fumma latcrum AB, B C dato angulo ABC adjacentium, 

, , , A L . A a . , X. C • C c r . . r 

ob Au= — — - — , & Nc = — -fr - — , in calu minim* lumm* 


AB 


BC 


AL LC 

duorum latcrum fiet — - = ; , arqualcs Rent anguli AB L, CBL , 

ABAC ° 

6c triangulum rurfus crit ifofcele . Si fumma m . A B -f B C debeat 

die minima fiet m. — : ac pofitis iifdcm denominationibus , 
A B xJ C 


qu* fupra , fiet m x / ( a' -(- a' (— Y ) —a — -) \/(a' + x'L 

\ v a -f- n x * / x a -f- n x / ' 

an 

atque inde crueturx = 

i + m V ( t + «' ) 

IV. Si data altitudine B L, 8c dato angulo B fumma m. A L 


B A. AM 


BC.CS 


BL 


-f B C debeat e(Te minima , ob A a = r '4 , 6c C c = 

B C*\ A M 

s= „ , ■ D . , fiet m.BA'=BO , five m (a'+ x*) = 
li L . D A 

a' [ : -f- ( — ; ) ) : 6c fi fit m = l , erit B A = B C , unde in 

\ ' a + n x ' J 

triangulo ifofcele bafis minima habebitur. Univerfim veto ex *qua- 
a V ( I + n' ) a_ 

"V m n PRO- 


tione ilia eruetur 
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PROBLEM A L X X V 1 1. 

Si angulus B, Sc longitudo bafis AC, fig. 114. , in triangulo 
ABC data fit, in venire qua bafis inclinations ad duo latera BA, 
B C fumma m . B A -}- B C fiat maxima . 

Ducatur proxima H E , qux fit bafi propofitae A C scqualis, ipfam- 
que interfecet in pun£lo F , eodem']ue centro ducantur circulares ar- 
cus AG, ED, atque ex B in A C ducatur perpendiculum B L . Ob 

J1G = DC, SiA 11 = — '' ° , Si EC fiet in loco 

v* Jj JLt C 


. . . m. LC 
minimi ~ 5 ^- = 


/I Aj 

. Unde fi finus anguli ADC vocetur n , Scj 


finus anguli A B L , erit finus anguli C B L = n i — ( 1 — «* ) 

L C 1 . , m n 

= atque inde eructur r = — - : r: 

C B m ' \/( 1 -)- im </( x — n ) +-m‘) 


5c dato angulo A B L problema eo reducetur ut ad reclam B L pro- 
duclam ducatur perpendiculars, qua; ad duo latera terminctur , 5c 
fit bafi propofitae aequalis . Scilicet ducta M IV normali ad abfeifiam 
quamlibet B K accipienda erit B L quarta proportionals ad M N , 
AC, Si BK, turn in L duccnda erit perpeniicularis ALC. 


COROLLARIA. 


Si fit m t= x , fiet 7 = — r-% > 8c fient acquales 

/(z + 1 ✓ ( I — n')) 

anguli A B L , C B L: fcilicet in triangulo ifofcele fumma duorum 
latcrum erit major quam qua; data bafi , 5c dato fuperiore angulo la- 
teribus ina:qualibus fubtendi poiTet. Pariter fifit B A = B C , Si A L 
= L C, dutla alia qualibet II G , quae fit propofitae AC aequalis, erit 
F E major quam F H , St perpendicularis B / minor quam B L . Ita- 
que in triangulo ifofcele dato angulo fuperiore , 5c data bafi , cum 
maxima fit fumma latcrum rcliquorum, erit etiam maxima altitudo , 
5c maxima area . 

II. Si data fit fumma latcrum BA, B C , Si B H — BE, in- 
quiraturque qua bafi AC maxima habeatur area ABC, erit AH=z 
£ C, 5c ob areas F A G, F E D, Si angulos circa F acquales fiet AG-.DE 


\ 
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„ . — _ „ . BL.AH BL.EC _ „ 

= F A: F E=F E : F Az= — =— - — : — — r — = B C : A B , unde 

BA B C 

erit F A = F E = F C , 8c B C = A B . Hoc autem pofito fiet D C 
= H G : atque ita dato angulo verticali , 8c data fumma duorum 
laterum , triangulum ifofcele habebit maximam arcam , minimam ba- 
il m , & maximam altitudinem. Viciflim fi area data fit, 8c quzratur 
minima bafis A C , erit primo D E = AG, ac deinde D C = H G , 
5c fiet propterea E C = A H , ac rurfus habebitur triangulum ifofce- 
lc : atque ita dato angulo fupcriore , 8c data area , ’in triangulo ifo- 
fcelc bafis erit minima , minima perimetur , 8c altitudo maxima. 

III. Si angulus B fit re&us , 8c data fit bafis A C , eadem etiam 
manebit fumma quadratorum BA'- f- 2? C*: cumque juxta Coroll. I. fum- 
ma B A -f- B C fit maxima s= B C , cumque perimeter quadrati fit 
quadrupla unius lateris; patet ex omnibus quadratis, quae fimul cam- 
dem arcam conficiunt, duo ea quadrata maximam perimetrum ha- 
bere , quorum latera fint zqualia : quod XXII. Clarifs. Tomafini 
Theorema eft in priore parte libri primi de maximis , 8c minimis . 
Idem valet de poligonis omnibus fimilibus , cum perimetri fint in ra- 
tione fimplici , 8c arez in ratione duplicata laterum . Inde etiam fa- 
cile colligetur quod (1 plura fint poligona fimilia , quz fimul eam- 
dem aream confidant, ea fummam perimetrorum omnium habebunt 
maximam cum fient inter fe zqualia . Nam fi duo poligona fint inz- 
qualia, ea , manente quantitate arez, 8c exzquatis tantum lateribus 
majorem perimetrum habere poterunt . Viciftim poligona fimilia zqua- 
lium laterum prz poligonis totidem laterum inzqualium , 8c ifoperi- 
metrorum minimam arearum fummam confident . 

PROBLEM A L X X V 1 1. 

Dato pun£to F, fig. iiy. , ducere re£lam AFC, quz omnium 
intra re&as B A , B C , datum angulunt ABC continentes , du&arum 
fit minima. 

Ducatur proxima HF E , 8c centro F deferibantur circulates ar- 
cus AG, E D, atque ex B in A F C ducatur perpendiculum B L . frit 

EDz=1^a£~, 8c AC= ~- I{G ., atque, ob CD=HG,m 

. loco 
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loco minimi erit E D: A C= F D: F A = F C :F A = AL: LC, Sc 
componendo erit AC: F A = A C: L C , adeoquc eric F A = LC . 
Hoc autem poll to fi fit FP parallela , 8c FN perpendicularis re£tae 
BC, FQ vero parallela re£tae BA, ac fiat BPc=a , BQ==b, 


Q N =zc, QC 

NC.BC x + b.x — e 


x , erit F C* = x — c *-f- a' — c* . Infupcr erit L C 
AF = 


FC.PF b 

FC FC _- = FC. -:atque 

inde eructur (x + b).(x — c) .x = b( x ' — i cx + a') five x‘ — 
cx k -{-6 cx — ba' = o: quam earn Jem xquationcm dedit Simpfonius 
in Exemplo XI. Se£i. II. de Fluxionibus. Sed fi angulus B fit rectus 

fiet x = b a * , quam aliam xquationem pro eodem cafu dedit 

Riccatus Tom. I. Lib. II. Cap. XIII. 

COROLLARIA. 


I. Si dato angulo B , 5 c dato puncto F, per quod recta aliqua 
AFC tranfire debcat , quaeratur minima fumma laterum BA, B C 
ufquc ad AFC produftorum , erit pro eodem cafu ECx=AH: un- 

, BL.EC BL.'aH . 

de cum fit D E = — — — , 8c AC = — - , ent E D: AG = 

x) C B a 

F C:F A = B A: B C , duftifque ut antca FQ , P Q , cum fit F C : 
F A = Q C: B Q, St BA: B C = FQ : Q C , erit Q C media prop r- 
tionalis inter F Q , St A Q : quas pariter folutio Problematis apud Simp- 
fonium eft in Ex. X. Se£t. II.. Si BA“ -f- B C" debeat effe quantitas 
minima, fiet m . B A m — ' AH= m . B C* — ' E C , atque inde eruetur 
F C :FA = E D : AG =z B A m : B C " . 

II. Si dato pun£to F, St angulo quae rarur area ABC, quae 
omnium refla A C terminatarum fit minima , patet quod cum decre- 
mentum areae FE C eo in cafu exaequari dcbcat incremento AFH, 
etiam FC aequalis fiet rcliquar FA. At patet infuper ex omnibus re- 
ftangulis triangulo A B Cinfcriptis, fig. 116., maximum rectangulum efie 
G H, eujus balis , 8c altitudo , 8c area bafeos , altitudinis , 8c areae totius 
trianguli dimidia eft: debet enim efie in cafu maximi Ff: Hh=x 
G H: G Fz= B F: G F , adeoque effe debet FB=FL,StAH = 
FI L, St maximum rectangulum trianguli dimidium efie debet. Quare 

fi 
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fi reda A F C , fig. 1 1 }. circa pundum F converfa quxratur maxi- 
mam , auc minimum maximorum omnium rcdangulorum , quae tribus 
fimul redis B A , A C , C B inferibi poflTunt , minimum unum habebitur 
cum balls A C bifecabitur in pundo F : habebitur aliud minimum 
cum reda AFC tranfibit per pundum B : & maxima maximorum 
omnium redanguloruin exfurgent cum AFC fiet lateri BA, aut B C 
parallela . 

PROBLEM A L X X I X . 

Datis tribus pundis A, A,C fig. 1 17. aliquod pundum O inve- 
nire, ad quod dud® tres red® AO, BO, CO minimam fummarn 
confidant . 

Transferatur pundum O in C ut reda B O quantitate OCim- 
minuatur , centrifque A , C deferibendo circulates arcus OF, O E , 
bin® AO, CO augeantur quantitatibus FG, EG. Erit in cafu mi- 
nim® trium redarum fummx O G = F G -f- G E. Pariter fi pundum 
O in L abeat , & fit O L = O G , centris B , C deferibendo circula- 
tes arcus O M , OH, erit O L = Af L -f H L = FG-}- EG. Iam vero 
ob redos angulos A O F, BO Af xqualcs funt anguli G OF, LOM, 
Sc red® ML, F G inter fe ®quantur , adeoque xquantur ctiam re- 
dl® HL,EC, Si anguli LO II , G O E , Sc redo utrimque addito 
angulus AOC xqualis effo debet angulo BOC. Atquc ita infuper 
pur.do O in reda O C moto eruetur angulum A 0 B angulo BOC 
sequalem efie oportere. Itaque in cafu minim® trium redarum fum- 
m® a pundo O ad A , B , C dudarum xqualcs elfe debent tres an— 
guti circa idem pundum ab iifdem redis confiituti, & anguli COB, 
CO A, AO B a redis oppofitis AO, BO, C O debent bifecari. 
COROLLAR 1 UM. 

Ex ipfa vero hac foiurione patet quod fi angulus ABC ab uno 
ex iifdem pundis ad duo alia fubtenfus fit 1 10° pundum 0 abit in 
B, quodque amplius folutioni locus non efi fi angulus quifpiam fit 
major 110“.: neque enim tunc ad aliud quodlibet pundum D , fig. 1 18., 
dudis B D , A D , C D tres ii a-quales anguli haberi polTunt. Patet ita- 
que , quod Riccatus in dubium revocaverat , Gcomctricam hanc pro 
blematis refolutionem generaletn efie, & ad ilium ufque cafum ex- 
tendi in quo problema refolvi nequit. Ipfc autem Riccatus longiori. 

Sc 
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& fatis implcxa cxclufionis methodo ufus, cum fimpliciorem aliquam 
folutionem exhibere vellet, *am ipfam protulic, qua primum Cavale- 
rius problemati a Fermatio propofiro fatisfecit . Statuit fcilicct Cava- 
lcrius binarum BO, COfummam, fig. 117. , conftantem efle , Sc fo- 
cis B , C ellipfim defcribi , in cujus perimetro fic punclum O : quo 
pofito manifeftum eft reflam A O ex A ad perimetrum ellipfeos du- 
ftam efle minimam cum fit tangenti perpendicularis , Sc angulum 
B O C bifecat . 

PROBLEMA LXXX. 


Si in diametro GF, fig. 119. , femicirculi GLF fignentur pun- 
fla C , Sc B hinc inde xqualiter diflita a centro A , & ad periphe- 
rix punflum M ducantur reels; BM, AM, CM ; invenire locum M 
maximx differentia: angulorum B MA , C M A . 

Sit punflum N proximum ipfi M . Patet in primis quod cum 
differentia duorum angulorum fiat maxima in pun&o M , inde tran- 
feundo ad punclum N differentia manebit eadem , critque BM A — — 
AMC=BNA — ANC. Eft autem externus angulus N Q M es 
N B M B M A = B N A + N A M , atque eft pariter angulus N P M 
= NCM+ANC=AMC-\-NAM: adeoq e eft N AM=NBM 
-}- B M A — BN A = N C M -f- A N C — A M C . Quare erit in loco 
maximx ejufdem differentix iN A M= N B M -f ■ N C M. Hoc dato ra> 
dib BM, CN deferibantur circulates arcus MO, NT, atque ex pun- 
fib B, C ducantur in radios AM, AN perpendicula B D , CE. 
Ob reflos angulos B MO , AN M , xquales erunt anguli BMD 
OMN: atque ob reflos pariter angulos D, O , fimilia erunt trian- 
gula MNO, MBD, eritquc MA - : M O = M B :M D . Erunt etiam 
fimilia triangula MNT: CNE, eritquc M N : N T = N C : N E . 
Jam vero ob punfla M , N fibi proxima erit N C = M C , Sc AD 
= A E : atque ob fimilitudinen) triangulorum BAD, MAH eric 


[ D = A E c= — — — , M D : 
A G 


G' + AB.AH 


a r. 


. Erit itaaue 


AG' — AB .AH 
: ___ 

A (1‘ 


, atque N E = 


Jc angulus NBM = 


AG'—AB.AH MN 
AG ‘ BM ' ’ 

li 


ac pariter angu- 
lus 


ifO 
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lus NCM = 


AG' + AB.AH MN 


AG 


. ■ , , : 6c cum bini Gmul anguli 
CM' 


iNM 
~A~G ' 


fict 


hujufmodi aequari debeant duplo angulo NAM, five 

lB M*. CM' = AG ‘ — AB.AH. CM' + A G‘ + AB.AH.BM'. 
At in triangulo MAB eft B M'=: A G' A B' — i A M . A D c=a 
AG' + AB' — tAB.AH: atquc eft fimilircr CM'— AG'+AB' 
+ iA B . A H . His igitur valoribus fubftitutis eructur denique A ll' 
= i -.A~G' + AB‘. 

COROLLARIUM. 


Si fit A L perpendiculars diametro G F in pundo A , Sc fit L V 
= A B = A C pcrpendicularis ipfi A L in pundo L , jungaturque 
U A, 8c deferibatur femicirculus U Z A , &t femicirculo bifedo in Z, 
centro A, ac radio A Z deferibatur femicirculus alius XZ H\ perpen- 
diculars , qure in pundis H , X educentur diametro G F, peripherix 
G MF occurrendo , deiignabunt hinc inde a centro duo pun da mi- 
ximx differentia: angulorum BMA, A M C . Eft enim AH'==AZ' 

= -j A U' = AG' + A B ' . Hanc Geometricam folutionem , 8c con- 
ftrudionem Problematis a Cramero propofiti, 8c analytice foluti in 
opere eximio de curvarum linearum analyfi, multo antca cum amicis 
Geometris communicatam , tomo quarto Senenfis Academix inferui : nee 
multum differ: quam deinde dedit Riccatus Cap. V. Lib. II. Tom. II- 
Inftitutionum Analyticarum . 

PROBLEMA LXXXI. 


Si data fit altitudo coni tnincati AC, fig. i:o. , 8c datus fit ba- 
feos radius C D , invenire minorem radium A H , quo convexa coni 
fuperficies fiat maxima . 

Quia convexa fuperficies coni , qux accipitur feclufa ban , xqus- 
lis eft peripherix bafeos dudx in dimidium coni latus , invenictur 
facile quod fi ad AC bifedam in pundo B erigatur perpcndiculum 
B G , convexa coni truncati fuperficies proportionalis erit femifuminx 
radiorum BG duels in ejufdem coni latus D H. Ducatur reds DH 
proxima DF , produdaque B G in E , ex £ in D H ducatur perpen- 

dicu- 
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dicularis EL. Erit in cafu maxim* fuperficiei propofitae redangulum 
BG.DG=BE.DE=BG+GE. G D — G~L , adeoque fiet 

Q £ 

GE.GD = BG.GL, atque ob CL = D C — B G . —— , Get etiam 

D E 

GD'=DC — BG.BG. Quare fi fit DC = a, BC = b , BG 
= x, erit xquatio problematis b'-\-a — x=ax — x*, atque inde 
extrada radice eruetur -i a ± L ^ ( a ' — 8 b ' ) , 8c fi fiat A H=y, 
Sc x= - a '-y , eruetur denique y = L a ± i / ( a* — 8 b'). 

corollarium! 

Eadem igitur methodo problematic in proximum figurx locum 
translati tarn facile eruitur xquatio quam Mac-Laurinus §. 862. de 
Fluxionibus ex calculi diffcrentialis formulis collegerat . Pofita vero 
xquatione y = 7 a± -/( a ' — 8 b') manifeftum eft problemati am- 
plius non efte locum cum fit a' < 8 b ' , eoque in cafu auda Temper 
A H majorem fieri conicam fuperficiem, quin unquam evadat maxi- 
ma . Patet etiam quod fi fit D C*= lA C*unicus maxim* fuperficiei 
cafus habebitur cum minor coni truncati radius majoris radii dimi- 
dius erit. Denique fi fit D C*> iA C‘bini erunt cafus hujufmodi, qui 
geminato radicis figno exprimentur . 

PROBLEMA LXXXII. 

Data foliditate coni , Sc cylindri redi invenire conum , Sc cylin- 
drum minim* fuperficiei. .. 

Sit AEB, fig. 1 2 1 • 9 triangulum reclanguium, cujus circa axem 
A B revolutione gignatur conus , atque ob datam foliditatem data 
fit quantitas BE'. BA, eaque in locum proximum translata , du- 
daque | DG parallela axi A B C fit B E'. BA = B E — EG* . 

A B-fc B C, ac fit propterea BE'. B C = iB A. BE . EG . Quoniam 

Convexa coni fuperficies atqualis eft circulo bafeos dudo in dimidium 

latus , bafis vero cidem' circulo dudo in dimidium radium , minima 

efte debebit quantitas B E . A E + B E ' , eaque in locum proximum 

translata, dudifque ad A D perpendiculis E F, G H , erit B E.AE + BE 

■ F D 

= B E — EG. B E + AE-j-Fl) — EG , atque inde eruetur — — 

E G 


D e Analyst 


if* 

AE . T , . „ FH BE 

= fry; -f" * • lam vero ob triangulorum fimilitudinem eft yry, = -r-=, 
jj L LG A L 


& DH-. 


AB.BC 


AE 


, atque ob datam foliditatem efl B C : 


iAB.EG 


BE 


, „ DH iAB' _ .BE 

adcoque ell Itaquc ent 


2 ^# 


A E. BE 


AE 

~BE 


■ — z , atque inde eruerur AE'-f-iAE.BE-^-BE' = iAB', five 
iB E . A E B E =A B' . 

Pariter fi rcclanguli ABEL revolutione circa axem B, fig. 1 2 2., 
gignatur cylindrus rectus , foliditas cylindri proportionals erit produ- 
fto B E' . B A , tota autem fuperficies fumma BE'-\-BE.AB . 
Quarc ob datam foliditatem erit B £* . G D = tAB. BE. EG. 

atque ob minimam fuperficiem erit BE'-\-BE. ABz=zBE — EG' 
-f- B E — EG . A B -}- B C, atque inde eruetur iBE.EG-\-BA.EG 

=z BE.B C , atque ob BC = DG = fiet iBE=AE, 

B h 

COROLLARIA. 

Itaque ex omnibus cylindris redis xqualem habentibus folidita- 
tem , ille fuperficiem habebit minimam , cujus alritudo xquabitur dia- 
metro. Vicilfim ex omnibus cylindris redis datam fuperficiem integram 
habentibus ille foliditatem habebit maximam , cujus altitudo erit pa- 
riter diametro xqualis. Pariter fi data fit in cylindris redis fumma 
altitudinis, & diametri bafeos, atque in priore xquatione, qua: varia- 
tionem foliditatis exprimit, fiat G D =z 1E G , fupererit BEz=ABt 
fcilicet ex omnibus cylindris rc£lis camdem habentibus fummam alti- 
tudinis , & diametri bafeos ille foliditatem habebit maximam , in quo 
dupla altitudo xquabitur diametro : & viceverfa exxquatis foliditati- 
bus fumma altitudinis, 6c diametri fiet minima cum altitudo xqua- 
bitur radio. 

II. Si ex omnibus cylindris, qui cono redo inferibi poffunt, qux- 
ratur ille, cujus foliditas fit maxima, 6c fit coni altitudo BL, dia- 
meter bafeos AC, 8c altitudo cylindri LF, reliquis pofitis ut in fig. 116. 

debebit efie L H'.FL=.L /i‘ + 2 L H. H h . FL — Eft inde autem 

erue- 
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eruetur L H . Ff= iFL.llh, St cum (it Hi = —TTEr^t erit in 

d r 

cafu maxims foliditatis B F =. iFL, & FL = ~ B L. Simili mo- 
do aliis problematis hujus generis Geometrice fatisfieret : Sc cum fu- 
perficies , ac foliditates pyramidum fimilium , ac regularium , qus co- 
rns re£tis inferibi, aut circumfcribi poflunt , proportionales fint eorum- 
dem conorum fuperficicbus, ac foliditaribus : cumquc in prifmatis fimi- 
libus, ac regularibus ad cylindros inferiptos, aut circumfcriptos relatis 
eadem fit ratio ; theoremata hujufmodi in pyramidibus et’tam , ac prif- 
matis regularibus habebunt locum . 

III. Si in cono dats foliditatis fuperficies tota debeat efle mini- 
ma, coni altitudo debebit efie media proportionalis inter diametrum 
bafeos , & fummam femidiametri , ac iateris , five etiam debebit efie 
AE-f-B E = AB i , fig. it i., Sc fumma Iateris, & femidiametri 
erit ad altitudincm in fubduplicata ratione binarii ad unitatem . Si 
convexa tantum fuperficies minima efle debeat , fcclufa bafi , eodem 

. BE iAB' AE . , 

modo eruetur — . = — ■ ■ ■ — .atqueinde exfurget A B' = 

/I JLj Si Jl, i xf t If £a 

iB E‘: fcilicet ex omnibus conis re£Us squalem habentibus foliditatem 
ille fuperficiem habebit minimam, in quo altitudinis quadratum squa- 
bitur duplo quadrato radii : Sc viciflim ex omnibus conis reclis squa- 
lem habentibus convcxam fuperficiem ille foliditatem habebit maxi- 
mam , in quo altitudo ad radium bafeos fe habebit in ratione fub- 
duplicata binarii ad unitatem, Si fumma altitudinis, Sc radii bafeos 
in conis reQis eadem efie debeat , ac fit B C = E G , pro cafu ma- 
xims foliditatis ex priore squatione eruetur B E = i B A. 

IV. Si fit L centrum. Sc diameter fphsrs AD, fig. 113., Sc 
fphsrs conus maxims fuperficiei inferibi debeat , inquiraturque radius 
bafeos F B , ducla quam proxima EC, junflaque B D , 8c ex C in 
B F , t > c B D demiffis perpendiculis CC, CH, erit AB. BF, s 

A B -{- C H . B F — B G , adeoque etiam B F . C H = A B . B G, at- 
que ob BG = —'-^-, Sc CH = erit B F . B D = 

L IS A U 


iLF . 
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B D 

iLF.AB, & iL F=B F . — - = FD = -LD, ac tota coni al- 

A B 3 


titudo A F abfcindet duas tertias partes diametri . Si conus fphxrx 
infcriptus maximx foliditatis efle debeat, maximum fiet produ&um 


B F'-.AF, five 


A B' . B F‘ 
A~D 


, adeoque etiam re&angulum A B . B F: 


atque ita qui maximam fuperficiem convexam habebit conus habebit 
etiam maximam foliditatem . Si <coni vertex ftatuatur in centro L , & 
coni inde ad fuperficiem fphxricam edufli foliditas maxima efle de- 
beat , eodem modo eruetur i LF' = BP , & 3 L F‘= L B‘ . 

V. Cum etiam foliditas cylindri fit ut produ&um bafeos, & al- 
titudinis , ex omnibus cylindris aut hemifphxrio , aut fphxrx integrx 
infcriptis ilk foliditatem habebit maximam , in quo altitudo ad ra- 
dium bafeos fe habebit in ratione fubduplicata unitatis ad binarium 
in primo cafu , & binarii ad unitatem in cafu altero: & cum conve- 
xa cylindri fuperficies fit ut produclum radii , & altitudinis , ex om- 
nibus cylindris fphxrx alicui infcriptis ille fuperficiem convexam ha- 
bebit maximam , in quo altitudo xquabitur bafeos diametro . Ut pateat 
fphxram efle maximum folidum , quod data fuperficie , & circulum 
efle planum maximum , quod dato ambitu contineri poflit fatis crit 
animadvertere in poligono regulari , quod circulo fit ifoperimetricum , 
perpendiculum ex ccntro in lateta duclum minus efle circuli radio : 
quod idem valet dc fphxra ad poliedrum rclata. 

S C H O L I O N. 


In hoc igitur capite Geometric aliquantulum indulgentcs, eodem 
femper translationis principio , breviflime prxeipua problemata exfol- 
vimus , qux occurrunt apud Pappum Alexandrinum, Vivianum, Cra- 
merum , Simpfonium , Riccatum , Tommafinum , & qua: potiorem 
Geometrix Ifoperimetricx partem conflituunt . Qux in poftrema de 
maxi mis , ac minimis divinatione tradiderat Yivianus de maximis 
conicis fetlionibus , qux feclioni alicui propofitx inferibi , aut circum- 
feribi polfent , faciliora adhuc evaderent , fi data formula ; qux radios 
circulorum binas fe£liones conicas in communi contatlus-punclo ofeu- 
lantium exprimit , radii ipfi exxquentur inter fe , atque eadem ; fta- 

tua- 
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tuatur ad datum pun&um fe&ionis utriufque curvitas . Quod problo- 
ma Yincentius Vivianus addiderat de maxima parabola, quae in dato 
cono fecari poflet, facillimum evadct ubi aut ex calculi differentialis 
formulis , aut ex aliis Geometriae principiit aflumamus aream parabo- 
lae normaliter ad axem feclae exaequare duas tenias parted re&anguli 
circumfcripti . Hoc enim pofito ft in fig. 114. fit axis parabolae F M , 
femiordinata F B , vertex coni K , & bafis ABD, ob maximam re-. 

A K 

ftangulum FM.FB, atque ob F M = ——.FD, maximum fiet 

A Is 

reftangulum FB .FD, & maximum triangulum, quod circulo infcribi 
poteft . Dufla autem ad F B proxima E C erit in loco nuximi F B .F D 

= FB — B G . FD -f- F £, atque inde eruetur FB . F E= FD. BG 
FD FL 

= — .FE, &FB X =FD.FA = FD.FL, five FA = 

FB 

FL. Si minus coni latus fit KD, & perpendiculum ex K in bafim 
duthim extra bafim ipfam non cadat , fimili modo patcbit radio L D 
bifccto maximam aliam parabolam haberi . Ut pateat poflerius aliud 
Viviani theorcma , in cono obliquo cum perpendiculum K N cadit 
extra bafim, fig. 1x5., maximarum parabolarum minimam haberi cx 
N ad bafim ducta tangente N B , & radio L B bife&o , binis aliis theo- 
rematis opus eft , qus facile jam ex prxcedentibus poflent colligi : 
parabolas aequalium bafium in cono eodem fcSas proport ionales efie 
altitudinibus: & altitudines proportionales efie perpend iculis ex coni 
vertice in tangentem puncli illius duclis , per quod coni latus ad pa- 
rabolas fingulas pertinens traducitur. 

CAPUT X. 


De Algebrs Cardanicx Limitibvs. 

C Um ad fextum decimum ufque fxculum , qui Algebram exco- 
luerunt Mathematici , & Lucas ipfe Paciolus , qui aliorum 
invcnta collegerat in Arithmcticae fumma Venetiis edira an- 
no 1494, ultra atquationes fecundi gradus minime progrefli efient, 
primus omnium Scipio Ferreus fiononienfis aequationem tertii gradus 

caepit 
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cxpit refolvere, & methodum refolutionis Florido Veneto Auditor^ 
Sc amico fuo communicavit . Is autem occafione quaruindam difpu- 
tationum idem problem! xquationis cubicx refolvendx Nicolao' Tar- 
talc* Brixienfi propofuit. Tartalea ad eafdem Scipionis Ferrei conclu- 
fiones pervenit , 8c celato progreflu , ac ferie calculi , regulas omnes 
aperuit Hieronimo Cardano Mediolanenfi, qui fe arcanum fore pol- 
licitus , cum diuturno Audio evoluris cubicis xquationibus regularuin 
omnium rationem invenilTet, publici juris omnia effe voluit.Quo qui- 
dem ipfe datam Tartalex fidcm fefellit , at promovcndx Algebrx, 8e 
voris Algebriftarum optime confuluit . In fua enim Magna Arte Al- 
gcbrx, Sc in libro de Regula Aliza, qui anno 1545. in lucem pro- 
diit, xquationes cubicas pro cafibus fingulis evolutas exhibuit Carda- 
nus , St cafum etiam ilium attigit , quern vocant irreducibilem , 8c in 
quo reales xquationis cubicx radices prodeunt fub forma imaginaria. 
Hifce omnibus dc caufis Algcbriftx xquationum hujufmodi refolven- 
darum formulam Cardanicam appellare confuevcrunt. Methodum eam- 
dem refolutioni xquationum quarti gradus aptavit Ludovicus de Fer- 
rariis , xquationibus quadratico-quadraticis in cubicas refolutis , ut in 
Coroll. III. Probl. IL. jam di&uni eft . Poll illud tempus cclcbriores 
Algebriftx fere omnes in hanc Algebrx partem ftudia fua contulerunt. 
Singulare eft autem duorum fxculorum ftudiis vbt quidpiam amplius 
Mathematicos obtinuilTe quam antea fcripferat Cardanus , homo qui 
fummi ingenii monumentum apud Mathematicos ipfos reliquit , cum 
aliis cditorum operum voluminibus tot ineptias, tot fomnia, 8t deli- 
ria promifcuerit , ut in iis ne prudens quidem, Sc conftdcratus author 
dignofci poftit . Qux in duobus libris jam memoratis Cardanus pro 
xquationibus cubicis refolvendis cxpofuerat , ab eorum temporum am- 
bagibus foluta ad vulgarem Algebrx dialeclum traduci debent, ante- 
quam quid alii adjecerit, 8c quid in hac ipfa Algebrx parte ulterius 
proficiendi fpem omnem tollat explicemus . 

PROBLEM A LXXXIII. 

In xquatione cubica , in qua fecundus terminus deficiat , cocffi- 
cientium , Sc radicum formam determinare . 

Ex xquatione cubica , ad normam Coroll. I. Probl. XLVII. , tol- 
latur fecundus terminus, liquis fit, ac fit reduflx xquationis forma 


Digitized by 



Cabdahicx Limitibus. zj? 


x* + />x-f-? = o. Quia quantitates imaginari* non nifi cum per f<s 
ipfas multiplicantur quantitatum realium formam poffunt induere; fi 
coefficientes p, & q realcs lint, 8c utcumque rationales, aut irratio- 
nales , faltem una realis erit aquation's radix , 8c li m , Sc rt delignent 
quantitates alias pariter reales , rationales , aut irrationales , alTumi po- 
tent aquationem ipfam confurgere ex radice reali xTf-zm = o duota 
in aquationem quadraticam x* i im x iri ± n' = o . Poltcrioris au- 
tem aquationis radices bin* reales erunt fi uitimus terminus lit — n' , 

imaginaria 13 occurr3t -f- n ' , Sc fiat i±m = ^ — n ‘ . Multiplicationc 
radicum facia prodibit aquatio x' — ( jm'±n')x^ im (/n' ± n' ) — o , 
8c analogis terminis relatis ad aquationem propofitam x' p x-f- q z=o , 
prodibunt aquationes alia /> = — ( in' ± n") , q = :f im ( m' :p n' ) . 


Ex priore autem eruetur m 



) 


, atque hoc valore in. 


aquationc altera fubllituto fiet j = — W ( — ) ( — — — — 

— p'^gp'n ' — Upn'^- l6rt). 

;t+ Tr r =* :«( — 7 — )• 

Cum igitur fuperius lignum quantitatis n' accipi debcat pro cafu 
radicum omnium realium, erit in hoc ipfo cafu p =. — ( 
fei licet coefficiens fecundi termini, qui in aquatione propotita fupereft, 

femper erit negati vus . Deinde erit ~ q' — - — p' = — ~ n' (p — - — J‘ , 


*7 


ic cum quadratum ( p — — J‘ lit lemper pofitivum , in eodem cafu 
trium radicum realium erit femper - q' <^— p‘ . Si lint bin* radices 


* 4 « 

imaginari* , erit ~ q % p' = ~ rt ( — p + — ) x • ac denique ii fi 

J- q' = — p' , ft tf l — p' s=s o, erit etiamn*=o, adeoque m = 

i / : P i 5t sequationc x*± wr + »»“=** i * / ! /*• + -j P 
I K k l 


lit 
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= o , bin* erunt radices *quaJes x= </ j p, x=y - p, vel x=s 
— ✓ - p, xz = — y f \ p , qux fimul tertiam xquationis cubic* radicem 
exxquabunt x = im = i</ - p , -vel x = — ira = — 2 </ 4 p. 
COROLLARIUM. 


In cafu etiam trium radicum rcalium, & in*qualium eric /« = 


( — ^ , Sc m < / ( i p)-. fcilicet in codem cafu coefficiens fe- 

cundi termini negativus eric, radix quadrara trientis ejufdem termini 
politive accepti fcmper major erit dimidia radice maxima , quadratum 
autem dimidii poftremi termini Temper minus erit cubo trientis fecundi 
termini . Hac fere ratione Cl. Venini Cap. IV. Appendicis Elemento— 
rum Algebrx h*c omnia demonflravit . Cl. Agnefia Cap. IV. Inflic. 
rationem aliam fccuta ell, qux ita reddi poflet limplicior. Sint tres 
radices x = ^ 1 , x = ^ 1 ^ b , x = fa, & deficiente termito , 
quadratum x' involvat , (latuatur 2 -f-b = a , Sc b = a — 2. Erit trium 
binariorum fumma i-f-i — la — «S = — 3 — $6 — A*, Sc coeffi- 
ciens alterius termini negativus erit . Fiet etiam 
\p= 4 + 4*+ ± *•=««* + -iS*> a' 

t^=i + J * + 4»*+J*' + ^ + i* , + i** 

q = a -f - ab=z a' — a — 2 = 2 -f- 3S -f-S* 


Si fit b=o , Sc bin* priores radices inter fe xquentur , erit -q' = 

•t P' '^3 P— a ' * 

PROBLEMA LXXXIV. 

jEquationem cubicam in binas alias, in quibus termini omnes fe 
deflruant, refolvere . 

Proponatur xquatio cubica x' — p x-\-qz=. o, Sc fiat x=xzy + ^, 
ac fit propterea ■*' = y' + }yj . (y +3 ) + , Sc xquatio propolita rc- 

ducatur ad formam -f- yy 3 . ( y -f { ) — /’•(y + l) + T ' + ? = 0 . 
Cardanus feptem diverfos modos enumeravit , quibus xquationes bin* 
ex xquatione eadem excerpi poifent : funt autem 

i- y + ?' + ?=<>• 

p-(y+ 0 ==°‘ n - 
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IL y + f — p-[y +\ '=» 

3 yi-(y + i) + 9 = °. 
ill. y + j* +iy-(y + i)— p-(y + \) = » 

*yi- (y+t)+f =*«• 
iv. y + j'+»/f>(^ + i) — /’•(x + t)=° 
jj- (y+f)+?= 0 * 

V. i’ + ? = o 

r + jj'i-fy+T) — p-(y+^) a =° 

VI. f+ 3 T y + i = o 

y‘+ n'y — p-(y + i) = °- 

vii. j'+»^ + jy+j=o 

y+M/+fy-/-(i f +fJ=»- 

COROLLARIA. 

I . Si in priore Cardani modo ftatui poiTct = 

+ five )y^=p, & inquiratur in quas partes^, f radix: 

* debeat dividi ut produdum y 3 fit maximum , ob datam partis utri- 
ufque fummam, ad modum Coroll. II. Probl. LXXV 1 I. colligetur^ = * 
t= 1 x , eritque - x* valor maximus quantitatis p , & j jr’ valor ma- 
ximus quantitatis y j .y -f- quod theorema Cardanus Cap. IX. de 
regula Aliza ingeniofe ad conftrudionem hyperbolae deduxerat . Ita- 
que squatio cubica in binas alias juxta priorem modum dividi nequit 
nifi coefliciens p fit aut xqualis , aut minor tribus quadrantibus qua- 
drat! radicis maxim*: & cum juxta corollarium fuperius fit p = i<i* 
in cafu duarum radicum xqualium inter fe , 6c in cafu trium radicum 
realium , & inxqualium fit Temper p >d a', prior ille modus ad ca- 
fum trium radicum realium, & inxqualium nunquam traduci poterit , 

II. In priore etiam Cardani modo cum fit-* 4 , five - {y + 3)' 
valor maximus produdi )y j . {y + j) , & fit — q =y -f-f=x’ — 
3 yj-(y-hj), loco }yi-(y-t~l) fubftituto eo valore maximo fu- 
pererit j ar 1 pro minimo valore quantitatis — q , eritque valor maximus 
quantitatis p.(y + ad minimum quantitatis — q valorem ut 3:1. 
In fecundo Cardani modo cum fit 3 yi • (yJ’l) z== — ? » erit 
“ (y+j) 1 valor maximus quantitatis — cum fity -f f = (y + 1)' 

li 2 *— 
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■ — Ut ■ (y == /’•(>"+• j)< derra 3 o eo valore maximo fupererit 

■j T )' P ro niinimo valore quantitatis p. ( y 4 " J ) , & minimus hie 
valor ad maximum quantitatis — q fe habebit ut l : 3 > & modus 
hujufmodi prioris crit converfus . In tertio etiam Cardani modo cum 
fit 2/ j . ( _y + T ) = — q, crit 7 ( J + T )' valor maximus quantitatis 
— q- atque idem erit minimus valor quantitatis p-(y + |) • Eft enim 

y' + V + iy-(y + i)—p-(y + ti=(y+i)‘ — *y\'(y + %) — 

p . (y + j) . Cardanus rationem limitum maximi , & minimi valoris 
utriufque (latuit *iy’-f+y % , quae ratio, pofito y = j , fit ratio 
xqualitatis . 

III. Ita igitur quae erant difficillima , &. fumma vetuflioris Al- 
gebrae capita ad theorema illud facile* reducuntur , quod redangulo- 
rum omnium eamdem duorum latcrum contiguorum fummam haben- 
tium maximum fit quadratum. Cl. Coflalius in opufculo Venetiis edito, 
anno 1779 , conclufiones eafdem ex calculi differentialis formulis emit. 
Is etiam animadvenit quod cum quarti modi limites praeterierit Car- 
danus, ob eafdem tamen rationes elfe debet j (y 4 - 3 )' valor maxi- 
mus quantitatis — q , atque ob p . (y -f {)= {y-\- { )’ — y f • (y + l) 
debet cfle 1 )’ valor minimus quantitatis p . (y 4 -f ) • Quinti 

modi nullus eft limes cum in xquatione j 1 — q =s o quantitas q va- 
lorem quemlibet habere polfit. In fexto modo elfe debet p-(y 4 "?) 
4 -q = (y — 3)' , atque in feptimo debet efle q : — p. (_y -}-{) = 
f • (i 4" y )' : y • ( I ~t~y y == I : y > ft uos b* nos modos polteriores defor- 
mitatis accufavit Cardanus , quod quantitates natura diverfx q , & 
p ■ ( y \ ) aggregatis fimilibus exxquentur. Aliis autem modis omif- 
fis priorem tantum invenit Cardanus, qui fejunftis indeterminatis re- 
folvendx sequationi cubic® pro cafibus iilis infer viat, quos in corolla- 
rio primo indicavimus. 

PROBLEMA LXXXV. 

Pofitis prioris modi fubftitutionibus xquationem cubicam refolvere. 

Si xquatio cubica x 1 — p x + q =0 , pofita x 3 , in binas 

alias ut antea refolvi polTet , in qua termini omnes fe invicem de- 
flruerent, atque diet )y 3 . (y 4 - j) — p.(y+jJ = o, ky' + i' + q 
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«= o , ex priore arquatione eruetur y = — , atque hoc valors in 

* ^ p • 

aequatione altera fubftituto fieret ordine t' -{- q = — v* = — 

27 ;’ 

+ r,? 

i’ + f ? s =V r (-j f — £/)>&!= j/( — { q + </('- I'-lp')) 

y'=—V—i> & y=j/(~-, ?— ip')) 
*=y+t= jy(— kp')) 

+ f/(—7 ?—/(;?*— /?/’’)) • 

Jam vero li ad inquirendas radices cubicas unitatis fiat v* — i 
= o , Sc hujufmodi aequatio dividatur per v — i == o , fupererit 
sequatio aha v* +■ v -f- l = o , & quadratica radicc extract* fiec 

v c= — : atque hoc pofito li loco j' feribamus . i , radice 

cubica utriufque termini extracta , pr<rter valorem unum realem i . i, 

bini alii habebuntur valorcs imaginarii — j 

, ac tres alii valores confimilcs habebuntur loc* 

valoris unius y . Quod II igitur in utraque radicis qu*fitae parte va- 
lores imaginarii lie diflribuantur , ut tribus radicibus in fe d u£Us , qux 
propofita ell primum xquatio prodeat , Sc fiat 

= n tres iplse xquationis propofita; radices aflumi poterunt 


x — m — n ! 


I— v — j 
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Binis enim radicibus poflerioribus in fe duciis fiet x*-f - « •* 4 - « ■* + 
nt — mn + ri' = o, & raultiplicatione perprimam fa&a prodibit jd — 
ynnx — m' — a’ =0: unde fubflitutis valoribus quantitatum m, & 
n redibit eadem , qux antea , xquatio x' — p x + q s= o . 

COROLLARIA. 


I. Ex hoc calculi totius profpeclu manifeflum ell quod ii juxta 
corollarium Probl. LXXXIII. in xquationc cubica radices bin* xquen- 
tur inter fe , & fit -j q' = d p‘ , cvanefcent quantitates omnes imagi- 


narix , ac fiet m = n = — q q , eritque radix una xquationis 


x — . i ^ — d q = o , 8c binx alix eumdcm valorem habebunt 
x -f- Jy/ — ■j qx=zo . Ut fi proponatur xquatio cubica x’ — nx — 


16=0, & fit p = 1 2 , 
dix una xquationis x — 4 


q — — 16 ’ 1 — 77 = 4. erit ra- 

=0, & binx alix x -f- 1 = o . In priorc 


' P 

etiam fubflitutionc cum fit at = p -f - y = p -f- , debebit die f* — x j 

= — r p , & radicis cxtra&ionc eruetur \ P)> 

8 ; cum in cafu duarurn radicum inter fe xqualium numquam fit -1 p 
major quam juxta Coroll. I . Probl. LXXX 1 V. prior Cardani mo- 
dus locum habebit , eoque ad cubicx radicis extraclionem licebit uti . 

II. Quod fi tres xquationis cubicx radices reales fint , & inx- 
quales , crit p > j- X* , & prior Cardani modus locum habere ampliu* 
non poterit , hoc efl xquatio cubica in binas illas non poterit am. 
plius dividi , ut jam a Cardano ipfo notatum efl , Hue redit quod 
D. Koenig, oflendit in Propos. II. & IV. Differtationis , qux in Adis 
Berolinenfibus anni 1749. legitur : quod fcilicet in eo cafu ad xqua- 
tionis propofitx refolutionem radix realis x dividi tur in partes ima- 
ginarias j , y , atque afiumitur j = ~ *±V(~ ** — ~ p)>y — x — 
--j/>).Ad id vero , quod cx prioribus Cardani 

prin- 
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principns fatis colligebatur, 8c quod direfle mox oflendetur qutefitis- 
omnibus fubHitutionis Cardanicx limitibus , modo addi debit , quod 
licet imaginariae quantitates in ea partium divifione fe mutuo dellru- 
ant , & fumraa omnis real is lit , abfurdum ell tamen realem quanti- 
tatem in partes imaginarias utcumque dividi . 

III. In cafu etiam trium radicum rcaiium , 8c inxqualium cum juxta 
Coroll. I. Probl. LXXXIV. fit Temper L q % ■< '-p ' , 8c / ( d f — d p < ) 
quantitas itnaginaria , in ultima etiam radicis cubic* expreflione occur- 
rent bin* quantitates imaginarix . Ut fi radices tres proponantur j — 
7 = o , 3 — 3 = o , j — 2 = o , iifque in fe ductis "habeatur *qua- 
tio 3’ — i2y* -f'4i^ — 42 = 0, atque ad tollendum fecundum ter- 
minum, juxta Coroll. I. Probl. XLV 1 I. , unaquteque atquationis radix 
augeatur coefficiente fecundi termini per exponentem primi divifo , 
ac tres aliae radices alTumamur x — 3 = o , x +• 1 = 0, x -f- 2 = o , 
ac fit nova xquatio x' — 7 x — 6 = 0; coefficientibus ad priorem 
formatn relatis fiet p = 7 , d q = 3 , atque erit x = 


y{— i +v(9 — ^;) + 3 — /ft— )• p « inde 

autem fe habebunt omnia five xquationis coefficientes p , q rationales, 
five etiam irrationales , 8c radicales lint, 8c in utroque cafu proble- 
matum LXXXIII , & LXXXIV. iidem manebunt calculi . 

IV. Si realfumantur formulae Coroll. HI. Probl. XLV., & fiat m = 
d, tf — — d ? ,3 — / (d ? * — Ip' ) , quantitatibus ( a + b )- 
+ ( a — b ) m in infinitam feriem evolutis fe deftruent termini omnes , 
in quibus quantitas ± b ob imparem dimenfionem maneret imagina- 
ria , 8c feries omnis refidua dumtaxat realibus quantitatibus exprime- 
tur : quod primum adnotavit Nicolius in A£tis Parilienfibus anni 1738. 
Subftitutione autem facta, & terminis omnibus rcdu£lis eruetur 

x 1 . i 3a 1.2.3.43d / 

8c cum fit b' < a' feries convergens erit, valorem radicis vero propio- 
rem, 8c a quantitatibus imaginariis liberum exhibere poterit. Ad in- 
veniendam hujus feriei fummam a DitHonario Encyclopedico difficultas 
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omnis problcmatis rcducitur : quod alii apud nos authores fufius et- 
pofuerunt . Atque ita quidem problema refolvends xquationis cubic* 
in aliud non minus difficile converteretur . Ollendemus autem prxci- 
puum defeftum e(Te quod feriei, Sc radicis quxfit* formula fubftitu- 
tioni errone* innitatur, quodque etiam fi pofTct feries colligi in unant 
fummam, crronea femper radicis cubic* determinand* efTet methodus. 

V. Qui etiam confidcret qua fignorum diftindione in radicibus 
quadratis , & quadrato-quadraticis extrahendis , nulla radicum uniratis 
ratione hubita , multiplies valores eodem proceiTu calculi eruantur, 
intelliget plane fignoruin trium cxpreffionem Algebrre deficere, quibus 
fignis alteme fumptis una , atque eadem formula tres diverfos valores 
refcrat. Hunc jam defedum attigit Newtonus ad calcem Arithmeti- 
cx Univerfalis. Animadvertit enim quod cum tres radices poffibilea 
eodem modo fe habeaut ad terminos , Sc coefficientes cubic* *qua- 

. P 

tionis , omnes eadem lege deberent erui : quantitas autem j , qua 

x defignatur, multiplex efle non potefl, atque impoffibilis eft hypo- 

thefis quod , ubi x triplex eft , xquetur binomio j +• — , five \ -f -y , 

cujus nominum cubi y< -f- conjundim xquentur — q, Sc triplum re- 
flungulum }y ; *quet .r p . Mac-Laurinus Cap. X. Par. II. Algebr* in- 
directa mcthodo ufus eft cum ad binas imaginarias unitatis radices 
cubicas confugit, eafque ita radicibus aliis permifcuit ut ex omnibus 
eadem qux antea arquatio exfurgeret: 8c in ea etiam methodo abfur- 
dum eft quod ali* rurfus, atque alix quantitates imaginari* pro rea- 
libus exprimendis afTumantur. 

PROBLEMA L X X X V I. 

Invenire limites omnes fubftitutionis , ex qua pendet refolutio cu- 
bicx requationis . 

Cum ad xquationem cubicam rcfolvendam indeterminat* uni 
bins ali* fubftituantur. Sc xquatione ipfa a tribus ad feptcm termi- 
nos deduda , ac terminis omnibus fe deftruentibus , aflfumatur con- 
ftantem quantitatem , Sc indeterminat* utriufque cubos fimul acceptor 
deftrui , atque ex hac xquationum duarum partitione exfurgat funda- 

men- 
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mentalis calculi fubftitutio * = r -f — ; videndum in primis erit quo* 

i T 

limites habeat fumma unius variabilis , Sc condantis alterius quanti- 
tatis per variabilem ipfam divifa, quibufque in cafibu* hsc fumma 
indeterminatx alicujus loco adhiberi poflint . 

In eamdem fubditutionem rccidunc regulx alix omnes xquatio- 
nis cubicx rcfolvendx . Uc li pofita x = y + j , Sc x‘ = y' -f- 
}y t . (y-hj ) + f’> analogi termini xquationum x' — 33 yx — 
j' — y' f= o, Sc x“ — p x -f- q = o comparentur inter fe ; debebit cfle 

I 1 

3 i y r= p , Sc x = t -f- — . Pariter fi aflumatur x = u *-f- v 3 » atque 
3 ? 

his aliis valoribus fubditutis fiat 


ar' = B-f'3(“i') , (“ 3 +v , )+v 


— px — — /(tt’+V 3 ) 

+ <j = +?> 

ut tora xquatio a radicalibus fit libera , 8c fit ^ numerus integer , 
debebit efle — q = u-\-v: atquc ut radicales termini fe mutuo de- 

i_ i_ , 

druant , elfe infuper debebit />= ac fiet v = : 8c 


* 7 “ 


1 1 
3“T 

Cum itaque methodi omnes confimiles in formulam generis ejuf- 

dem recidant, videndum erit quos limites habeat formula x = j -| , 

8c juxta reguias alias capitis antecedentis loco j fcribendo j ± (p > 8c 

quantitatem t + © -I — refolvendo in feriem r ± <J> + 

' ^ f±<p' It 

+ dk &c. » pro cafu minimi valoris fiet ± <p 5 F = o , critque 

l = </c, Sc jr=3-f — ==tyCc. Erit autem minimus valor quod 

femper poficiva fit quantitas 8c fit j + + ~r • ^°" 


LI 


fita 
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lita igitur x= — , & c=-o, erit c valor minimus indeter- 
3 T 3 s 

minatx ejufdem x. 

COROLLARIA, 


I. Cum quantitates imaginary nec maximum aliquod , nec mi- 
nimum , nec limites ullos habeant , & invcnti jam limites non ni(i 
quantitatum realium e(Te poflint , manifeftum eft quantitatis realis cu- 
juslibet valorem generaliter exprimi quidem poffe differentia , non 
autem fumma indeterminate alterius , & conftantis quantitatis per 
novam indetcrminatam divifae, ac limitem valoris minimi efle duplam 
radicem quadratam conftantis ejufdem quantitatis . Id primo ex calculi 
differentialis principiis me eruifie memini Tom. IV. Adorum Senenfis 
Academix. Primis enim differentiis fummx propofitx evanefeentibus, 
fecunda qux accipitur differentia pofitiva eft , Sc femiordinat® x re- 
ferunt curvam convexam verfus axem . Peculiarem etiam theorematis 
hujus cafum jam indicaveram in Coroll. I. Probl. LXXI. . Alii ufus non 
pauci hujus theorematis in Algebra univerfa effe poffunt . Refolvendx 
sequationis cubic* fallacia hinc manifcfte deducitur . 

II. Cum juxta corollarium Probl. LXXXIII. in cafu trium radi- 
cum , Sc inxqualium cubic* xquationis lit femper i </ ~ p quantitas 
major radice sequationis maxima, Sc cum juxta prxeedentem formu- 


lam pofita x = r -f- —fit femper t ✓ i p minimus valor , quern ra- 
31 3 

dix xquationis x habere poteft , Sc radix x femper major hac fubfti- 
tutione exfurgat quam effe debeat; patet neutram ex tribus radicibus 
fubftitutione ilia poffe exprimi , & xquatione cubica a tribus ad fep- 
tem terminos deduda non inde amplius tres primum terininos cxcerpi 
poffe, quibus fe deftruentibus fuperfit xquatio alia }iy-(y-)~ j) 


— P ’^y + I ) = o * ac prodcat y 


3 T ' 


& x= j + 


3 T 


Prior 


fcilicet methodus xquationis cubic* refolvend* , in quam recentiores 
ali* , quas indicavimus in hoc probiemate , & methodi ali® omnes 
confimiles recidunt , ab ipfo exordio erronea , Sc falfa eft : ad expri- 

mendam enim unamquamque radicem quantitas affumitur , qu* cum 

ra- 
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radice femper fit major non poted aliquam ex tribus radicibus expri- 
mere . 

III. Hoc pofito fupervacaneum erit inquirere utrum radicis ex- 
prefiio folvi ab imaginariis , in reaiem feriem convert! , ad finitam 
fammam revocari poifit , quae pod Nicolium arguments fufius authore* 
alii pertra&arunt , nec nifi peculiares cafus ccnfcndi erunt, quod ex-- 
hiberi aliquando poifit feriei fumma , aut cubicis radicibus quantita* 
tum impofiibilium extraclis quantitates impolfibiics fe dcdruant , Sc 
valor ille radicis prodcat , qui sequationi propofitse fatisfaciat . Ita in 
celebri ilia Nicolii xquatione x ' — P Xm \~~ % P^\p = 0 » pofito 


f/’X- 


■ 1 , at. 


1 = \pV\P>*«\<t 1 ? r- 2. i 7 36' 3 ‘ 

que hoc valore in Cardani formula fubdituto prodibit x == — 

autem radix cubica quantitatis \ f / r/ 1 — q / \p ^ * • atqoe 


Ed 

ed 


y (I — /— «)=— 1 l -rf — L . 


P A 


) 




i/' 


, ut cubis acceptis manifede odcndi poted. Itaque erit 


X — — \V\ P (— 1 — /— ij — i+vd7)= = vf/>. 

* Aequatione autem cubioa per x — / '-p = o divifa fupererit qua. 
dratica xquatio x* ~p .x — ~ p = o , cujus bin* erunt radices 

x + 7 ^ j P 7 P — 0 • 

IV. Ita pariter cum xquatio x* — 1 j x 4 * 1 4 / a ss o dividi 
poifit x — 3 -(-/ a = 0, & divifione facia fuperfit quadratica xqua- 
tio x* -f- ( 3 — / i ) x — 4 — 6 / a = o ,A. quadraticae xquationis 

J y/ Z 


radices bijix fintx-j-- 


± j + i ^ i) = o: cafus alius hfc. 
L 1 1 bebi- 


1 
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bebitur squationis cubic* refolutx. Qui primum tres radices reales,' 
inacquales , 6c rationales , aut radicalibus utcumque admixtas afTumat 
ea lege ut duarum fumma contrario figno acccpta tertix fit xqualis , 
multiplicatione facia xquationes cubicas habere poterit form® x" — 
p x ± o , qu® fi direde primum proponercntur non nifi cafu ali- 
quo in divifores , ac radices ordine inverfo refolvi portent . Neque 
aliqua horum cafuum diverfitas, aliorumque, quos Riccatus adjecerat 
in Opufc. IX., peti inde poteft quod qu® difficultatcs in refolutione 
Cardanica femper obveniunt cum tres xquationis radices reales inx- 
quales , 8c rationales funt , e® amplius locum non habeant cum ra- 
dices , 6c coeflicicntes fucrint irrationales . Exceptionem hanc D. Ve- 
nini citato in loco ex pofleriore xquationis cubic® refolvend® me- 
thodo , ac ratione collegerat . Animadvertit enim quod fi radices , 
8c coefficientes irrationales fuerint , indeterminatam formam habebit 
xquatio , neque amplius ftatui poterit quod radicalibus fe deftruenti- 
l 1 p , 

bus fit p= tu ’ v 3 , 6c v = . At vero problematis LXXXIII. , 8e 

i7u 

LXXXV. calculus generalis eft, 6c quxcumque reales quantitates fuerint 
p, q,\, y , utcumque etiam radicalibus admixtx, ratio, 8c difticultas 
generalis refolutionis manebit eadem , nec nifi peculiari alicui cafui 
tribuendum erit, quod alfumptis quantitatibus imaginariis, iifque fe 
deftruentibus , ea prodeat radicum forma, qu* xquationi alicui pro- 
pofitx fatisfaciat . Nec tamen in peculiaribus hifee cafibus rede folvi 
xquationem cenfendum erit: cum femper abfurdum fit quantitatem 
realem in partes imaginarias dividi , 8c imaginarias aftumi pro realibus. 

V. His itaque peculiaribus, 8c adhuc abfurdis cafibus omiftis, col- 
ledifque jam demum omnibus, fundamentalis , ac generalis formul* 
Cardanic* defedus erit, quod ad radicem realem exprimendam afiu- 
matur quantitas , qu* cum unaquaque ex tribus radicibus femper fit 
major, neutram ex tribus radicibus poteft exprimere. Hinc oritur de- 
fedus ille, quern jam authores alii, 6c ante alios attigerat Cardanus, 
quod (cilicet xquatio feptem terminorum in binas alias triuni , 8c qua- 
tuor terminorum fe deftruentium divifa intelligatur, cum vere dividi 
nequeut, nec tres, aut quatuor termini feorfim fumpti fe deftruant. 

Gene- 
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Generali huic dcfcclui id ctiam abfurdi acccdit , quod reales quanti- 
tates imaginariis utcumque fe deflruentibus obvolvantur : quod adhuc 
abfurdum remanet fi bin* radices fuerint imaginarix , nam qux rea- 
lis eft tertia radix adhuc imaginariis quantitatibus aflicitur . Accedit 
tres orancs radices cubicas non dirccle quidem calculo eodem colligi , 
ut in xquationum quadraticarum refolutione , fed ex imaginariis ra- 
dicibus unitatis feorfim determinari , radicibus (ingulis ea tantum re- 
gula difpofitis quod omnium produdlo redeat xquatio eadem propofita. 
Denique his etiam omnibus coneeftis adhuc folvendum elTet problema 
extrahendx radicis cubic* ex quantitate — 4 q i V ( <? — 
aut colligendx in unam fummam feriei , in quam radix ipfa explicari 
poteft: quod quidem nec duorum fxculorum ftudiis folutum problc- 
ma eft , nec minus difficile eft quam quod ante pro refolvenda xqua- 
tione cubica proponebatur . 

VI. Hi ergo erunt limites Algebrx totius Cardanicx , infolutum 
erit problema xquationis cubic* generaliter refolvend* pro cafu quo- 
iibet trium radicum realium , & inxqualium , & qux inde pendent 
problemata , quxque divcrfas tres radices involvunt , erunt Algebrice 
infolubiiia . Ut fi trifariam fecandus proponatur circularis arcus, cujus 
fubtenfa fit m , ac trientis fubtenfa vocetur x , Sc diametro acccpta pro 
unitate , juxta Coroll. III. Probl. LIV. , refolvenda proponatur xqua- 


tio x* — j x -f- 4 m = o 5 deficiet Algebrica methodus trium inxqua- 
lium radicum fupputandarum . Juxta problcmatis ejufdem formulas 
eadem adhuc manebit xquatio fi m , x non fubtenfas , fed finus re- 
dlos defignent , & pro unitate accipiatur radius : Sc fi circuli radius 
vocetur r , Sc finus arcus propofiti fit m , & finus quxfitus x , refol- 
venda erit xquatio x‘ — i P x -f- d Pm = o . Si proponatur peculia- 


rs cafus quadrantis in tres xqualcs partes fecandi , atque in pofterio- 
re hac dcnominatione fiat m = r ; imaginariis quantitatibus Cardanicx 
formulx cvanefcentibus, & binis radicibus inter fe xquatis, fiet radix 

una xquationis x= i q = — r , Sc bin* alix radices xqua- 

tionis erunt x = ^ r ^ autcm r finus tertix partis quadrantis, 5 c 

finus 
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finus tertix partis fummae quadrantis , & intcgrse peripheriae . Sinus 
tertia: partis fummae quadrantis, 8c peripheriae bis acceptae eft — r. 

VII. Ejufdem generis eflet problcma, quo ad circuli diametrum 
G A, fig. i*6., ex peripheriae puncto F ita inclinanda proponeretur 
teSta. F C, ut quae a diametro ipfa ad peripheriam ufque intercipitur 
refta C E fit radio B G aequalis . Dutla enim ex F perpendiculari ad 
diametrum FD, 8c pofita D B = a , BGz=zr, BC = x, crit CF 

F* • X* 

= = / (V — 2<ur +•**)» & quadratis, atque ordinatis ter- 

r 

minis cruetur x 4 — 3t*x’+ iai*x = o. Ita prior aequationis radix erit 
x = o , 8c problemati , ut patet , fatisfaciet re&a per centrum du&a ; 
at pro tribus aliis radicibus fupererit aequatio x‘ — 3/* x -f- la f 4 = o , 
eadem fcilicet qua fubtenfa x quxri poffet arcus trifariam fecti , cu- 
jus integri fubtenfa fit 2 a, 8c radius r . Quare fi centro F, 8c ra- 
dio eodein F B defcribatur circulus alius B H L, produ&aque A G uf- 
que in H ut fiat B H = la , fint B C , B C , B C' tres radices aequa- 
tionis , qusc fubtenfas arcus B H trifariam fedi exprimunt , pun da C, 
C' , C" problemati. fatisfacicnt . Deficit autem methodus trium earum 
radicum ex fubtenfa , 8c radio fupputandarum . Si reda C E deberet 
elfe data- alicui c aequalis, quod eft problema a Claudio Cotniers olim 
propofitum , 8c a Yincentio Viviano geometrice folutum , eadem me- 
thodo erueretur aequatio, ad quam problema hujufmodi deduxerat 
Joannes Caracciolus , qui meus in Pifana Algebra; catedra anteceflor 
fuerat , ac deinde Epifcopus Averfae . Eft autem xquatio 
at 4 — ( + — <V- f-r* =0. 

VIII. Et cum defit gcneralis methodus problcmatum refolvendo- 
rum, qua; tres diverfos cafus exhibeant, inutilis erit rcdudio xquatio- 
num aliarum altioris ordinis ad formulam Cardanicam : quod argu- 
mcntum pro xquationibus quarti gradus poft Ludovicum dc Ferrariis 
pcrtradavit Cartefius , pro aliis imparis ordinis Moivre , 8c pro qui- 
bufque xquationibus authores alii pofteriorcs. Cartefii methodum in 
eo dcficere Newtonus jam adnotaverat quod xquationera quadratico- 
quadraticam in aliam fexti gradus refolvendo radices plurcs exhibcat 
quam opus fit : eodcmque modo deficere cenfendx erunt aliorum Ma- 
thematicorum lucubrationcs , qui ad xquationis cujufpiam refolutionctn 

arqua- 
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*quationes alias altioris ordinis in fubfidium advocarunt . Generalis 
autem methodi altcrius cujuslibet defcdus in eumdem formulae Car- 
danicte defe&um recidit . Cumque in hac Algebrx parte duoruin fx- 
culorum Audio prxclarilfimi Mathematici ultra Cardani limitcs mini- 
me _progrefli lint; quadraticarum xquationum , aliarumque , quae ad 
quadraticas reducuntur , refolutio hujus Algebrae partis , quae quanti- 
tates Anitas refpicit , limites conflituet . 

IX. His autem pofitis ad xquationes alias altioris ordinis progre- 
diendo fupervacaneum erit inquirere , quo numero radices imaginariae 
realibus permixtx Tint , quo modo radices ad formulas Cardanicx fi- 
tniles poflfint reduci, quam formam habeant polynomia ex pluribus 
▼ariabilibus inter fe mixtis conflata , quae fint aequationes conditionis 
pro aliquot variabilibus ex priore xquatione eliminandis , qui nume- 
rus terminorum ex polynomio quovis eliminari poffit quin novi indu- 
cantur termini 8ec. . Pro impoftibilium radicum numero in aequatione 
aliqua aflignando generalem regulam tradidit Newtonus in Arithme- 
tica Univerfali, 8t de ea poftmodum Mac-Laurinus , aliique authorcs 
fufius edifleruerunt . Qui generalem xquationum theoriam state hac 
noftra latius expofuerunt inprimis memorari debent clarillimi Waring, 
8c Bczout . At cum in aequationibus tertii gradus generaliter refolven- 
dis Algebra omnis hrcreat, non nili aut fingulares methodi fupererunt, 
qus pro xquationibus aliis altioris ordinis aliquando ufui e(Te polTint, 
aut methodi approximationum , quas exemplis appolitis breviter expli- 
cabimus poftquam viderimus quanam rationc xquationes altioris ordi- 
nis Geometrice portent conftrui , & quam inutilis ad quxfitarum ra- 
dicum calculum lit Geometrica quxvis conflru&io . 

PROBLEMA L X X X VII. 

Radices xquationis cubic*, vel biquadratic* per interfedionera 
duarum conicarum fetlionum exhibere. 

Cum cubica xquatio multiplicatione cujufque termini fada per 
x s= o ad formam biquadratic* xquationis reduci pollit , ex biqua- 
dratica vero fecundus terminus pollit tolli ; alTumamus generalem 
xquationem x' -f- a b x* a' cx -f- a'f= o , in qua coefiicientes a, b, 
e , / pofitivi , aut negativi fint , quxque eadem erit xquatio cubica 

fi fiat f=o. Ubi alTumamus xquationem aliam x' — ay = o , 8c 

loco 
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loco x*in priore, & fecundo xquationis Ulius termino fubftituamut 
a y, & xquationibus indc prodcuntibus addamus , ac fubducamus x' — . 
« y — o , prodibunt ordine xquationes alia: 

I. x* — ay = o 


II. 


'+*- f+*-r+^— 


III. + + = 0 

IV. x ' — y' — cx — ( <t-f- 6) .y — af=za 

V. x* 4".)' v 4 _ c ■* — (a 6 ) .y -f- a f = o: 

£c juxta regulas fupra traditas erit prior, ac tertia sequatio ad para- 
bolam , fecunda ad ellip/im , quarta ad hyperbolam acquilateram , 
quinta ad circulum . 

Quod 11 igitur ea ratione , quam in Coroll. 1 1. Probl. XXXVID. 
expofuimus , xquationes omnes hujufmodi ad formam fimpliciffimam 
rcducantur, & binae fe&iones conics , quae binis quibuslibet xquationibus 
refpondent, lie deferibantur , ut abfciflarum origo , & axis fe&ioni 
utrique communis fit ; femiordinatx , qux in fe&ionum duarum inter- 
fectione communes erunt , erunt radices totidem xquationis , earumque 
valoribus fubllitutis redibit xquatio eadem , qux fuerat antea propofi- 
ta . Ut fi pollrema xquatio , qux circulum exprimit , reducatur ad 

formam x +• e -f-y — + ^ — jJ y- > & ^ 

refla quavis AC, fig. U7-, accipiatur AB a — .-j £, eique ad 
ad angulum rectum erigatur B D= i- c, & centro D , ac radio FD 
= /( a — & — a f) deferibatur circulus : turn vero axe 
eodem A C , vertice A , & parametro a parabola deferibatur j femior- 
dinars CF, CF, cf, c f , qux utrique curvx in fingulis interfec- 
tionum punSis communes funt , radices totidem xquationis propofitx 
exhibebunt. Pofita enim A C =y , CFs=x, erit in parabola qui- 

dem x* — ay = o , in circulo autem D F* = j e* -f- -t . a — b — a / 

z=D £‘ E P =y — adeoque erit x* 4* 

cx — ay -\-by -f- a f=zo: & cum in fingulis interfedtionum punQis 
indeterminate x, y ad utramque cumm pertineant , valorem inde- 

ter- 
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terminate y ex priore aequatione erutum fubftituendo in squatione 
altera, redibit x * -}- a b x* -f- a' cx-\- a' f = o. 

COROLLARIA. 

I. Si in aequatione propofita fecundus , aut tertius terminus ne- 
gative figno afticiatur, & quantitate a pofitive Temper accepta, quan- 
titas b negativa fit , accipienda erit A B = i. a - b : & fi c fiat nega- 
tiva, ad alteram axis partem perpcndiculum BD educendum erit: 
atque univerfim erit circuli radius ^af), & ad 

fimplicem hanc conftrudionem xquationcs omnes quarti gradus deduci 
poterunt. Portent etiam xquationes omnes per binas alias fediones 
•onicas fimili modo conftrui. Ope circuli, & parabolae fimplicior con- 
ftrudio vifa eft . jtquationes eafdem ad circulum , & parabolam de- 
ducere indireda methodo docuit Cartefius Lib. III. Geometriae . Cum 
enim fibi finxirtet circulum, ac parabolam in duobus , aut quatuor 
pundis fe interfecare , atque ex pundis interfedionuin demirtas in com- 
munem axem pcrpendiculares lineas fpedaffet tanquam indeterminatas 
problematis, arquationem gencralem obtinuit, eaque ad acquationcm 
propofitam relata radices quaefitas Gcometrice totidem lineis expreflit . 
Slufius in Mefolabo direclam methodum tradidit arquationem quamli- 
bet quarti gradus. in alias fecundi gradus refolvendi , quae per fediones 
conicas lie portent conftrui ut duarum quarumcumque fedionum com- 
munibus femiordinatis radices fingulae exprimerentur . 

II. Si binse curve in quatuor pundis fe interfecent quatuor crunt 
reales radices acquationis, qua: ad partem unam pofitivae , & negative 
qux ad alteram: fi curva: in binis pundis fe interfecent in uno au- 
tem fe tangant , radices bin* equates Kent inter fe : bine autem , 
vel quatuor radices omnes erunt imaginarix fi quantitates b, c, /ta- 
les fuerint , ut circulus centro D , & radio ~ c* + d . « — b — a f) 
deferiptus aut in duobus pundis dumtaxat , aut nuilibi parabola occur- 
rat. At fi radix x xquationis aut duos, aut quatuor reales valores 
habeat , cum in xquatione altera x' — ay = o , indeterminata y 
unius dimenfionis fit, nec nil! realis erte poftit , femiordinatx cuilibet 
reali realis abfeiffa refpondebit , & in utraque curva exxquatis femior- 

M nr diaa- 
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dinatis, quae abfciflae eidem realiter refpondent * commune aliquod 
punflum habebitur, & tot erunt utriufque curva* interfetliones quot 
reales radices aequationis. Rollius in A 3 is Parifienfibus anni 1708. cum 
nova; aequationis , Sc novae indeterminatae afiumptionem , qua fcilicet 
refolutio , St conflruGio aequationis propofitae abfolvitur , omnino ar- 
bitrariam efle intelligeret , exempla , Sc cafus duarum curvarum pro- 
rulit , in quibus interfe&iones totidem fingulis aequationis radicibus 
non refpondent . Hos autem cafus , de quibus fufius egcrunt Herrrtan- 
nus in Mifcellaneis Berolinenfibus Tom. III., Cramerus Cap. IV. de 
lineis curvis , aliique , recenfere minime vacat , cum in generali con- 
ftruendi ratione , quam propofuimus , pcculiares cafus hujufmodi lo- 
cum non habeant, aflumptaque aequatione x* — ayz=o, & aequatione 
alia refoluta , ac binis fectionibus conicis deferiptis , tot earum inter- 
fcSiones habeantur quot funt radices reales propofitae aequationis . 

III. Si ultimus aequationis terminus dcficiat , 8c fit/ = o , erit ra- 
dius circuli D F = )=sD A ; Sc circulus per pa- 

rabolae verticem A tranfibit , fig. 128., eritque radix una aequationis 
x = 0. Ita vero quarti gradus aequatio ad tertium deprimi poterits 
ut fi proponatur aequatio x‘ — ■* /* x ~ A r' mz=z o , ad quam in co- 
rollario fexto proxime fuperiore deduximus problem* inveniendi /in us 
x tertiae partis arcus , cujus integri finus fit m , Sc radius r ; comparatii 
fpeciebus fiet a = r , b = — r , c = m ,f = o , eritque aequatio 
ad circulum jt* -f- d mx — i ry =0, Sc radius circuli D F ss 

DA— j- 49 c*). Quod fi igitur vertice A, axe AC, pa- 
rametro a parabola deferibatur, Sc ex fingulis circuli interfecki pun£lis 
ad axem demittantur perpendicula F C , F C ,fc, erunt F C, FC 
binae pofitivae radices aequationis , f c vero negativa. Simili modo fi 
requiratur latus x cubi , qui fit aequalis parallelepido laterum r , m,n, 
ac refolvenda proponatur aequatio x' — r m n=.o, affumpta aequatio- 
ne alia ad parabolam x' — ry=.o, fiet aequatio ad circulum x“ -f- y 

— ry — 'H-ll— 0, & circuli radius Pro dupli- 

cando cubo coaftruenda erit aequatio x* — ir* = o < ' 

IV. 
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IV. Ex xquadone qualibct tertii gradus illico xquado alia deduct 
poterit , quae hypcrbolam ad afymptotos relatara exprimat . Ut li pro- 
ponatur cadem trifecandi anguli xquatio x “ — Am =o, & 

fiat x* — tyz=.o\ fubditutione fa&a fupererit xy — j r x ^ r m 
= o. Hoc autem pofito fi centra A, fig. 11 $. , intra afymptotos D d, 
Hh deferibantur hyperbotx OF, of, in quibus condans abfciffx , 
5c femiordinatx redangulum fit j rm, fumptaque ABz=zR 0= '-m 
fit AR = BO = ±r, & fiat RD=\r, AD=zdr,AC=EF 
= x, DE= yi erit AE=z\r — y, &tAC.AE = AC.CF 
e=b - rx — xy = r m . Quare fi vertice D , axe D d , parametro r 
deferibatur parabola F D f, erit in pundo R femiordinata paraboix 

^ d r* t= -i r , qux cum feraper fit major dimidio finu -1 m illius ar- 
cus, qui trifariam fecandus proponebatur, parabola extra hypcrbolam 
cadet, & binx erunt utriufque curvx interfediones F , F, ac bin* 
radices reales, ac pofitivx xquationis F E‘ , F E . Negativa radix ha- 
bebitur fi ad hypcrbolam alteram o f accipiatur e /"= — x , 8c A e 
z=zy— - r: atque hoc rurfiis exemplo patet, quod antea diximus, 
xquationibus binis fecundi gradus ex xquationc quarti, aut tertii gra- 
dus edudis , 8c binis fedionibus conicis copulatis , necedario interfec- 
tionum, 8c radicum realium numerum eumdem ede. 

V. Hifce principiis perdriguntur jam cafus omnes xquadonum 
tertii , 8c quarti gradus condruendarum , in quibus alii Inditutionum 
Algebricarum authores adeo funt nimii, 8c quorum cafuum multipli- 
citate tyroncs adeo fatigant . Cartefius Lib. III. Geometrix hanc om- 
nium radicum afiignandarum methodum , ac rationem fimpliciorem 
ede cenfuit , quamqux ex evolutione Cardanicx formulx eruitur , 8c 
circulum, ac parabolam ad xquadonum condrudionem prxtulit, quod 
curvx utriufque xquatio eflet fimplicior. At per parabolam etiam , 
atque hyperbolam intra afymptotos , ut in podremo corollario indica- 
vimus , aut per duarum quarumlibet fedionum combinationem fimili 
modo haberi podet condrudio . Newtonus in Appendice Arithmedcx 
ilmplicitati xquationis funplicitatem deferiptionis hacce in re prxtulit. 

Mm i & 
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Sc Archimedis exemplo Conchoidem fedionibus conicis prxpofu'tt , con- 
ftrodionemque xquationum eo deduxit ut intra angulum datum data 
reda fic ducenda elTet ut ad datum pundum convergeret. Alii alias 
quamplurcs conltrudionum methodos propofuerunt. He vero omncs 
figurarum, & radicum delineationes nihil ad calculum. radicum, ft 
arithmeticam determinationem faciunt, & nihil omnino ad aequatio- 
num refolutioncm , applicationcmque in cafu quovis propofito pof- 
funt conduccrc • 

VI. Similibus delineationibus xquationes alix altiorum ordinum 
poflfent cxprimi: xquatio foxti gradus per interfediones duarum cur- 
varum gradus fecundi , 8c tertii : xquatio odavi gradus per curvas 
gradus fecundi , 5c quarti . Atque ut xquatio tertii gradus ad xqua- 
tionem quarti gradus rcducitur ; ita etiam xquatio gradus aut quint! , 
aut feptimi reduci poteft ad xquationem fexti , aut odavi gradus . 
Univcrfim xquatio ordinis m conflrui poterit interfedionibus duarum 
cutvarum , in quibus bini exponentes ordinis in fe dudi exxquent 
exponcntcm eumdcm m : valorem enim indeterminate unius in una 
ex his curvis crutum fubftituendo in xquatione alterius curve xqua- 
tio ordinis m exfurget . Ita Gcometrice Temper preflabitur quod non 
nili in calibus peculiaribus analyticc poteft effici . Ita etiam medix 
proporti . nales , 6c radices quadrate numerorum quorumcumqne , que 
arithmeticam expredionem recufant , Gcometrice polfunt exprimi . Alii 
in Phylica occurrunt Algebrx defedus: ut quod cum quadrata po fid- 
s' x , 6c negative cujuslibet quantitatis politiva fint , phylica lex gra- 
vitatis agentis in ratione duplicata rcciproca diilantiaruin , 6c contra- 
ria virium diredio ex adverlis hinc inde a centro partibus algebrice 
nequeat exprimi . At dcficientibus jam artificiis algebricis xquationum 
altioris ordinis refolvendarum , videamus quanain ratione in cafu quo- 
vis propofito radicum valores vero proximi , 6c quantum ad pradicos 
ufus fufficit, fupputari pollint . 

PROBLEM A LXXXVIIL 

Data xquatione quavis, que unam variabilem involvat, radicum 
iimites , 8c valorem propiorem vero ceterminare. 

Proponatur xquatio x' -f-a x- ~ 1 4-6*’- * -f-cx’-s 8cc.-f m = o, 
8c cum datis coefiicientibus « , 6c 6 fumma quadratorum omnium ra- 
dicum 


Digitized by Google 


Cardanicx Limitibus. *7 J 

aicum juxta formulas Probl. XL VIII. poflit colligi, extracla radice 
cjufdem fummx habcbitur quantitas major radice qifalibct xquatio- 
nis . Explorecur igitur qui minor numerus loco x fubftitutus efficiat 
ut termini omnes xquationis proxime fe defiruant : quod facile ob- 
tinebitur fi aflumptis numeris aliquot minoribus ea quantitate , iilque 
in indeterminate locum fuffedis fmgulis , obfervetur num fumma ter- 
minorum omnium xquationis pofitivum , vel negativum valorem 
referat : nifi enim refidua quantitas cxigua fit patebit quo mod# 
numerus afiiimptus minui , vel augeri debeat , ut termini omnes 
proxime defiruantur . Sit numerus hujufmodi , St valor radicis , vero 
proximus r , verus r -|- <p : St cum differentia (p fatis exigua intelli- 
gatur, fubfiituendo r + <p loco *> negligantur termini qui quadra- 
ticas , Sc plufquam quadraticas involvunt differentiae <p poteftates . 

Turn fiet propofita xquatio r' + nr'~ ' <p-f- ar'~ 1 -f-n — \.ar *~ 1 (p 
+ b /•*-* -j - n — i . b r'~‘ <p See. -f - m = o , atque inde eruetur 
— r* — a r'~' — br'~* — c r" ~ 3 See. — m 

nr*~ 1 -f-yj — i . a r n — i .b r , — s -f- n — } . cr H “ 4 Stc. 
Hoc autem valore eruto , loco r fubfiituendo r + <p , ac polito r-f- <p' 
s= x, fecunda numeri affumpti corrctlio <p' obtineri poterit , eademque 
ratione ad verum radicis valorem accedere quifque poterit quantum 
voluerit . Dato quod valor vero propior fit r , xquationem propofitam 
per x — r = o dividendo habebitur xquatio ordinis n — i , in qua 
valor unius radicis fimili modo determinabitur , Sc inde ad radicem 
unam xquationis n — i licebit progredi , St ita porro quoufque xqua- 
tio tantum quadratica refidua fit, St binx alix radices xquationis 
propofitx innotefcant . 

COROLLARIA. 

I. Proponatur xquatio x' — ix — ■ j c= o , cujus radicem unam 
Ncwtonus proxime determinandam affumpfit in priore ad Oldembur- 
gum epiftola : St cum manifcfium fit terminos omnes proxime fe de- 
firucrc pofito x=i, fiat x= z -J - <p . Negleflis quadraticis diffe- 
rentiae (p poteflatibus , xquatio propofita hac aliam formam induet 
8 -f- i a (j> — 4 — z ( p — 5 = 0, atque erit <p = o, i . Fiat x= z, i 

-j-(p', ac fimili modo eruetur <p'== — o, ooj , Sc fiet x=i, C95, 

ac 
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ac repetitis fimiliter approximationibus fiet x = *,09415148. 
Newtonus , qui elegans aliud fed non ita (Implex diagramma pro ra- 
dice una extrahenda propofuic citato in loco , ad calcem Arithmetic* 
Univerfalis pro inveniendis prioribus radicis maxim* limitibus regulam 
aliam propofuit extrahendi radicem quadraticam fufomx quadratorum 
omnium radicum : aut accuratius etiam extrahendi radicem quadrato- 
quadraticam fummae omnium quadrato-quadratorum , aut radicem cu- 
bo-cuborum Sec.. Alia Newtoni rcgula eft ut accipiatur prior , Sc fub- 
fequentes alias different!* xquationis illius , qu* proponitur , obferve- 
turque quo numero fubftituto quantitates omnes inde prodeuntes aut 
pofitivx, aut negativx fiant. Id tamen ft fiat in xquatione tantum 
propofita fatis eft , St in aequationibus omnibus , quas Newtonus , alii- 
que authores confideraverant , ftatim numerus ille fe fc offert , quo 
fubftituto exigua fupereft terminorum omnium differentia . 

11 . Quod ft poftto x= 1,09; reaffumatur xquatio eadem x’ — 
lx — j = o , eaque dividatur per x — * , 095 = o , exfurget qua- 
dratica xquatio x‘+i, 095*+*, 389 proxime = 0, Sc cum fit 
a , 389 > d ( 1 , o 95 )*, bin* squationb hujus radices erunt ima- 
ginari* , Sc xquationis cubic* antea propofit* una dumtaxat erit rea- 
lis radix * , 0945} See. . Newtonus , qui equation um per appro, 
ximationem ultra quofcumque limites refolvendarum methodum pro. 
pofuit. Sc Hallejus qui eamdem methodum ftmpliciorem effecerat, 
non quidem novas indeterminatas , ac differential affumendo , Sc ftmul 
omnes colligendo ut Newtonus prxftiterat, fed ad propofitam xqua- 
donem femper redeundo, non nifi uni radici inveniend* methodum 
applicaverant . D. la Grange in Adis Berolinenfibus anni 1767. gene- 
ralem methodum radicum omnium fupputandarum ex natura fra&io- 
num continuarum , Sc generalibus alias xquationum proprietatibus fufe 
erutam expofuit , binifque exemplis xquationum x' — lx — >j=o, 
x' — 7x + 7 = o refolvendarum explicavit . At vero patet quod ft 
Newtoniana methodo fupputetur una xquationis radix , xquatio cubica 
illico in quadraticam refolvi potcrit , Sc radicis quadratic* extra&ione 
prodibunt bin* alix radices xquationes . 

III. Proponatur hxc eadem xquatio x' — 7* -f- 7 = o , Sc cum 
termini omnes proxime fe dcftxuant poftto x = 1 ,.fiat 1 -f (p , 

erit 
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erit I -f- IQ — 7 — 7<p + 7 = o, 6 c <p = -j . *= Rurfui po- 
fito x = -i 4 -<j/, prodibit <p’ = — ^ , & fimili modo prime radios 

ralor Temper vero propior haberi poterit . Jam vero fi equatio cadet* 
propofita dividatur per x — L = o ; prodibit quadratica equatia 
■**+ 4 •* — Jj = o , 8t radice extra&a fiet x -f- i = 4 -j / J 7 J es 
± -j » atque erunt bin* alias radices x— > -j , x = — 3 , proxime ut 
Crangius fua methodo invenerat. .ALquationes aliae ab authoribus aliis 
propofita: ad eafdem formulas reducuntur. Ut fi proponatur equatio 
x* — 300x4- 1000= o, cum pofito *=3, fiat x* — 300x4-1000 
= i*7, 6c pofito x = 4 fiat x " — 300x4- 1000 = — 136, aflumen- 
do x = 3, J -f- (p, atque in problematis hujus formula ftatuendo n = 3, 
* = o, 6 = — 300, m = 1000, ac fubftitutis numeris prodibit <p = 

— 0.0*7, 8c continuata ferie fiet x = 3 , 47296 5 cc. Pariter fi pro- 
ponatur equatio x'-f-x’-f-* — 90 = 0, 6c pofito x = 4 fiat/!= 3 , 

, .... 90 — " — f — r 

a = 1, 6=1, e=o, m = — 90, prodibit ffi = - - 

y r W jr 1 4- ir+ I 

= 0, 1: correQifque denuo diflferentiis , fiet x= 4 , 10*8 8cc. . Bine 
alie radices in cafu utroque, divifione, ac reduclione fa it a , fimili ac 
antea modo erui poterunt. 

IV. Si proponatur equatio x’ 4-48X 1 -)- 768x4-96 = 0, ac fiat 

n = 3 , <*=48 , 6=768, m = 96, — = i , atque afTumatur/-= 

b 1 

— j = — o , 1 2 { , priore approximatione ex formula antecedence 

— 383 


1 48 | “68 

eruetur m = — 96 4 — 4- — = 

j j * 64 8 


r t +!j r + 761 • 


(I) 


;»2(^4-«* 4-768 ) 


— o, 0009, 8c correSione altera fiet radix x= — o. >23989. 
Eofdem numeros pro radice equationis ejufdem eruit Simpfonius 
Se£t. XII. §. X. Algebre . Is autem author ad equationum refolu- 
tionem infinita ferie ufus eft , ad quam facile rcduci pofiec generalis 

equa- 


lio 


Di Alcebkjc 


xquatio &c. = /n , five p = — (m — ff — rr'Scc.) 

P 

fi primo flatuatur — loco r, ac dcinde — — See. : qua methodo 

P P P' 

fupra etiam fiepius ufi fumus. At prior approximatlo , qux ex Hal- 
Isei diagrammate eruitur , facilior eft , 8c cum ad numeros eofdem de- 
ducat , alteri Temper prreferri debet . 

V. Quod idem dicendum eft de infinita alia ferie quam Eulerus 
aliis calculi differentialis fubfidiis exhibuit Cap. IX. Par. II. Inflitu- 
tionum Calculi Differentialis §. *33. Proponatur enim idem Euleri 
exemplum , & tequatione x 1 ix — i = o ad pracedentem for- 
lnulam relata cum fit n * — 3 , m = — 1 , cumque cvnnefcentibus 
coefficient ibus a, b, c in termino fubfequenti accipi debeat alius coe- 
fficiens d=i, radix autem aequationis proxime fit ipfa unitas , prio- 
. . * — 1 — * , 

re approximation eruetur <p = — — — = — - , atque appro- 


Ita autem fiet x t= 1 — 


* — f . — i;- — « f , — 

ximatione altera eruetur a = 

j ( > — 7 * c 1 — 7)“ 

— o, 176 . , 

= — 0 , o 37 . Ita autem fiet x = 1 — 0 , 143 

4> 6 97 

— 0,037 = 0, 8 2, omnino ut Eulerus ipfe ex infinita ferie collegerat . 
Eodem modo aliis Euleri exemplis prxeedens raethodus aptari potcrit . 
Ad valorem autem radicis in quantitate quavis propofita ex valore 
illo , qui vero eft propior , ultra quofcumque limites fupputandum 
ulus Newtoniani binomii tam facile, ac late patet, ut aliis radicum 
extrahendarum regulis , quas Simpfonius , Sc Eulerus addiderant , opus 
non fit. 

PROBLEMA LXXXIX. 


Data aequatione , quae indeterminatas binas involvat , valorem 
indeterminate unius ex altera determinare . 

Difponantur produdla omnia indeterminatarum x , y , quae in 
trquatione aliqua pofTunt occurrere , ad formam parallelogrammi , in 
cujus borizontali qualibet columna indeterminata x , in verticali y ad 

hu- 
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eumdem dimenfionum numerum afcendat , 6c fit parallelogrammuna 
hujufmodi analyticum 


X 1 

*y 

x'y' 

x’y • 

k'y' 

x'y' 

X 4 


x y' 
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x'y 
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x'y 

X* 

*y 

x'y' 

x'y 

x'y 

*y 

X 

x y 

*y 

*y 

xy 

x y' 

1 

y 

y 

y 

y 
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Hac oculis objefla terminorum omnium dilpofitioni mamfeftui* 
ell quod fi alterutra indererminata (latuatur infinite magna, in columna 
quavis horizontali , aut vertical! terminus ille fict maximus in quo 
indeterminata eadem ad majorem dimenfioncm afeendet : crit autem 
maximus terminus in quo numerus dimenfionum fiet minimus fi in- 
determinata afiumatur infinite parva. Omnibus vero xquationis ali- 
cujus terminis ad fe invicem relatis manifefium eft quod, qui infinite 
majores reliquis in cafu aliquo a (Tumi pofifunt, faltem bini elTe debent, 
ut reliquis ob parvitatcin evanefeentibus fe defiruant . Breviter etiatm 
oflendi poteft quod terminis omnibus xquationis cujuslibet propofitx in 
parallelogrammo analytico difpofitis fuo loco fingulis ii ordiais ejufdem 
cenfendi erunt, qui occurrent in eadem recla per centrum duarum ca« 
fularum, qux duobus ejufdem ordinis terminis refpondent, tradu&a . 

Ex ipfa enim parallclogrammi analycici deferiptione patet quod 
fi ex centro cafulx unius educta re£la , poll cafulas horixontales nu- 
mero /, 8c verticales numero k per centrum cafulx fecund* tranfeat, 
ea per centrum caful* terti* non traafibit nifi pod emenfas cafulas 
alias horizontales numero /, 8c verticales pariter numero k. Augetur 
quippe per cafulas lingulas unitate exponens indeterminatx y progre- 
diendo horizontaliter a dextera ad finiflram , ac verticaliter afeendendo 
augetur per lingulas cafulas unitate exponens indeterminatx alteriu* 
x . Exponentibus igitur utrobique in progreifione arithmctica crefcen-. 

Ni tibus. 


. I 


' 1 \ 


Digitized by Google / 



it) Dm A t. e m m m e 

tibus , fi primus terminus fit x\y" , fecundui x ■ +• ’y" +* , que per 
eorum cafulas ducetur reda tranfibit etiam per cafulas terminorum 
x m +. tiy» + »* t x m + Hy i 4- 3* See. : & fi bini priores termini flatuan- 
tur ejufdem ordinis infinite aut magni , aut parvi , divifione fecundi 
per primum facia x y k debebit efie quantitas finita , 5c per cam pri- 
tno, aut fecundo termino aliquoties dudo prodibunt Temper termini 
alii ejufdem ordinis x m + '-‘y ’ + 11 8cc. . 

His pofitis fi refolvenda proppnatur aliqua srquatio , in paralle- 
logrammo analytico diftinguantur cafulat, que fingulis equationis ter- 
minis refpondent. Dcinde parallelogrammum intelligatur eredum fupra 
latus ill ud , quod caret x, fi x (tatuatur infinite magna, aut infinite 
parva , eredum vero fupra latus illud , qnod caret y,Hy (latuenda 
fit infinite aut magna, aut parva. Tertio fi alterutra variabilium fla- 
tuarur in cafu aliquo infinite magna, obfervetur que in eadem linea 
reda fic jacent cafule , ut nulli alii fuperius Tint termini , fic cnim qui 
infra redam illam , quse fuperior determ in atria dicitur , fuperfunt 
termini erunt ordinis inferiors : ac contra fi alterutra variabilium fta- 
tuatur infinite parva, ii primum escerpantur termini per quo* tradu- 
da reda , que inferior determinatrix dicitur , nullos alios relinquat 
terminos inferiores , fic enim altiorcs termini erunt infinite parvi , or- 
dinis cujufpiam inferioris. 

Aliquot autem excerptis propofitx equationis terminis , prat qui- 
bus aiii poflint negligi , novaque ex iis conflata xquatione , ac refo- 
luta , indeterminate unius valor ex valore indeterminate alterios , 5c 
conftantium quanritatum determinabitur . Turn fi verus valor equaii* 
ftatuatur jam invento addita , aut dempta exigua alia quantitate , 
atque in priore equatione aut fumma , aut differentia in locum in- 
determinate , que jam deficiet, fubffituatur , que inde ex forget atqua- 
tia fimili modo ad parallclogrammi analytic! cafulas refcrri , excerp- 
tWque ejufdem ordinis terminis fecundus valor is quatfiti terminus de- 
terminari poterit: cadcmque iemper ratione novis equatiorabus con— 
fiatis, ac refolutis tertius , ac quartus terminus, ac verus indeterminate 
Valor ultra quofcumque liinites determinabitur. 

COROLLARIA. 

I. lit geueralem equationuin refol vend arum methodutn eeemplu 

ali- 
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alicui applicemus, proponatur xquatio y’ — — r* =o, Sc per dire- 

A 

Aricem inferiorem excerptis infimis terminis y< , x’ , prx quibus inter- 
x 1 y 

media* terminus — poteft negligi fi bin* indeterminate ftatuantur 
1 2 

ordinis infinite parvi , & pofito y' = x“ ; eruetur primus feriei termi- 
nus y = x . Turn ft fiat y = x -f- u , propofita xquatio hanc alia* 
formam induet jai*a+ )a u' x-t-au’ — x* — ux* = o, Sc terminis fin- 
gulis per cafuias parallelogrammi analytici difpofitis , qu* per cafula* 
u‘ , u' x, u x' tranfibit recta , fuperior erit, inferior qu* per cafuias 
« x‘, x* . Hifce autem excerptis terminis fi u fit fatis parva refpe&u x. 


Sc pofito 34 ux* — x ' = o, prodibit alter feriei terminus u : 


; — . Rur- 
i a 


fus pofito u = f - 1 equatio ilia j a ux* •+• j an' x See. in hanc aliam 

3 * 

X? tx' 

formam tranfibit 34 rx* -f rx' -f- 3Jt‘xH --f f-r*x*-f- a /’ = o t 

27a 

& per directricem aliam inferiorem novis excerptis terminis , Sc pofito 
y - x* 

latx'-l = 0, fietr = , atque ita alii, atque alii feriei ter- 

17a" 8 ta‘ 

mini fupputari poterunt . 

II. In polteriore autem hoc cafu obfervandum eft quod fi xqua- 
tione ad parallelogrammum analyticum relata inferius ftatuarur latus, 
in quo fola occurrit indeterminata x ad poteftates varias cvecta , qu* 
per cafuias x“, x*r tranfibit recta inferior erit quam qu* per cafuias 
x* , x' t. Cum iraque in hypothefi indeterminat* utriufque infinite 
parv* inferior femper directrix affumenda fit, minime ftatui poterit, 

x 1 

quod alii apud new feripferunt, tr’+ = °, t erit 

x* X' 

1 = , Sc continuata ferie prodibit y =x-j — , 

8 la‘ 34 8 la' *434* 

quam eamdem feriem Cramerus tradidit in Ex. I. §. 103. Cap. VII. 
de Analyfi curvarum , Si in xquarione a y' — — x' y — a x' = o 

Nn » al- 


■ *■ 

27a* 

X* , X* . 

d r &c.: 


\ 
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alterutra indeterminatarum ftatui pofier infinite magna fuperiores di« 
re&rice* Teligendx eflent , ac primum fieret x'y -f- a x' = o , icyx= 

1 
X * 

•—<7, vel ay' — x'y =o, & y = — - , atque 'jn utroque cafu di- 

x r 

redricibus fupcrioribus Tpedatis eadem Temper ratione continuari pote- 
nt feries. 

III. Simili modo fi proponatur xquatiojd -\-a'y-{- axy — ia' — 
x' = o , ac primum feiigantur termini , qui cum in uno parallelo- 
grammi latere jaceant iidem Temper remanent etiam fi indcterminata 
x evaneTcat ob parvitatem, parallciogrammo credo Tupra latus quod 
caret indeterminata x ftatui poterit axy — x 1 = o , &cy’-\-a'y— 
la'xxxo, qux cum pofterior asquatio diviTorem habeat y — a, erit 
a primus Teriei terminus. Pofito autem y = a -\-p , 3c Tubftitutione 
Tad a , excerptiTque per diredricem inTeriorem termini* 4 a*p-|-a* x=o, 
prodibit p = — j- x . GurTus pofito p s= — d x — q , 8c xquatione 
cmni ad parallelogrammum analyticum , 8c ad diredricem inTeriorem 


• * ■ X* 

fimilitcr relata prodibit q t== , eodcmque approximationis ordine 

64 a 


cruetur 


y = a-±x + 


— 4 - 1}la ‘ 4 - -122— See 

64 a J I lx 1 163844' 


IV. Si proponatur xquatioy -j-y'-^y — x , =o,ky, atque j*alTu- 
tnantur Tatis parvx refpedu y ' , 8c x‘ Tuperiorum diredricum ope cruetur 


y = x—l + 

* 9 * 


8jx* 


Sec. . IiTdcm approximationibus xquatio- 


ncs altioris ordinis rcfolvi pofTent : nec tamen exempla alia adjiciemut 
cum eadem omnium fit ratio , nec nifi attentione , ac diligentia ad 
ordinandos terminos , ac diredrices Teligendas in cafibus omnibus iimi- 
libus opus fit. Prxclarum hoc parallelogrammi analytici inventum pro- 
poTuit primum Newtonus in litteris ad Oldemburgum datis , in eoque 
explicando Cramerut , ut in pluribus aliis , Tortafle nimius videri pofTcc. 


SCHOLION. 

Itaque -colligcndo jam demum omnia , quse ad finitarum quanti- 

ta- 
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tatam calculum pertinent, priorem hanc Algebra partem fatis contra- 
ximuj five cum induQionis analytic* principium , cui etiam loneiores 
al.* innituntur analyricorum theorematum dcmonfirationes , tuto ad 
demonftrandum affumpfimus, five cum quantitatum infinite parvarum 
notionem Geometri* analytic* accenfuimus , five cum pracipuas for-- 
mula. trigonometricas, logarithmicas , cyclometricas ad minim os quant 
fieri potu.t terminos rcduximus . In binis etiam problematis pofierioribu* 
Newtonianam methodum unius radicis in *quatione qualibet per ap- 
proximationem extrahend* breviter explicavimus , &, dato quod valw 
unius radicis quam proximo innotcfcat, oftendimus quanam ratione 
valores radicum aliarum omnium quam proxime fupputari poflint, 8c 
cafibus iis omnibus fatisfecimus , quos alii authores fufius ad alias for- 
mulas revocarunt. At cum in prioribus capitis hujus problematis often- 
fum fit nullam efle accuratam, ac certain methodum *quadonum tertii 
gradus generaliter refolvendarum , atque hie Algebram omnem defi- 
cere, hoc ipfo defeau plures, e*que fatis prolix* traOationes tol- 
lend* ex Algebra , ac pratereund* omnino erunt . Supervacaneum 
enim erit inquirere quanam ratione squationes altioris ordinis, aut 
per *quationes tertii gradus refolvi , aut ad formulas Cardanic* fimi- 
les revocari poflint : qui impoflibilium radicum numerus , gt qu* ra- 
dicum realium conditio fit in iis omnibus *quationibus , qu* ad for- 
mant quadraticarum reduci nequeunt: quanam ratione, & quibus 
conditionibus indeterminat* plures in polynomiis altioris ordinis ad 
invicem fejungi poflint &c. . Non quod aliquid laudis detrahi Telim 
laboribus fummorum Algebriftarum Mac-Laurini , Euleri , Waring 
Berout, la Grange, qui hanc Algebra partem ingeniofe adeo exco- 
luerunt , fed quod praclufa fpe omni *quationum tertii gradus gene, 
raliter refolvendarum c*tera ad calculi luxum potius , atque ad exer- 
citationem ingenii, quam ad ufum problcmatum pertineant. His ita— 
que impofitis limitibus quantitatum finitarum calculo ad Algebram 
infinitonun tranfeamus . 


CA. 
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CAPUT UNDECIMUM. 

De A l g e * r a Infinitorum. 

M lgnitudines omnes Geometrical motu continuo, quem fluxuia 
appellabant, veteres Geometrse gigni, augeri , minui intel- 
iigcbant : iineam fluxu punfli , fuperficiem Auxu unius lineae 
parallclo motu fupra alteram incedentis , aut motu circular! altcrius 
re£tse circa datum pun&um ad quamcumque diflantiam revolutx , To- 
lidum flmili fluxu , aut parallclo motu, aut rotatione fuperficiei . Intel- 
ligebant etiam Geometrae curvam quamcumque Iineam BG , fig. i jo^ 
6c fuperficiem curvilineam B G D gigni fi dum redla C E parallelo 
motu fupra reftam B K fertur , ea interim punfti £ fluxu in unam 
vcl in alteram partem concepto augeretur , vel minueretur : quo in 
cafu fi portio FG , qua augeri concipitur recta CE dum fpatio CD 
promovetur , ad fpatium ipfum C D datam Temper , eamdemque ratio- 
nem haberet, hoc eft fi punfti E fluxus eflet uniformis, puncta om- 
nia E , G 8tc. reftam aliquam Iineam referrent: quod fi vero, dum 
recta C £ aequalibus Temper fpatiis C D parallele ad fe ipfam promo- 
Tetur , punctum extremum £ accclerato , ut retardato motu ab axe 
recederet , aut accederet , pro varia acceleration!! , aut retardation?* 
lege curva BEG verfus axem BK concava, vel convexa cujuTcumquc 
indolis, ac curvaturae dcfignari poflet. 

Elementa CD, FG , EG , C EG D quibus ordine abfcifla B C , 
femiordinata C £ , arcus B E , & area B E C crefcero incipiunt , funt 
qute elementa indivifibilia Cavalerius , differentias infinite parvas , five 
etiam difterentialia Leibnitius , Newtonus quantitates primo nafeentes , 
8e ultimo evanefeentes , primas , 8c ultimas rationes , five rationum 
timices , quantitatum fluentium momenta, five fluxiones , appellabat: 
a quibus omnibus denominationibus non alienus videbatur Cavalerius 
ipfe cum initio libri fecundi , & feptimi fua? indivifibilium Gcome- 
triae monuit non ita hate accipienda eflfe ac fi divifibiles quantitates 
ex dementis abfolute indivifibilibus coaleTcerent , neque a fc aliud 
aftiimptum fuilTe , quam quod eadem fit proportio Tolidorum , 8c fu- 
perficierum numero infinitarum , qux in folidis fi.igulis fecari poftbnt , 

quod- 
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quodque proportio fuperficierura eadem fit qua: linearum pariter infi- 
nitarum . Newtonus vero ut retbe omnia diftingueret in libris de me- 
thodo fluxionum , 8c de quadratura curvarum veiocitatem , qua re da 
C £ fluere incipit , fluxionem primam appellavit , & ubi velocicas flu. 
xtit non eflet conftanter eadem , variationcm ejuTdem veiocitatis ap- 
pellavit fluxionem fecundam &c. , & fluxioaem primam , fecundam &c. 
redis totidem defignando varies inferiorum fluxionum ordines cpnfti- 
tuit 5 ac fimili ratione qitadam Leibnitius element* alia affumendo in. 
finite minora prioribus eonftituk differentia* primi , fecund i , tertii 
ordinis & c. , quod etiam in Coroll. IV. Probl. VIII. notatum eft . 

In iis poflmodum libris Newtonus, atque in Lem. II. Lib. IL 
Princip. Mathem. cum a Geometrica , 8c Metaphyflca fluxionum idea 
ad calculum , expreffionefque analytical progreffus effet , flu nones ipfas 
confideravit tanquam limites rationis , quam finitae quantitarum fluen- 
tium differentiae habere poffunt inter fe. Theoriam omuem fluxionum, 
& fluentium quantitatum in priorc opens parte iatius esepofuit Mac. 
Laurinus . At cum dubiis metaphyficis aditum ornnem vcllet prx-di> 
dere fiimmus Geometra , & omnia Geometrarum veterum more aut 
direcle demonftrare , aut rerocare ad abfurdum , demon ftrationes adeo 
prolixas, & minutiore* protulit , ut in iis perfequendis defatigati nimium 
ty rones opens totius fttsdium in ipfo limine abjiciant . Demonftrationes 
olim contrahere ftudui ut auditorum meorum comedo confulerem, 8c 
theoriam fluxionum paucis exhibere: quod fere eodem tempore in An- 
glia prieflittt Thomas .Simpfon . Fundamentum omnium lemma eft: 
quod fi magnitudo aliqua inaequabiliter fluat , prima ipfius fluxio pro 
iaftanti quolibet temper is metiri debet ex fpatio , quod dato tempore 
abfolvi poflet fi pro eodem inftanti fluxus ad atquabilem deduccreur . 
Id vero ex ipfa motus continui notione patet . Quidquid enim adjici- 
tur fpatio illi, quod uniformi motu, ut primum incipit, dato tempore 
poffet deferibi , ad variationcm veiocitatis, five ad fluxionem fecun- 
dum pertinet , non vero ad menfuram veiocitatis , quse ante variatio- 
uem ilLam confiderari debet. 

Hoc dato patet fluxionem are* cujuslibet curviline* effe rc&an- 
gulura ECDF ex femiordinata in fluxionem abfcifT*, fluxionefquc 
able id* , femiordinat* , & arcus curv* inter fe effe ut tria latera E F, 

FH, 
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FH, EH trianguli EFH ad tangentem A EH conftituti: atque hoc 
in utraque methodo fluxionum , 6c differentialium difcrimen erit quod 
in accipienda fluxione area BE C triangulum EFG non quidem ne- 
gligatur ut infinite minus rectangulo C E F D , fed in fecundam area 
fluxionem rejiciatur : ac pariter differentia G H ad fecundam femior- 
dinatx fluxionem referenda erit, 5c prior femiordinat* fluxio erit tota 
FH. Ex his principiis theoriam fluxionum Geometricarum in differ- 
tatione quadam Mediolani triginta ab hinc annis edita brcviflime edu- 
xeram. Verum poll illud tempos animadvcrti tam breviter omnia 
5t tam facile ad axioma illud reduci , quo vetcres eriam Geometrx 
ufi funt, quoque etiam Newtonus eft ufus in priore fe&ione Princi- 
piorum, ut fupervacaneum fit aliunde omnia derivare • Axioma eft: 
quantitates omnes, qua: crefcendo, aut decrefcendo ad ‘xqualitatem 
accedunt propius quam pro data qualibet differentia, fiunt ultimo in- 
ter fe xquales . Nam fi ultimo quantitates ill* inaquales efTent , 6c 
differentia ultima effet D , non poffent quantitates ill* ad xqualita- 
tem propius accedere quam pro differentia eadcm D , contra hypotefim . 

Hoc etiam principio ad ducendas tangentes fe&ionum conicarum in 
Probl. XXVL jam uticepimus. Inde autem manifeftum eft quod cum 
duda tangentc E H angulus G £ H tangentis cum fubtenfa arcus E G , 
ac differentia re&arum FG , F H accedentibus ad fe invicem pun&i* 
E , 5c H fiat minor quacumque data quantitate ; fubtenfa , tangent 
E H , Sc arcus intermedius ficnt ultimo inter fe xquales : differentia 
femiordinatarum FG aqualis fict intercept* FH: ac demum exx- 
quatis angulis G E F , H E F angulus curvx , 6c tangentis fiet nullus . 
Pariter elementum nafeens are* B E C erit redangulum £ D : nam 
punct is £ , H accedentibus ad fe invicem differentia re&anguli ejuf- 
dem , ac trapetii curvilinei C EG D fiet minor quamcumque dau . 
Nec pluribut opus eft ut pateat quibus regulis dilferenti* , it fumm* 
in iis omnibus quantitatibus debeant accipi, qu* data ratione aliqua 
augentur , vel imminuuntur . Differential^ , 5c fummatorii , five inte- 
gralis calculi, 5c calculi etiam alterius, qui quod exponentes varia- 
biles involvat , exponentialis dicitur , principia omnia breviter exhibe- 
bimus , qu* cum 6c minus nitide tradita , 5c exemplis nimium obvo- 
1 k ta fuerint , tantam difficultatem fsccijli hujus initio tyronibus objicie- 

bant . 
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bant. Calculum autem (inuum , ac cofinuum a i eadem principia re- 
vocabimus, ac de aliis differentials calculi fpeciebus fuo loco agcmus . 

PROBLEMA XC. 

Principia differentialis calculi exponerc . 

I. Si in fig. 1 3 1. fit BC = x, CE=y, atque clementum mi- 
nimum C D , quo abfcifla B C augeri , vel minui incipit , vocetur 
i dx, & elemcnta analoga , feu differentiae quantitatum crefcentium , 
vel decrefcentiutn praemifla littcra d defignentur ; erit y d x elemen- 
tum nafeens areae B E C : & cum parallels duQis elemenrum areae 
BEL fimili modo efie dcbcat L E . L P= B C. F H xx; xdy, erit 
y d jr-j- x dy elcinentum omne rcclanguli x y , flnguiis elementis dx, 
dy pofitive acceptis fi latera x , y augeri , negative veto fi ea decrc- 
feere intelligantur . 

x 

II. Si proponatur fraftio — , eaque vocetur v, ac fit x = v y , 

y 

quia quantitatum acqualium aequalia ctiam elementa, feu differentiae 
effe debent, erit d x = v dy -f- y dv , atque indc cruetur d v = 

d (— 'l = — — — =. y -Ll X -Ll- ■ fcilicet fracti cujuslibet ele- 

K y ' y y y" 

mentum aequabitur differentiae faclorum ex dementis numerators in 
denominatorem , & denominators in numeratorem per denominatoris 
ipfius quadratum diviforum . 

III. Si proponatur failum eryj, & fiat jfr = v, & xyyzxzxv, 
erit d v =y j 4 ■ J » & d(xv) = d ( xy j ) = x d v -f- v d x = 
xy d j -f- x ^dy 4 * y ]d x : eademque ratione ad produfta alia altioris 
ordinis progrediendo manifdlum erit elemrentum magnitudinis cujufque , 
utcuruque ex conffantibus, & variabilibus aliis magnitudinibus in fe 
invicem duclis compofits, aequari fumrnae produflorum dementi varia- 
bilis uniufcujufque in reliquas omnes variabiles , atque in quantitate* 
alias duSi , quae , fi fint data: , ac conftames , variationem nullana 
fufeipiunt . 

IV. Si fit x=zy 5 cc. , & latera omnia variabilium produ£lo- 
rum aequentur inter fe, erit ixdx elcmentum quadrati id, ix'dx 
clementum cubi *' &c., atque univerfim erit sn x*~ ‘ dx clementum 

Oo po- 


19® D i Algeria 

potenri* x m . Perinde autem erit five (Implex , five complexa fit quan- 
titas . Cum enim quantltatis a x -f- x' elementum fit a dx-\- ix d x , 
pofito a x +■ x* = v* , ob eamdem rationem elementum potentise 
(ailt*)’ debebit efle /n ( a x-f-x* (a d x-\- ixd x) . Itaque ele- 
mentum potentia: cujuslibet requabitur prod u cl o exponents , coefficien- 
tium conftantium fi qui fint , elementi lateris, 6c lateris Ipfius ele— 
vati ad potentiam exponentis unirate minoris quam qui proponitur. 

IK 

V. Si proponatur potentia fra&i exponentis jc' , eaque fiat = v, 

fw 

m — ~ 

ac fit x m s= v’, erit fimiliter m x m ~ 1 dx = n v" — 1 dv=nx " dv. 


atque inde eruetur d v = d ( x ) “ 



— x " dx. Quod fi denique 


exponens fit negativus, 5c fiat x ” = — = v, 6c v x"c= i , cum 
nulla quantitatum conftantium variatio fit , erit x dv-\ v x d x 


z=z o , 5c wde eruetur d v = v x dx= x dx. 

n n 


•ademque erit Temper lex exponentis integri , 5c frafli , pofitivi , 5: 
nccativi . 

COROLLARIA. 

I. Quod fi igitur proponantur quantitates quselibet variabiles cu- 
jufcumque exponentis fimplices , aut compofitre , 5c inter fe utcumque 
multiplicata; , aut divifae , compofitis regulis antecedentibus incrementa , 

aut decrementa nafeentia accipi poterunt . Ita erit d ( — ) = 

(_a + xrcd,- m xi(a+x)*-<dx differentialis calculi fcri 

(a+x)** 

tores, 5c Eulerus ipfe Cap. V. formularum hujufmodi differentialium 
excmpla addideruut plurima, qua: tamen in eafiiem regulas omnia 

rc- 
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refolvuntur, qusque propterea regulis probe perfpeftis exempla exer- 
cirii loco tyrones ex fe libi comparare facile poterunt . 

II. Et qua ratione elementum , feu prior differentia quantitatii 
cujuslibct variabilis accipitur, inveniri etiam poterit differentia diffe- 
rentiae, Sc alia inferiorum ordinum elementa innotefeent , fi priores dif- 
ferentiae fpettentur tanquam variabiles , Sc juxta Coroll. IV. Probl. VIII. 
inferiores alii quantitatum nafeentium ordines conflituantur . Ita fi fit 
dd x fecunda differentia quantitatis x, Sc prior differentia quantitatis 
i i. 

(a — x) 1 ut antea fit — -j (a — x J ' dx, erit fecunda quantitatis 


iftius differentia — ( a— x )' dd x — ~ . j- ( a — x) 'dx. — dx 

I I 

= -1 (a — x) 5 dx' — \ (a — x) 1 ddxt eodemque modo a d dif- 


ferentias alias inferiorum ordinum progrediendum etit quomodoeum- 
que plures variabiles x, y See. inter fe mixtae fint. 

III. Si quantitatis altcrutrius x, aut y fecunda differentia fit nulla, 
hoc eft fi prima differentia fit conflans, in accipiendis fccundis different 
tils omittendi erunt termini, in quibus ddx, aut ddy occurrent . Ita 


cum quantitatis 


y d x 
dy 


elementum habitis y , dx , dy pro variabilibus 


dxdy'+ydyddx — ydxddy 

dy 

d x dy' — ydxddy 
elementum — , Sc 

dy 


, pofito quod d x fit conflans erit 
pofito dy pro conftante erit ele- 


dxdy-\-yddx 

mentum propofitae quantitatis : atque ita qui calculus 

dy 

diffcrentio-differcntialis dicitur non erit nifi differcntialis calculi co- 
rollarium . 

IV. Si fit xquatio aliqua x m i x m cx”~‘ &c. -f- C = o , 
dementis temini uniufcujufque per fuperiores regulas acceptis fict fum- 
ma elementorum omnium , five omne arquationis propofitae elemen- 
tum mx“~' dx-\-b.m~ i . x m ~ ’ d x -f-c. m — * .x*—*dx &c.=c 

Ooi x m . 
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mix 


f b *«“' 


. i x -f- c JC“ _> 


m — 1 . d x 


& c. : atque 

X X X 

hoc ipfo manifeftum erit m accipiendo aquationis elemento tcrminos 

Angulos multiplicari per terminos alios analogos feriei arithmetic® 

mix mix dx mix idx mix idx 
&c. . Idem bis 

XX XX XX X 

fieri debet fi bin® habeantur variabilcs , ac proponatur ®quatio x m 
-f- b x m ~ 1 y-f- cx m " , y'&tc. -f* = ac rurfus ad accipiendas fe- 

cundas , tertias differential &c. finguli termini in alias arithmetical 
fcries fimili modo ducendi erunt. 

V. Quia fi aequatio aliqua , qu* ex pluribus radicibus xqualibus 
in fe du&is exfurgat , per fericm arithmeticam multiplicetur , juxta 
Coroll. IV. ProbL XLV., abire debet in ®quationem aliam , qu® 
unam minus radicum acqualium contineat , & adhuc unam minus con- 
tincre debet fi multiplicetur rurfus per aliam feriera arithmeticam , & 
ita porro quoufque radices omnes ®quales hujufmodi multiplicationibus 
fublat® fint ; patet quod fi utraque variabilis x , y in arquationc ali- 
qua binos valorcs habeat inter fe ®quales , acceptis prioribus differen- 
tiis qu® exfurget quantitas unam minus radicum trqualium continebir, 
in eaque adhuc termini omnes fe deftruent . Acceptis vero fecundis 
differentiis qu® alia prodibit quantitas nullam amplius complectetur 
ex radicibus illis ®qualibus , nec termini amplius fe fe deftruent . Si 
tres radices ®quationis alicujus propolit® inter fe ®quentur , ut termini 
omnes non amplius deftruantur ad tertias differentias deveniendum 
crit : atque univerfim fi indeterminata alterutra fpeftetur tanquam va- 
riabilis , ut radices ®quales climinentur omnes , tot difibrenti® inferioris 
ordinis debebunt accipi , quot crunt numero hi aquatione propofita 
radices esdem inter fe aqualcs . 

PROBLEM A XCI. 

Principia integralis calculi exponere . 

LJt a differentiis ad fummas, qu® integrales quantitates appellan- 
tur, regreffus pateat , obfervandum eft quod cum quantitati r* ®que 
ac x" ± a" differentia mx’"-' dx refpondeat , differenti® etiam m x m ~‘ dx 
non minus fumma x" , quam ar"i a" refpondere poterit . Pariter cum 

re- 
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reGangulum ED, fig. iji., fit elementum ares BE C quomodo- 
cumque dcmum femiordinat* five ex B , five ex M fluere incipiant, 
fumma rc&angulorum omnium E D erit area M N E C addita con- 
flanti area BMN , a qua afiumitur fiuxus incipere . 

Quod fi igitur fumma: omnes littera S diflferentiis prsmifla defi- 
gnentur, 6c quantitas con flans pofitiva , aut negativa , qua: cafui cui- 
cumque comperit fit C, antecedentis problcmatis rcgulas invertcndo erit 
I. S. (,y dx -f- xdy ) = xy -f- C 


u. 


S. ( i^z^± + c 


III. S.bx—'dx=--x‘ 4 -C 

m y 

IV. S. b x m “ * dx( x m -f • a m J" = — ;== )" + '-f- C 6cc. 

m . n ■+• i 

quod quidem cum efle debeat quomodocumque demum exponens in- 
tegrum , fraGum , pofitivum , negativum valorem habcat , & varia- 
bilis aut fimplex, aut ex pluribus aliis fit compofita; univerfim fum- 
ma produGorum omnium ex elemento lateris in poteflatem lateris 
quamcumque erit latus propofitum ad poteflatem exponents unitate 
minoris elevatum , divifumque per novum hunc exponentem , addita , 
aut dempta conflanti aliqua quantitate. 

Peculiares autem conditioner problematum indicare debent quibus 
valoribus fubflitutis evanefeere debeat fumma omnis , Sc quo in loco 
fiuxus incipiat. Ita cum fumma differentiarum omnium txdx\/(a' -f- **/ 

i 

fit - ( a* + x* ) 1 + C, fi ea fit conditio problematis ut fumma omni* 
incipiat ubi incipit abfeifia x, 6c pofico x= o effe debeat ^ a’ -{-C = o. 


ent 


C = — ~ a' , atque erit fumma omnis | ( a' -f- x * ) 1 — - a' . 


Contra cum fit S. ( a x + x* ) 1 (adx-j-txdx) = l- (ar+r') , p 
6c pofito x= o evanefcat fumma omnis, nulla amplius quantitas 
con flans in hoc cafu debebit adjici. 

COROLLARIA. 

I. Primo igitur fi in trianguio aliquo ADF, fig. 132., fiat 

AD 
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l) X _ 

A D = a ,D F = b, A B =s x C zsz — , lumma omnium B C‘ erit 

_ b' X* dx b' X' _ - a . , . r f r . i 

S = , K pouta xz=za, erit hujulmodi lumma i. o* : nt- 

a * 3a* 1 

mirum fumma quadratorum omnium , quae ex fcmiordinatis trianguli 
haberi poffunt , fubtripla erit fummx quadratorum totidem maximo- 
rum : qua: eft Propof. XXIV. Lib. II. Gsomctrix IndivUibilium Cava- 
lerii , quamque ipfe Geometriae indivifibilium nueleum appellabat . Si- 
mili modo patebit fummam cuborum omnium ex femiordinatis trianguli 
efle fubquadruplam , quadrato-quadratorum fummam fubquintuplam 
faflorum totidem maximorum : quibus aliis theorematis traditis Ca Vale- 
rius in Propof. XXII. Exercit. IV. ftatuit fummam potentiarum omnium 
ordinis m quantitatis cujuslibet continue crefcentis ad fummam fimilium 
totidem potentiarum quantitatis maxima' efte oportere ut 1 : m -}- 1 . 
H xc jam differentialis , atque integrals calculi principia fuifte diximus . 

II. Tertia etiam formula praccedente cum habeantur Cavalerii 
theoremata ft loco exponentis m accipiatur numerus integer; fra&o , 
aut negativo numero accepto exhiberi poterunt alia Wallifii , ac Ro- 
bervallii theoremata de fummis potentiarum exponentis fra£U , aut ne- 
gativi . Quarta autem formula a fimplicibus ad complexas quantitates 
cadcm theoremata generaliter traduci poterunt : et loco exponentis in- 
determinati n fubftitutis numeris -.7,7 &c. , ac conftantibus col- 
leclis , formula in alias abibit , quas Cl. Agnefia pcculiaribus fubfti- 
tutionibus ad integrationem deduxit §. XXXI. Lib. III. Inftitutionum . 
Erit fcilicet j. 3. 

5 ’. lx dx(a’-(-x* ) 1 = d ( a* -}- x*) 1 d *' 

1 3 

S . ixdx( j* -f- x* ) 1 = 1 ( a* -f- x* ) 1 — 14 

■ K> 

S. ixdx(J + *•)’ = | ( a* + x’)' — la » 

3 I I 

S. ixdx(a' -j-x") ’ = 3 — 3 o' 

l_ £ 

S.(x* — - ax)dx(x' — — ax')~ 

—l i 

S.(x' — d a x)dx(x 4 — ax‘) * = -* (jr* — aur*)*&c. 
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III. In quarta eadem formula fi proponatur quantitas 


bn''~ ' d x 


{a + cx-y ’ 


& fumma omnis debeat evanefcere pofito *= o, fiet fumma — 

nc(a + cx *) 


b bid 

-j s= — — . : Singulare efl quod Newtonus, tradita jam 

1 nc a nta' + acx" ) 


conftantis addenda; rcgula in cafu tertio Probl. II. de Methodo flu- 
xionum , in libro poflmodum de Quadratura curvarum quantitatis 
bx’ — 'dx , b xT , . — b 

(a + cxT)' 6 n(<d + acx’f nfac + c'x'J 

ac toties Newtonus ipfe, & authores alii conftantis quantitatis inte- 
gralibus indefinitis addenda; minime meminerint. Hue pertinent curvas 
ilia;, quas CL 1c Seur, & Jacquier duplici modo quadrabiles efte pu- 

taverant : ut cum Par. I. Cap. VI. Art. III. quantitatis -- 1 ~ in- 


tegrate cenfuerunt efte non tantum : , verum etiam 

6 id(c ‘ — x') 


id — ix* 


At fi integrate debeat evanefcere pofito x = o , dempta 


»x fecundo integral! quantitate conftante — — fiet adhuc integrale com- 


a jr 

pletum — ; rj • Cl. Agnefia in exemplo fexto §. XXIV. Cap. II. 

Par. II. de Calculo integral! optime animadvertit quantitati 


lx dy ly d x . , . .. 

— : pro varietate conftanuum refpondere poffe integralia 

(x — y ) 


ix iy x + y . 

, — — — , — , fi fcilicet quantitas conftans in priore for- 

* y X y X—y 


mula fit nulla , in fecunda formula -f - 1 , in tertia -f- i . Pofito enim 

quod integrale omne evanefcat cum fit x = o fecundum integrale 

2 y xx x -j- y ix 

debebit efte — - j- l = : tertium — -f i = , at- 


x—y 

que 
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que ita pro eodem cafu datae formula; differcntialis non nifi unicus 
integrals valor habebitur . 

PROBLEM A XCII. 

Exponential^ calculi principia tradere . 

Manentibus omnibus ut in Probl. LXU. , & in fig. 88., fi fit 
O Q = f,QBz=x,BC =y, erit y = > & elcmentum area; 


hyperbolic® B C H L ad afymptotum relat® erit 


f^d x 
/+* 


At vero area 


omnis QECB per OQ divifa eft logarithms abfeifi® O B , & elc- 

fdx 

nientum are® fimiliter divif® . eft logarithmi ipfius elementum . 

/+* 

Itaque elementum logarithmi quantitatis cujuslibet variabilis /+ x erit 
quantitatis variabilis elementum per eamdem quantitatem variabilem 
divifum , ductumquc in reflam OQ, qux latus potenti® hyperbol® , 
aut fimpliciter hyperbol® potentia dicitur, quamque etiam Logarithmi. 
c® fubtangentem , & modulum Logarithmorum vocari in Probl. LXII1. 
monuimus . 

Vicilfim ubi occurrat fratlio , cujus numerator fit elementum de- 
nominatoris in quantitatem aliquam conftantcm duclum , fumma erit 
logarithms denominatoris ductus in eamdem quantitatem , & per lo- 
garithmorum modulum divifus, adjccta ut antea quantitate ilia, qu® 
l’ummam oranem, ubi are® hyperbolic® fiuxus incipit, nullam relin- 
quat . Ita erit 

s j~ x — log- (/+ *) — • i°g-/= log. ( 

axdx a b' + x? 

s -F+7=Tf'°*'<—> 
s - ) dx ~~f ’ Ioe ' 

Si proponatur variabilis qusvis p ad poteftatem x elevata , ac 
fiat p”=f » ac logarithmis fumptis fit x . log. p = log. t ; fumpris 
deinde elementis, ac pofito quod logarithmorum modulus fit unitas 

fiet 
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fiet -f- dx . log. f = — - : adeoque crit d c = d ( f) sss — ~ -f- 

t dxAog. | = j: Sc fi loco f proponatur quantita* 

conftans a, omifla ipfius differentia, crit d (a‘) = ar dx. log. a, & 
S . a dx. log. a = a" — 1 . 


COROLLARIA. 

I. Inde etiam ad varias logarithmorum potential , Sc logarith- 
mos logarithmorum liccbit progredi. Nam fi fiat log. xzxzy , juxta 

d x d y 

priorem problematis hujus formulam erit dy = — , & — z=zd ( log. y ) 


= d (lag.log. x) 


dx d x 
x y x . log. x 


. Erit etiam d. log. x z=d fy m ) =3 


rny m ~ l dy = m . log. 


— m — I 
X 


— : & binis hujufmodi formulis fimul 
x 


jundis erit rf.log.log. x = 


.log. log. x 


— - . Simili modo 

x.log.x 


determinari poterit qua: fit differentia potentiae f ft fiat = t , atque 
ad ulteriores potentiarum ordincs procedendo facile ex prxeedentibus 
formulae alias erui poterunt, quae diffcrentialis , atque exponential^ 
calculi trad.uionem apud authorcs aliquos efliciunt prolixiorem . At 
qui fufe hujufmodi formulas exhibuerunt nullum hadenus indicarunt 
earumdem ufum , & cum ad priores differentiarum logarithinicarum 
formulas reducantur, neque tyrouibus opus ell fingulas recenfcre . 

11. Cum fradio omnis, cujus denominator fit fadum radicum 
insequalium quarumcumque , refolvi poflit in fradiones totidem, qua- 
rum denominatores unam dumtasat ex iis radicibus inxqualibus in 
quantitates alias continues dudain contineant , ut in Probl. LI. fupra 
fuit praeilitum ; fradio etiam quxlibet diffcrentialis formae 

— — - — ■■ ad fuperiores integrationum regulas d©-' 

a -\-c x . c f x . g + h x See. 

b % d x 

duci poterit. Ita cum juxta problematis illius formulas fit — ■ — 


a + x . e+x 
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— 3* dx( 1 4- } , pofito quod logarithmic* 

\f — a.a-\-x a — e . c -f- x> 

fubtangens, five logarithmorum modulus lie b , fiet fumma omnis 
b . log. e -j" ■* b . log. a + x b . log. e -f* b . log. a 

a — e a — e a — e 


d-'. 4 

r — e ' a + x 


III. Cum lit r* jr* : 

dx . x‘Jx 


aut etiam 


) .log. — . 

( r-$-x). ( r — x J , integratio formuls 
Temper ad logarithrnos deducetur : 8c li- 


/* — x* r — x~ 

mili modo alias hujus generis formul* integrari potcrunt , nil! radices 
aliquot, 8c denominatoris fatkores fuerint inter fe acquales. In hoc 
autem sequalium radicum cafu ad formam aliam limpliciorcm fraclio 
rcduci nequit ut in Coroll. I. Probl. LI. notatum ell, & fi. failures om- 
nes denominatoris aequalcs Unt diderentialis fraclio abfolute integrari 
potent, aut li requalcs fatkores ineequalibus permixti lint poterit fra. 
£lio in binas alias difpefei , quarum una abfolute integretur, altera 
deducatur ad logarithrnos ut mot videbimus . Ditfercntialis , atque in- 
tegralis calculi fymbola , qux authores omnes non Angli retinuerunt , 
ac priores calculi utriufque formulas, quibus jam ample Ncwtonum 
in Epiflolis ad Oldemburgurn datis ufum fuilfe patuit , expofuit pri- 
mum Leibnitius in A< 2 is Lipfienlibus anni i 63 t.: exponential’!* cal- 
culi principia in Atlis anni 1697. expofuit Joannes Bemoullius, 8c co- 
rollarii antecedent!* formulis calculum euindem amplificavit idem Ber- 
roullius in AQis Parilienfibus anni 1702.. 

PROBLEMA X C I II. 


Invenire quibus in calibus formula b ( a + e x"J“ x’dx ad formu- 
las alias precedences reduci pollit . 
c 

Si fiat — = e, ac proponatur formula ba m ( 1 -f- c x')~ x t d x t 

iZ 

omifiis conflantibus quantitatibus , per quas ditfcrentialis atque, 8c in- 
tegrals quantitas multiplicari debet , reducenda dumtaxat fupererit 
formula ( t -f- c x" )~ x? d x . Et cum manifelle habeatur reduilio 

ubi 
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ubi exponent m (It numerus integer , 8c potentia ( 1 ex' )" finita fc- 

rie exhiberi poflit, pro aliis redudionis cafibus evolvendis fiat 1 -J-cjc* 

I 1 

es | , adeoque fit x = * ) ' = — (\ — 1 )’ , ac fit dx = 


— - (1 — 1 )' d j , atque hit valoribus fubftirutis quae propofita 


*J» I 7 ” * 

eft formula vertatur in hanc aliam d— — j J , . — ( ^ — 1 ) dj 


t+i_, 

f(f— 0 * d \ 


. His pofitis manifeftum eft quod fi exponent 


■ 1 fit nu- 


n.c F + ! 

p unitate audus fit multiplus aliquis numeri n, 5 c — 

n 

merus aliquis integer, 6c pofitivus, binomio j — 1 ad poteftatem or- 


dinis 


P + 1 


— 1 elevato finita feries habebitur , 5 c termini feriei om- 


nes in 5” ducti juxta formulas Probl. XC 1 . integrari poterunt finguli 
fi m fit numerus pofitivus utcumquc integer, aut fradus: quod fi 
vero exponens m fit negativus , 6c variabilis f potentia in denomi- 
natorem tranfeat , evoluto in finitam feriem binomio , uniufcujufque 
termini integratio aut ad eafdem formulas , aut fi numerator cuju fit 
piam fradionis fit ipfa denominatoris differentia, ad formulas alias 
Probl. XCII. deducetur : atque ita in utroque cafu fubftituendo 1 -)-cr* 
loco j , 6c conftantcs jungendo fumma omnis variabili x, 6c conftao* 
tibus quantitatibus exprefla haberi potent . 

COROLLARIA. 

I. Hinc primo fi fit n = t formula ( a -j- cx)“ bx * d x cafut 
omnes compledetur , quos Cl. Agnefia aliis fubftitutionibus , 6c omifits 
conftantibus expofuit §. XXVIII. Lib. HI. . Scilicet fi fiat c = — 1 , 

1 i_ 

p = t , m= j- , crit S .(a — x) x b xd x= S b (a — *. — d j 

= — + — x)'— } 6 a(a— xf' + Ci 

Pp 1 & 
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& fi integrate debeat evanefcere pofiro x=o , ac fimili modo evol- 
vantur formula: aliae confimiles habcbimus 


S.(a— x ybxdx=z± b(a — xy — Sba(a— *)>+'! 
S.(a—x)~~* xdx=z\(a — xj~ — ia(a — x) * + * 


=-‘<* 4 


'-a* 


S.(a-f-x)’ x‘Jx=j («+*)’ — “-(" + *)' a'(a+x) ! -f 

' ) 105 


1 a 


S.(<* + x)‘ xixz=.- % (a + x)’ -( 4 *)'+,^' 


S .(n+x)’ xrfx=p (a + x ) 1 ~( a + *) -fix’ 

_i 1 -L i Sic.: 

S.(a + x) * xdxz= 2 (u-|-x) J -f- la (a + x) * — 4 a' 

b d x 

II. Si exponens m negative accipicndus fit , formula — 

(« + «]■ 

exbibebit cafus alios omnes arqualium denominatoris alicujus radicum , 
qui apud ad Agnefiam habentur §. XIX. . Ita fi proponatur formula 
a x* d x 

— , & fiat a — x = r , loco ejufdem formula; habebimus 

(a~x)' 

i 1 i r i‘ h 

tnicx fubtangens, ad quam fecundus terminus refertur, vocetur a, & 

3 <2* a 1 

fit log. a =s o, erit integrale indefinitum j — 3 log. j f- s=s 

M 3 a % a % 

a — x — 3 . log. ( a — x ) 1 : ac denique fi in- 


x 2 ( a — x / 
tegrale evanefcat pofito x = o , addita conftante fiet S . 


a x ’ d x 

(*—x> 


= a — x — log. ( a — x )' 


3 a * 


— + q a : ac fimili 


: — x 2 (a — x 
far. per ratione fi fra&ionis denominator fit fadum radicum quotlibet 

inter 
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Jnaequalium , fumma omnis partim finitis terminis exprlmi, partim ad 
logarithmos deduci potent. 

III. Si denominator fit fa&um radicum aliquot inter fe a’qualium,' 
aliarum vero inaequalium , juxta formulas Probl. LI. fra&io in alia$ 
femper refolvi poterit , quarum una produdum radicum omnium in- 
ter fe atqualium, reliquae radices lingulas ina-qualcs in denominatori- 
bus cxhibeant , 8c prior quidem per methodum corollarii antecedents, 
reliquae juxta Coroll. III. Probl. XCI. integrari poterunt . Ita cum lit 


bx'dx 


b jr 1 d x 


b x? di 


(a + x)‘(e + x) — a) ( a -f x) (e+ x) ( a — e)’ 

fecundo termino ut antea id binos alios refoluto , quorum denomina- 
tors lint a- f-ar, 6 c e -j- at patebit integTationis totius ratio. Hue ctiam 

+i— «) 


reduci polfet formula ■ 


• , quam Newtonus 


•, 5 c novae hujus 


I’ + f — IT’ — I* + — 4 

exempli loco propofuit in Propof. V. de quadratura curvarum : Amt 
enim denominatoris fadores (3 — 1 )’ , 6c ( 3 -f- 1 . At cum deno- 
minator , ac numerator fimul per 3 — 1 multiplicato fit 

^ T C ?*-f- T — g )(l — — 9T + g >> 

(l — + (f — H+ 1 / 

fradionis numerator differentiale fradionis alterius exhibeat cujus nu- 
merator fit 3* , denominator 3' — 3 3 -f- 1 , integratio ad fecundam for- 
mulam Probl. XCI. facilius deducetur. 

IV. In generali ctiam problemaris hujus formula ( a -f- c x” )" 
bx rn - ' d x, fi fiat m = 6c loco r fuccelfive accipiantur numeri 
1 j 1 , 3 See., pofito femper a -j- c ar - = 3 , 6c abfoluto ut antea cal- 
culo prodibit ordine 3 

S.bx—'dxfa+cxry — ^L(a + cx') 7 ~~ 

}c a }cn 


S.bx"-<dx(a+cx’y =S.^l r (3 — a)df = -^(-' 3’ — ^3 

i i 

s. 


A £ i 

" r * • > . S 
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8 . 6 x 1 ”“' dx(a-}-cx')‘ 


toj/ic* 


(30c**” — i\acx +i64 , J(a-}-<:* , )7 


16 be 


- &c. , quas formulas Newtonus omiflls quantitatlbus con- 


1054c 

ftantibus tradiderat in priore tabula de Curvarum Quadratura. Ipfe 
autem formulas ex Theoremate tertio ejufdem libri ingeniofiflime col- 
legerat femiordinatam primo , ac deinde aream curvx indefinita ferie 
exprimendo , & in cafu quovis propoflto , comparatione termini cu- 
jufque analogi , valores coefficientium otinium determinando . Eafdem 
formulas fimplici fubftitutione , 6 c potent!* propofit* evolutione mo- 
do facilius obtinuitnus . 

6 x r, ~ ' d x 

V. Si fiat m = — ■ 1 , 6 c proponatur formula • — = 

a c x 

bdii r — a )’~ 1 _ . . . b 1 ba 

2 — ' ■ , pofito rzzzx fiet lumma omms — . log. 3 

nd\ nc nc 

. _ b x‘ b a , ✓ a 4 -cx’\ . . 

-}- C = r . log. J : 8c pofito r— 3 ent lumma 




bx‘ 
n c 
iab^ 


n c 
ba' 


bx" abx’ ba' a-f-cx " . 

. . log. 7 4 - C = 1 log. ( ): 

me' nc’ nc' 6 ‘ me nc' nd ° a 1 

quo redcunt priores formula; a Newtono in fecunda tabula tradit* , 

ubi addantur conftantes, 6c are* hyperbolic* logarithmis exprimantur. 

Si fiat m = — d ali* habebuntur formulx , quas Newtonus in eadem 

tabula addiderat : atque ita priores tredeeim Newtoni formulx non 

erunt nifi peculiares cafus formulx S . b x'“~ 1 d x( a c x~) m . Tabu- 

las multiplicare poterit qui volet . Hoc in loco fans eflfc debet facil- 

limam, ac gencralem formularum omnium refolvendarum methodum 

tradidiflfe . Jacobus Gregori olim animadvertit quod cum exponens p 

unitate au 3 us eft multiplus aliquis exponentis n, abrumpitur feries, 

8c fumma omnis finitis terminis exhibetur : quod eriam Joannes Bcr- 

noullius oftendit in Lect. XLVII. de calculo integrali. Hue pariter 

redeunt priora quatuor theoremata occafione Tayloriani problematis 

ab eodem Bernoullio tradita in Actis Liplienfibus anni 1719. , quod 

ft 
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fi numeti n , m fint integri, fra£ti , pofitivi , negativi , aut etiam ir- 
rationales , r vero lit numcrus integer , Temper crit algebrice quadra- 

b x r, ~ 1 dx 
bilis area o . - — — - . 

c *+c*jr 

PROBLEMA XCIV. 

Explicare elementa calculi finuum , ac cofinuum . 

Centro A, 8 c radio AD, fig. 132., deferibatur circularis arcus 
DC, ducaturque tangens DFf, & fint bin* fecantes A F , Af, 6c 
bin* pariter femiordinat® inter fe proxim* B C , be, atque ex F in 
Af, 8 c ex C \a be demittantur perpendicula F O , Co. Ob fimili- 

A D . F f A F. C c * 

Af AD 

8 c fi puncia F, f accipiantur adeo inter fe proxima ut differentia ra- 
tionum AF:AD, 8 c A f\ AD fiat minor quacumque data, crit F f 
AF'. C c AD'.Cc . BC AD.BC.Cc 


tudinem triangulorura F Of, A Df erit F 0 = 


6cO/=^.F/=l£^i: 
1 AD 1 AB' 


■. Pa- 


AD' AB' 

riter quia ob re&os angulos ACc, BCo, detra£lo utrimque A Co 

fuperfunt tcqualcs anguli o C c, B C A fimilia erunt triangula rcSan- 

gula AC B , c C o, ut etiam in Probl. LX VI. notatum eft, eritque 

„ AD.Bb , BC.Cc AB.Cc . 

Cc ==— Bb = ——, 8 c »cx=-—. Quare fi fiat 

circularis arcus D C = p, C c =: d j , B C z= fin. p ,A B = cof. 3 , 8 c 
loco finus totius accipiatur radius , Geometric* hujufmodi analog!® 
in has alias analyticas formulas abibunt 


I. o c = d. fin. 3 = d p . cof. p 

II. B b = — d . cof. $ = d p . fin. p 

III. Ff—d. ta"g-T=^r 


S . d | cof. p : — fin. 3 
S. d p‘. fin. j = 1 — cof. p 

S -« f~ ==tang - 1 


IV. 0 /= d. fee. p 


“ T 


d 7 . fin. 


cof. p* 


5 . 


1 1 

d p . fin. 


cof. 


- = fee. 


— d X 

d . cot. 7 = 1 

fin. p‘ 


,VL d . cofec. 3 : 


— p. cof. p 
fin. p* 


c — 

s -fc7=“''' 
s .-i,.cof., =cofa , 
fin.f VU. 


Digitized by Google 


3°4 


D e Algebra 


d.fin. f * + > c= /j-J-i .rfj. cof. j. fin. ^ S.d { . cof. {.fin. j’ = 


m fin.{"+« 

/j+i 

i— cofje« + • 


fl + I 




tt.cofz 1 SS— n-f- 1 .dz. fin. i. cof. z m S .dz. fin. I. cof. *• ss 

COROLLARIA. 

I. Si loco arcus, fire anguli alicujus j accipiatur multiplus qui- 
cumquc n f , fcribendo /rjloco {, & ni\ loco d 5, binae priores for- 
mulae abibunt in has alias 


t — cof. n { 


I. d. fin. n { = /»</{ . cof. n\ S.d j. cof. n j = — . fin. n\ 

II. — d. cof. n{ = /idj. fin. n { S . i{. fin. /2{ : 

r< 

fcilicct erit S.d f . cof. 1 j = £ . fin. tj.S.i/j . cof. 4{ = -j fin. 4 { i 
S. d\. cof. 6 { = i. . fin. 6 j &c.: ac generatim ex hifce formulis ma- 
nifeftura erit quod fi quantitas n fatis exigua fit, exiguus fin. n {, 5 c 
cof. nj proxime aequalis radio, acccptis fummis cofinuum omnium 
finita fcmper quantitas habcbitur , at fummis finuum acceptis , quae 

▼ariabilis fupercrit quantitas — — — efie poterit utcumque magna ,‘ 

n 

atque hoc primum indicio animadvertere incipiet tyro quod quae va- 
riabilcs quantitates in dirferentiali acquationc datum aliquem ordinem 
referunt, eae fummis acceptis ordinem alium quantitatum inter fe ut- 
cumque majorum , aut minorum exhibere poffunt . 

II. Si hac ratione accipiantur fummae omnium cofinuum arcuuna 
multiplorum, quae in formulis Probl. LIU. varias ejufdem cofinus po- 
tentias exprimunt, & finus arcuum multiplorum juxta Probl. LIV. in 
potentias finuum rcfolvantur, alias habebuntur formulae 

I. S ,d\. cof. f* = d . fin. f j = i.fin.|.cof.^ 4 --j .q 

II. S.d\. cof. 5’= - . fin. 3j -f- f. fin.q= fin. i}.cof.j+ j-.fin. q 

*= 7 • fin. T • cof. f -I- ’ . fin. q 

III. S . d\ cof. {* =i . fin. 4{ -f- d . fin. 2 q 4 " \ • q 

= •; fin. j . cof. q' 4 * \ .fin.q.cof.q 4 - A.q Sec. 

S . 


/ 
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S . d f.cof. f = — — -(- — - — fin./a — 2.j 4* — - .fin. « — 4-J See.) , 

1 — „ n—l 2.*— 4 

& juxta Coroll. I. Probl. LIII. , fi numerus n fit impar , ultimus ter- 
minus feriei , quae cof. j" exprim't , cofinum arcus j involvet , & fum- 
mis acceptis involvet finum ejufdem arcus : quod fi vero numerus n 
fit par, ultimus feriei terminus conftans erit, 8c dimidio minor quam fe- 
rat feriei ordo , ifque per d j duel us , atque integratus ad expreflionem 
circularis arcus deducet . 

111 . Quia finus arcuum 2| , 4^, 8cc. , arcu f ad quadrantem 
lifque protenfo , evanefeunt , fi numerus n fit par, 8c ratio periphe- 
ri® ad radium fit p : 1 , fummx autem per integram peripheriam cir- 
culi accipiantur , finubus evanefeentibus erit S . d j . cof. f = ~ p , 
S . d j . cof. =3= ^p , S . d j . cof. = i p , 8 cc. : atque ita terminis con- 
flantibus ex formulis citati problemati; acceptis, fumma omnium cof. j 
4- cof. j‘ 4" cof- f* ~h cof. j* 8cc. per integram peripheriam acceptorum 
erit p ( 1 + " + ^ + + 8 cc.) : aut fi prior hujufmodi feriei ter- 

minus vocetur A , fecundus B , tertius C See. , 8c valor prxeedentis 
termini in fubfequente alio fubfiituatur , erit fumma eadem p 4- 7 A 
4- i B + l C4-| D 8cc. . Univerfim fi n denotet numerum quem- 


cumque parem , fumma poteftatum omnium cof. j” in imegra peri- 
pheria circuli acceptarum xqualis erit fummx potellatum ordine prx- 

ccdcntium cof. r , — - du£be in -. 

n 

IV. Cum fit fin. j . cof. f == d . fin. 2 j , 8c fit fumma omnium 


7 . fin. 2 | : 


• cof. 2 j 


, cumque infuper poll quadrantem circuli 


fit — cof. 2j= 1 , fumma re£langulorum omnium fin. j. cof. 5 in tota 
peripheria erit= 2 . Pariter cum fit fin. . cof. j*=cof. j*(t — cof. j*), 
acceptis fummis omnium cof. j’ , cof. j’, iifque a fe invicem fubduclis 
erit S. if . fin. j* cof. {* = p. Similiter fumma omnium cof. fin. j‘, 


cof. fin.;’, cof.?" fin. f invenietur ordine-^/>, ——p, —zP- Quod 
1 * * * 16' 128 128' 

Qq fi 


j 0 6 Di Aunn 

f! valores omnes variarum finus , ac cofinus poteftatum in Integra 
peripheria circuli fimiliter acceptarutn dividantur per integrant ipfam 
peripheriam , prodibit valor medius poteftatum fingularum , quo fcili- 
cet valorc per integrant peripheriam unifbrmiter continuato *qualis 
fumma conficcretur , eruntque ordine 
poteftates cof. p* » cof. p* . cof. p* . cof. p* . 

valores medii y . y* * 

produ&a fin.p.cof.p, fin.p* .cof.f , fin. p* . cof. p\fin.p*. cof. f , fin.p* . cof. f . 

I l I 3 J_ 

valores medii - — . — • — • : • „ • 

Ip 8 16 i»8 it8 

V. Si numerus n fit par juxta formulas alias debebit effe 

I. S.d\. fin. p* = p — • j- . fin. i { = -j — f fin. p . cof. p 

II. S.d^ fin.f = { p — ■jfin.ip+I : .fin.4I 

= h — h fin * + i fin - Jl <coC f = i i — l vfin.if4-r- fin -M- cof -r 

t= -j p — -2 . fin. p . cof. p — - . fin. p’ . cof. p 

, fin. »t a: 


III. = . 


-i: 


. Gn.n — t.z-p — <in- ° — 4-*) : 


1 ‘ " — * z.n — 4 

atque hie etiam ut antea in exprelftone potenriae finuum ultimus ter- 
minus crit conflans, & dimidio minor accipiendus erit quam ferat fe- 
ries , Sc integratione ad exprefiionem circularium arcuum deducet . 
Pro numero n impari crit 

t /■cof..* n. , . — 1 r “ 

S .dz. lin.t" == C ( • — cof.n — i .*-) • C0 ‘- "■ 

conflans autem quantitas C erit eadem feries figno contrario accepta , 
cum arcu p evanefeente fient cofinus omnes xquales radiis . Neque 
hanc conftantis quantitatis additionem Eulerus attigit in Probl. XXV. 
Se£t. I. de Calculo Integrali , ubi alia ratione integratione* adortus 
S .d j .cof. p'deduxit adS.rf p.cof." — S.d p. fin. p'adS.dp. fin.p ,— ’ • 
PROBLEM A XCV. 


O' 


Iifdem politis integrare sequationem differentialem fecundi ordi- 
ni* , quae fit formae dit 4- a' i d p’ = t • df 4" e. dp’ . cof./n p . 

Multiplicetur linguli sequationis termini per cof. a p , ac fit aquatio 

ddt . 
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ddt . cof. a| dj* .cof. ajc= 3 .<f j*.Cof. aj + jC.dj*. cof. a \-\-m j 

-f- j-e.</;*.cof.a| — m\. 
Er formulis antecedents problematis manifeftum erit hanc eamdem 
efle aequationem, quae exfurget accepts differentiaiibus equations al- 
terius differentialis primi ordinis 

6 .dz . fin.aj-f-mr 

d/.cof.ar-j-a/.rft.fin.arcrr/.dj-l J.fin.af-f- - c.d j. 

‘ ' a * a +m 




fin.a|- 


pofito fcilicet quod quantita* / fit oonftans , quae in integratione addi 


d t 


debet, fi evanefcente arcu 3 non fit etiam — =0. Bins autem ter- 
ming pofterioribus juxta formulas trigonometricas refolutis, reduftif- 


fin. a 3 + m 3 


H* 


fin. a 3 — m\ a c. fin. a 3 . cof. m 5 


a* — m' 


quc ent - e . • 

» a+ /n 

— c<n,< y^ * f • atque hac facta fubftitutionc , ac termini* 

a 1 — tit H 

omnibus per ( cof. 43)* divifis fiet 

dt ^ a 1.1/3. fin. a 3 af.di-\-b.diSm.a\ ^ ae.d j.fin.a^.cof./n; 


cof. a 


{ 


cof. a; 


I . cof. a ; 


a* — at . cof. a 3 
cm.d\ .cof.af.fi n. m\. 


a' — m ' . cof. a 3 1 

Hac vero aequatione ad formulas problematis antecedentis fimiliter 
relata patebit binos priores tcrminos nihil efle aliud quam d : 

f fin ci "4" b 

binos terminos fubfequentes d (— — — ) : ac pofteriores binos 

v a* col. a 3 * 


effe d (- 


c . cof. m 3 


:)• 


a‘ — m ' . cof. a 3' 

Quod fi igitur fit h quantitas conflans , quae in hac alia integratione 

Qq 1 addi 
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+ 


: . cof. i 


... , , . t /. fin.ar o 

addi debet, ent ■£=/$ +■' -) 

cof. a 5 a . cof.a j a'.cof.aj a * — m ' . cof. a j 

ac denique fi pofito j = o fit etiam t = o , & o , atque in po- 


flrema hac xquatione , pofito cof. m j = cof. a j ss i , fuperfit — -f* 

■ , crit h = — — — - — , ac fiet ultimo reduda xquatio 

cof. a ^ 


a* — m' a ' a' — nt 

b /cof. mf 




a — m 

COROLLAR 1 A. 

I. Eadem calculi fcrie , iifdemque redudionibus repetitis , ex dif- 
ferential! xquatione ddt-\-a't.d j* = b . d f -f- c . d j* . cof. ( m j -|- n ) , 
pofita n conftanti quantitate , eruetur integralis xquatio 

b C . cof. m r -f- n c / cof. rt + a r cof.n 

tz= — (l — cof. a r) -j — ( 1- ): 

a* * a* — m' a — m a -j- m ' 

eadem etiam ratione fi propematur xquatio alia differentialis 

d d t 

• -f- a* r = £ -f- c . cof. m g • cof. n j 
port geminam integrationem prodibit finita xquatio 

< = ^( I ~ cof -‘ l 5} + c C * ; ) +&( r *) 

Hujus generis xquationcs integrarc primum ccpit Eulerus Cap. VI. 
Difiertationis de fluxu , & refluxu maris . Generalem integrandi mc- 
thodum Alembert in adis Berolinenfibus anni 1748., Melanderhielm 
in lineamentis theorix lunaris Parmx editis , atque authores alii tra- 
diderunt . Hac primum integrandi methodo ego ufus fueram cum de 
lunari theoria, qux pendet ex xquationibus hujus generis, analytice 
cepilTem agere. 

II. Generatim in dilferentiali xquatione additis quotcumque ter- 
minis formx c. cof. m j , g; cof. n j &c. in integrata xquatione coef- 
ficiens termini uniufcujulque erit ipfe cocfiiciens , qui in xquatione 
differential! occurrit , divifus per differentiam coefiicientis fecundi ter- 
mini a' , Sc quadrati m' , auc n' coefiicientis anguli variabilis : cocffi- 
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cien» autem illiuj termini , qui cofinum anguli a 3 involvet, erit fum- 


ma aliorum omnium coefficientium - 


8 


&c. inverfo 


a* ' •' — m' a* — n' 
figno acceptorum . Sic vero eo magis integratione augebitur cocfTicieas 
quo propius ad equalitatem 'accedent quantitates a, &c tn , aut n, 
minorefque erunt fra&iones a* — m ' , a* — a’&c. , atque cafus hake* 
bitur terminorum qui alium penitus ordinem referent in differential! , 
atque integrali equatione . Et ficuti in integrationibus illius forma: , 
quam in Coroll. I. antecedents problematis indicavimus, eorum pre- 
cipue terminorum habenda eft ratio, in quibus coefficicns anguli va- 
riabilis eft quantitas aliqua cxigua ; ita in pofterioris hujus forme in* 
tegrationibus ii diligentius fupputandi erunt termini , in quibus cocf- 
ficiens anguli variabilis ad coefTicientem fecundi equationis differen* 
tialis termini proxime accedit . Utcrquc cafus occurrit in evolvenda 
Lune theoria . 

did 

III. Si fit a'=m' reafiumendo cequationem r = c.cof.jj, 

“I* 

ipfamque multiplicando per fin. a 3 , ut prodeat equatio 
d d c fin. a 3 -f- a* t . df . fin. a 3 = d c . d 3* . fin. 2 a 3 , 
priore equationis ejufdcm integratione emerget 

d t . fin. a 3 — a t .d 3. cof. a 3 = — - ( r — cof. 2 a 3 ) : 

4-2 

ac terminos omnes dividendo per (fin. a 3)*, five per . cof. 2 a 3, 

c 7 , 

ac rurfus integrando eructur / = — -. (10.03, ft 036 q uantltas evane- 

fcerct pofito fin. a 3 = o , aucto autem arcu 3 poffet cvadcre utcum- 
que magna . Quod fi denique in equatione differentiali adderetur ter- 
minus aliquis forme cj.d 3* , quantitatem e affumendo adeo exiguam 
ut poiTit negligi ipfius quadratum , & finus arcus c 3 fit proxime equa* 

lis arcui, loco c 3.4/3* in differential! equatione ferib^ndo — - — - , 

eademque methodo procedendo, in integrali equatione oportebit ad- 

, c. fin. c 3 c. fin. £3 . c 3 , . .. 

dere — d- = - = — - , atque ita equatio terminum ahum 

c,a* — s* £ . a* a* in- 



$i* De Algebra 

involvet arcui { accurate proportionalem . Simili modo ex differen- 

ZCT* 

tiali termino cf d\ x pro xquatione integrata eruetur terminus — 


PROBLEMA XCVI. 

Differentiales finuum , & cofinuum formulas ad praecedentes alias bi- 
nomiorum formulas reducere . 

Si in fig. i }i. fiat A D = r, DC = i , Cc = i( , DF =y , 
F f = d y , prior antecedentis problematis arquatio ad hanc aliam ex- 

preflionem deducetur d j ^ ^ ® ^ at ^ n ^ u P M ^ == ~ x , Bit 

— dx, quia fcilicet elementa arcus, & cofinus figno contrario de- 


bent accipi , 


erit aequatio altera d j 


— rdx 


aut fi fiat D B = e. 


■dt 


■ : quae funt differcntiales aequatio- 


B b = de, erit d j , . . 

’ /(*rr — C) 

nes circuli ad tangentem, vel ad abfciflam a ceutro, vel a diame- 

tri vertice fumptam relati . Hifce autem pofitis denominationibus erit 


cof. t = — , fin. r : 

1 T 




, adcoque etiam 


I. d.ttng. T = d(^/('r* — = ^ 

. — x d x 

II. d.fin. ? = i T .cof. T = ^^— ^ — 

III. d.cof. \ ==— 'd\. fin. | = dx 

IV. d cof. f. fin. f = — xdx^ i — — ^ 


V. d\ .cof. f. fin. f* = — x* dx ( i — -3d) 

" — 1 

VI df.fin.f </x( i — x*) ‘ 

cof.f ” 

vtr —xTJx 

1+1 

fm.f (i —x') % VIII. 
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fin. {*. cof. (" xT( i — **) ’ 

fi fcilicet in pofterioribus quatuor hifcc cafibus pro unicate accipiatur 
radius . 

COROLLARIA. 

I. Si prior problcmatis hujus formula cum alia conferatur , quae 
in Coroll. III. Probl. XCII. tradita eft , manifeftum fiet imegrationem 
formulae cujufvis , in cujus numeratorc occurrat fimplex differentiale , 
denominator autem fit fumma , vel differentia quadrati variabilis cjuf- 
dem, Sc conftantis quantitatis, ad logarithmos, vel ad circulates arcus 

d \ 


deduci . Ita fi proponatur formula 


ac faQis redu&ionibus evadat formula 
4 dy 


/*+ A T + T* 
d y 


, & pofito j = y — '-h, 


/* — -j h'+? 

; inprimis fi fit a/‘> h' , integrale formulae 


propofitae erit arcus circularis tangentis y , Sc radii •/ ( /* — - h' ) , 
qui arcus per f‘ — ~ fr , quadratum fcilicet radii ejufdem dividatur; 
deinde vero fi fit < d h' , St alter denominatoris terminus fit ne- 

gativus , pofito f * — h' = — A , erit formula = 

— dy / i i \ 

— ( — f- ) , Sc inreeratij ut antea ad logarithmos de- 

il x l + y l — y) 

dy — i 

ducetur: ac denique fi fit 4 /*= <4* erit S. — = |-C,quod idem 

y y 

valet de cxteris hujus fpeciei formulis . 

* te “ au ““ f “”““ h " i “ probl '““ i ’ 7F=k 

, numeratorc fimul ac denominators 

per 


fcribamus 


— d x 


I • 1 ) 
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per x -f / (. x* — i ) multiplicato , differentia circularis arcus d j fra&ione 
hac alia exprimctur — i x — — — X ^ X — j in qua quidcm ci>m 

V — i ■(* + ✓(•** — i J) 

numerator fit ipfum dcnominatoris differentiate per/— l divifum. 


fuinmis ut antea acceptis prodibit j = — ' — .log. (jt + / ( x* — i)), 

qua: quantitas cum cvancfcat pofito x = i , 6c conllans nulla in in- 
tcgrationc addi debeat , polito deinde x i — r. o fiet circularis quadrans 
log. / — I 

— - , 6c adhuc eadem abfurda emergent , quae in Probl. LXX. 

/ — I 

enumeravimus . At rurfus hie debet repeti quod cum affumpta fubtan- 
gente imaginaria nullus amplius conftruGioni Logarithmicae fit locus, 
& femiordinatis imaginariis nulla omnino curva refpondeat, logarith- 
micae formulae , quae fubtangenti reali affumpta prodeant , ad ima- 
ginarias quantitates traduci nequeunt , ut jam in corollario fccundo 
ejufdem problematis monuimus . 

III. Ad alias vero formulas procedendo invenictur illico 

* + 1 ■+« 

S.Jj.cof. T fin. T -= — S.xdx(i—x") s 

n -j- i n -|- I 

fubfequentium autem formularum integratio , exponentibus m , n po- 
fitive, aut negative fumptis, deducetur ad integrationem formulae 


« - I 

x m d x(i — x'J 1 , 6c haec rurfus non crit nifi pcculiaris cafus formu- 
lae alterius generalis, in quo loco i — x' proponatur binomium quod- 
vis i -f- ex’. Ejufdem generis erunt formulae, quae differentias rff .tang 
dj. fee."" utcumquc involvent. Cl. Eulerus in fua de Molendinis differta- 
tione, qua: in Aclis Berolinenfibus anni 1756. legitur, fex primum inte- 
grales formulas propofuit , quae peculiares exhibent cafus calculi finuum , 
ac cofinuum. Bicnnio poll Cl. Malletu; in AGis Holmienfis Acaderaiae 
anni 17$ 8. integrandam affumpfit formulam d f . fin j" . cof. j” pro ca- 
fibus iis omnibus, in quibus numeri m, n effent integri, 8c utcumque 
poiitivi , aut negativi . Paulo poll idem author ad feGiones conicas 

per 
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reduxit formulam S . — i — ■— — — , in qua F {,/{', (p { promifcue 

( i + /j(p{;“ 

client finus , cofinus , tangens , cotangens , fecans , cofecans arcus j 
radio i defcripti , /> , q , in numeri intcgri , & m Temper numerus affir. 
mativus : atque haec omnia fexdecim theorematis expofuit in thcli bus 
Upfaliae editis anno 1764.. Omnia fulius, & ingeniofe pertra£lavit 
Eulerus , potifllmum Cap. V. & VI. Par. I. de Calculo Integrali , quod 
opus anno 1768. Petropoli in lucem prodiit. Hujus problcmatis fub- 
ftitutionibus jam fatis patet praecipuas hafce finuum , St colinuum for- 
mulas refolvi in alias binomiorum expreftiones , nec norum, ac pc- 
culiarem calculum expofcere . " • ‘ 

PROBLEMA XCVII. 


Integrationem formulae x'dx( 1 -{-ex’)" ad integrationcm for- 
mularum aliarum deducere, in quibus exponens p exponente n aliquo- 
ties fumpto augeatur , vel imminuarur . 

Ex formulis praecedcntibus intelligitur facile quod efle debeat 

S.x , dx(i-j-cx') m =: — ( — - — - — ■ — \ ‘ ( I -{■ CX* 1 » + « 

c \p + m n -f- 1 / 

L(. f.— *t JL)s.xf—dx( 1 +cx-)-. 


Sumptis enim differentiis quantitatis x ' - + 1 ( 1 + c x" ^ + 1 juxta 
antecedentes regulas habebimus 


(p — n +1) Jff — " dx(i -f-c x" )"(i -f- c X - ) -f - m 4 - 1 .ncx' dx(i-\-cx')' ml 
unde dempto termino (p — n -(- 1 )x'~ - d x{ 1 4-cx*)“, 8c reliduo 
per c(p-\-m- f-i) divifo fupererit x’ Jx(i-\-cx") m , quae eft ipfa 
quantitatis propofitae dilferentia . 

Rurfus fi in propollta formula feribamus p loco p — n , p + n 
loco p , 8t p-j-n-^:mn-\-i loco p -{• m n -\- 1 tranfpoiitis , ac rcdudlis 
terminis illico alia prodibit formula 

S ,x’ dx( 1 4-ex" )*= — - — xt+ l (i4-ex")" + l 

P+ 1 

— ( 1 + S • c + ’dx( 1 4-e**)" : 

Rr & 
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& qua ratione Integratio formulae x' d x ( i -|-c^)"ad finitas quanti- 
tates, & integrationem formulae xf ±-' d x{i -|- c x" )" reducitur , hu- 
jus etiam formulae integratio , exponente n addito , vel fubdudo , re- 
ducetur ad integrationem formulae xt±. ,, d* : (\ c x" ) m , Sc haec rur- 

fus ad integrationem formulae x> d x ( i -f- cx?) m See. 

COROLLARIUM. 


Quod fi igitur differentialis formula binas fimul potentias quaf- 
cumque involvat variabilis x, Sc binomii i -f- r", patet omnis inte- 
gralium redudio, quam gcncratim pro quolibet polynomio invenerat 
Newtonus in Propof. VII. de Curvarum quadratura . Atque in priore 
quidem redudione patet quod li fuerit p — n -f- i =o variabilis ex- 
tra fignum potentiale pofita erit differentiale ipfum variabilis fub figno 
pofitae, Sc integrale finitis terminis habebitur . Pariter fi fit 
p -f- i = — n .( m- f- 1 ), erit in pofleriore formula 

S.x'dx(i+cx-)'=S.x-*-‘dx(x-’ + c)"=—-^-(—+c) m + '- 

nm + n x' 

In binis hifee cafibus integrale finitis terminis exprimi jam adnotavc- 
rat Bougainville Cap. VIII. Par. I. . At aliud infuper a nobis addi hoc 
in loco debet : quod fi in priore cafu fit p -f- m n -f- t = o , Sc in cafu 
altcro p-\-i-\-mn-\-n = o , utrobique irrita , ac nulla erit redudio . 
Hue pertinet Newtonian* illius propofitionis cxceptio quam D. Alem- 
bert objecerat §. XXXV. DiiTertationis , qu* in adis Berolinenfi- 
bus anni 1746. legitur. Ait enim fummus hie Geometra ex celebri 
illo Newtoni theoremate , quod generatim fuo loco explicabimus , 

— d x 

colligi etiam pofle integrale formul* /, Tj » 1 uae circularem 

d x 

arcum defignat , pendere ab integrali formul* quod 

^(4* — x>) x M*** — ** ) 

eft At vero in cafu illius formul* elTet d = o,/7= 2 , 

x 

in = — ~ , Sc p-\- mn -\-i = o , ac loco x* dx ( 1 + c xr ) m in di- 


vifione prima fupererit — , 8c nullus cafibus Newtonian* redudionis 
o 

eftet locus . 

PROBLEM A XCVIII. 

Eamdem formulam ad integrationem aliarum formularum dedu- 

ccre. 
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cere , in quibus exponras m numero quovis integro augeatur , vel im- 
tninuatur . 

Cum fit d ( x*— n + ' (i -f-cx* ) ■ + ') 

= (p — n + i+c x’) m + 1 

+ ( m +- I ) n c jc* d x ( l + c at" Jr 
fola formularum infpedione patebit quod effe debeat 

S .x* dx( i ex' ) m ■= — | ■( i +£**)* + ■ 

1 ' nc(m-\- i)' 

— S.xt-’J 3 1( I 4* ^ x ‘) " + 1 1 

nc(m+ i) 1 7 

ac fimili modo fumptis , reduflilque differentialibus patebit effe 

S.x , dx(i-\-cx" )" = f X L | ( l +c jf) m + * 


n(m+ i) 


+ ( i+-/^—)s.xrdxCi+c?)~ + '-. 

\ n(m+ i)/ 


atque in hac rurfus aequatione fi ab ultimo ad primum terminum re- 
grediendo feribamus m loco m -)- l , & m — i loco m , alia integra- 
lium reductio, & forma exfurget 

x' + • f l + cx" )" mnS.x’dx 

S.x>dx(i+cxr)- =- Lj r— — (i+cx-)—', 

' y p-\-mn-\-i p-\-mn + i 

& qua ratione integrate formulae propofitae ad integrationem formulae 

alterius reducitur, in qua exponens m unitate major, vel minor fit, 

hujus etiain formula: integratio ad aliam reducetur , in qua exponens 

unitate aliquoties fumpta augeatur, vel imminuatur . 


COROLLARIA. 

I. Cum igitur integrate formulae propofitae quatuor modis diver- 
fis exprimi, & ad iotegralia urriuslibet exponents aucli, vel imminuti 
deduct pofiit , copulatis problematis utriulque formulis integratio for- 
mulae x r d x f i -j-cx"J m pendebit ab integratione formulae 
x’ek” d x ( i -J- cx " ) 1 , & rurfus ab x’ X. Tr d x (i + cx’ ) "eh ’&c.. 

Quare fi w & , m lint numeri quicumque integri , formulae 
x'±. m " dx(i + c xT ) m integratio pendebit ab integratione formulae 
x> dx(i-\-cx"J, aut fi m negative accipiatur , integratio formul® 

Rr a * 
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— — — pendebit ab integratione formulae — - 

( 1 + cxT) m v 6 1 + cx* 

formula includuntur quintum , fcxtum , & feptimum ex iis Bernoullii 

theorematis, qua: in Coroll. V. Probl. XCIII. memoravimus . Hue etiam 

redeunt formulx aliae confimiles , quas apud nos authorcs alii ex una in 

aliam integralium fpeciem converfas expofuerunt . Hi autem omnes non 

funt nili peculiares cafus Propofitionis feptimae Newtoni de curvarum 

quadratura : cafufque eofdem hie placuic a propofirione ilia fejungere , 

atque ad generates calculi finuum , 8c cofinuum formulas applicare . 

»■— I 

II. His pofitis rcaffumendo formulam x “dx( 1— x * ) 3 , qua in 
Probl. XCVI. generales calculi ejufdem formulas complex! fumus , 
manifeftum eft qua rarione integratio omnis ad alia integralis calculi 
principia reduci debear. Primo cnim ft n lie numerus aliquis impar, 

& numerus par, aut fi pofico n alio quovis numero fitm|i 

multiplus aliquis binarii , integratio ad cafus Probl. XCIII. illico re- 

ducetur: quos cafus ad generales formula: unius in aliam tranfmuta- 

tiones fufe revocaverat Bougainville Cap. IV. , V. , & VI. Par. I. de 

Calculo Integrali . Deinde vero fi n lit numerus par, & pofitive ac- 

cipiatur , unitatc aliquoties fubducla , adciita vero aliquoties unitate fi 

. . . x i 1 " d x 

fi numerus accipiatur negative , integratio ad formulam S . — — 

deducctur. Quod fi denique exponens m fit numerus aliquis par, Sc 
m -f- t impar , binario continue addito , vel fubduclo prout m acci- 
pitur negative , vel pofitive , integralis quantitas finitis terminis ex- 

primetur , adjefto termino 5 . ^ , qui circuli arcum exprimit. 

III. Si in gencrali ormula x* d x ( i -f" c x* j”, exponens m pofi- 

tivc , aut negative accipiatur, 8c fiat c = — t, ex quatuor 

iis integrationum formulis , quas in binis hifee problematis reccnfui- 
mus , videndum erit quae limpliciores exprelliones involvat quantita- 
tum finirarum , aut logarithmicarum , aut arcuum circularium . Ut fi 
integranda proponatur quantitas 1/3. fin. j*= — dxi/(i — x ' ) , & 
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in pofteriore formula hujus problcmatis fiat p cs o\ m = i , erit 

d X 

etiam S . — d x<J (l — .t*) = — - ar/f t — x * ) — i S . — - 

v ' * vv ' 1 ✓ (i — x') 

= -j j— —7 fin. - . cof. i . Pariter fi proponatur formula d\. fin. j* = 
a i 

— dx ( i — •**) '■> pofito /n = -1 Set S . — - d x ( i — x' ) 4 

i 

s=? — 7 *( 1 — — 7 S. </*✓( i — a-*) 

= H — 7 fin -I-c° f f— 7 fin. f ’ . cof. j : 

atque ita prxcedentes alis finuum, 8c cofinuum formula' ex prioribus 
integralis calculi principiis crui poterunt . Univerfim autcm nifi aliquod 
integrale in formula quavis reduda innotefcat , inutilis erit redudio : 

. . X* d X 

Ut fi integratio formul* — — — - dcducatur ad integratior.cm formu- 


lae alter ius 


’ dx 


a 1 - 


Sc S.l 


\x , (x’ + x')J \a' + x'J 


re- 


dudionum exempla occurrunt in opufculis anno 17 70. Verona: cditis. 


APPENDIX 


De Newtomana Integralium Tabula . 


C Alculi infinitcfimalis principia , five , ut Newtonus vocabat , di- 
redam , 8c inverfam Huxionum methodum , Lcibnitius vero , 
8c Bernoullius, differentialem , diffcrentio-differentialem , in- 
tegralcm , atque exponentialem calculum , tradidimus in hoc capitc , 
ac binomiorum formulas prxcipue evolvimus, in quas calculus omnis, 
quern vocant finuum , 8c cofinuum , refolvitur . Et quidem per cafus 
/ingulos excurrendo differentiales omnes duorum nominum furtpulas 
attigimus , quarura integralia aut finitis termini* exprimere , aut ad 
fcdionum conicarum areas reducere docuit Newtonus in ea Tabu- 
la, quam ad calccm tradatus de curvarum quadraturis adjecerat . De- 
cern nimirum priores formulx curvarum , quas abfolute quadrabiles 
efle Newtonus aniroadvertit , non funt nifi pcculiares cafus formulas 

(a + 
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(a-{-cx') m bx rH - , dx, in qua loco r affiimpfit ipfe numeros integros 
i, i , 3 , 4, & loco m fcripfic ± j-. In tribus formulis fubfequenti- 
bus, quas ad arcam hyperbola intra afymptotos, atque ad logarith- 
mos rcducuntur , ft at u it Newtonus m = — i . Formulas hafce om- 
nes corollarii loco ex Probl. XCIII. deduximus , adjeclis conftantibus 
quantitatibus , quibus omiflis Newtonus bina integralia cxhibuit, ubi 
unicum dumtaxat haberi potcfl . Tres alias formula; , qua: in Newto- 
toniana tabula conftituunt fecundam formam differentialium ad fe&io- 
nes conicas pertincntium , funt alii peculiares cafus formulas ejufdem 
1 d x, in qua ftatuatur m = — I , Sc loco r fuc- 
celfivc accipiantur numeri d , d , - . Primo autcm fi proponatur quan- 


titas 


— * — i 

b x d x 
a -f- c x" 




- n cj b . ' d x — - n c x'-' r d x 


b x'~' d of 


ent 


(a + ta'j' 
z b d ; 


a-f-cxf 


a-f-cx‘ 


b x 2 


& cum fit infuper x" 


— l b di 


, erit propofita formula 


<T 
— iiif 


a -f-car” 


b a * 1 r — b . 

nc/(— -) f* ) 


, eaque circuli ar- 


c c J a 

cum exprimet fi c fit quantitas pofitiva , & ad hyperbolas atquilateras 
aream deducetur fi quantitas eadem c negativa fit . Integralia omnia 
hujus generis , qu® ad ellipfeos , & hyperbolas quadraturam revoca- 
verat Newtonus , ad fimpliciorcm circuli , & hyperbolas asquilateras 
quadraturam deduci animadvertit D. Mdanderhidm fi loco 

Al t *. d \ 


n b 

c 

C C 


feribamus 




.b 


■. Formula: vero 


ca-V (— — 


— * — I —i| — 1 

b x* d x b x' d x 


U + CJ f 


a+coc" 


Sc aliac quadibet, in quibus numcrus n ex- 

P°- 


Digitized by Google 



Integralium Tabula. 319 

ponenti numeratoris aliquoties addatur , juxta Probl. XCVII. , numcro 
codem aliquoties fubdu&o ad pracedentia integralia deduci poterunt- 
Oclo aline formulne fubfequentes , quae in Newtoniana tabula confti- 
tuunt tertiam , & quartam formam curvarum , quarum area ad qua- 
draturam feel ion um conicarum pertinct , funt cafus aliquot generalis 
formulae (a-\-c)!‘) m bx- r ’-'dx-. atque in prioribus quatuor a New- 
tono aflumitur m = ~ , in quatuor aliis m = — d , & loco r aifu- 
muntur numcri 0, 1, 2, 3 . Et quidem pofito r = o integrate for- 
mulx propofits ad aream circuli , vel hyperbola; xquilaterx fimiliter 
deducetur flatuendo ^ ( a -f- c x* ) = j : cafus vero alii per continuant 
exponentis n additioncm in cafum priorem eodem modo refolventur. 
Ita igitur patet qua methodo , 8c qua ratione viginti quatuor priores 
Newtoni formula; integrari poffint . 

Novemdecim aline formulae , quae in Newtoniana tabula oecur- 
runt, quxque aut trinomix funt, aut duarum binomiarum produclurn , 
aut quotum exhibent, exhibent cafus alios Newtonianx illius Propo- 
pofitionis, quam memoravimus, nonnullx etiam ad formulam illant 
pertinent, quam integrandam Taylorus Gcometris non Anglis propo- 
fuit . Singula inferius tradenda , atque illuflranda erunt . Suo etiam 
loco dc novis aliis differentiaiis calculi fpeciebus, formifque agemus , 
quas in hoc capite prxterivimus , 8c quas variationum , Sc differentia- 
rum partialium calculum appellant : variationum quidem cum cadem 
quantitas variabilis duplici modo , ac ratione variari intelligitur : dif- 
ferentiarum autem partialium , cum formula: cujuslibct , five ut ge- 
neratim vocant funftionis , ex quibuslibet variabilibus quantitatibus 
utcumque compofitae differentialia primi , Sc fuccedentium aliorum 
ordinum accipiuntur una tantum , vel altera ex his quantitatibus fpe- 
ftata tanquam variabili. Calculum autem finitarum differentiarum , 
a quo differentiaiis calculi Eulerus exordium fumpfit , Sc formulas 
omnes, qua: prodeunt fi in funtlionc quavis ex variabilibus A.^.pScc. 
compcfita , fubftituatur x -f- a x , ac dcindc jr-f-»ax,x-f-3»x 8cc. , 
atque univerfim r-f-mar loco x , 8c pari ter y -f- m y loco y Sec. ac- 
cipianrurque primum duarum funflionum proxime fe confequentium 
differentia; , 8c differentia: differentiarum See. confulto omittimus : 
quod cum vix alius formularum hujufmodi , 8c finitarum differentia- 

ruin 
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rum fit ufus quam in ferierum, 8c progreflionum do£trina, xedem 
autem conclufiones, eadcm Euleri exempla ex noth aliis differentialis 
calculi principiis brevius poffint colligi , ut mox videbimus , maluimus 
hxc omnia ad hypothefim femiordinatarum proximarum potius_, quam 
finito quolibet intcrvallo a fe diftantium rcvocare . 

CAPUT DUODECIMUM. 

De Seiieivs Infinites. 

J Am ergo plures diffcrcntiales formulas enumeravimus, quae ad In- 
tegra t lone m aliquam deducuntur , plures alias deinde addemus, 
plurimx adhuc fuperaddi poffent , quin aliqua habeatur generalis 
regula integrands; differentialis cujufvis formulae , quae unicam etiam 
variabilem involvat , & juxta Probl.XC. Temper quidem affignari pof- 
fit quae areae propofitx differentia , non autem Temper qua; area dif- 
ferentiae propofitx refpondeat . Generalis integrandi methodus ea eft , 
qua formula differentialis in infinitam feriem convertitur , . cujus fin- 
guli termini poffrnt integrari , atque in hanc methodutn refolvuntur 
regula: aliae omnes integralium ad logarithmos , 6c circulares arcus , 
atque , ut inferius videbimus , ad arcus etiam ellipticos , 6c hyperbo- 
licos reducendorum , cum non nifi infmita ferie quavis ex quantitate 
propofita logarithmus , aut ex llnu , cofinu , tangente arcus , atque 
ex arcu viciffim finus , cofinus , tangens defmiri poftit , atque in ca- 
fibus omnibus hujufmodi , fi fcrics apte difponantur , ac terminos con- 
tinue decrefcentes habeant , ad ufus omnes phyficos , 6c arithmeticos 
fufficient . Haec qux latiffime omnium patet integrations ratio eo di- 
ligcntius exponi hoc in loco debet , quod ubi binx fimul variabiles 
permixtx Tint tlon nifi longiore diagrammate infinitas feries ex xqua- 
tione propofita elicere docuerit Newtonus, neque authores alii dia- 
gramma ad fimpliciorem formam hactenus revocaverint. 

Hx vero priores inveftigationes ad generalem methodum ferie- 
rum infinitarum ex generali termini cujufque expreflione in unam 
fummam colligendarum facile viam aperient . Plures ferierum fpecies 
fuperius jam occafione data evolutx funt : qux ex divifione exfurgunt 
in Probl. VII. 6c VIII. : qux ad progreflionss Geomctricas , 6c Arith- 

mc- 
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tneticas prscipue pertinent in tribus aliis Problematis fubfequentibus : 
quae potentialcs, & radicales feries appellari folent in Probl. XLV. 
& XLVI. , quse ad Trigonoraetriam , Logarithmotechniam , Cyclome- 
triam pertinent in Cap. VI., VII., & VIII., quae ad atquationum re- 
folutionem in Probl. I .XXXVIII. , & LXXXIX. . Et quidem ex ip(a 
formulae in Probl. VIII. traditae infpedione patet quod fi a primo in- 


cipiendo numerus terminorum feriei , in quam fradio - refolvitur,' 

b — c 


ac x ~ x 

▼ocetur j , erit feriei terminus — — — , qui idcirco dicitur terminus ge- 

neralis quod loco j datum quemcumquc numerum integrum fubftituendo 
datus quicumquc feriei terminus exfurgat . Ita cum lit 


— tt — = 1 , erit 2 . (} x)‘~‘ — ( 2r) : -> 

1 — jf-j-djc* r — ix 1 — jr 1 ' ' ' 

generalis terminus feriei , in quam aut bin* hujufmodi fradiones , aut 

unica ilia rcfolvi potell . Patet etiam ex Coroll. II. Probl. XLV. efle 

m(m + 1 1 )...( /71 + 3 — 1) 

— 1 — -- : ac *-• generalem terminum fe- 

1 . 3 — Ct — 


riei , in quam refolvitur fradio . 

— «)“ 

De inveniendo generali termino feriei , in quam potentia , aut 
fradio quaevis refolvitur, fufe egit Eulerus Cap. XIII. Introdudionis s 
atque in capite fubfequente, & Cap. II. Par. I. Inftitutionum Calculi 
DilFerentialis , ac tota fere pofleriore parte , fufe pariter egit de inve- 
nienda earum ferierum fumma , quae, quod generalem aliquem termi- 
num habeant, generales vocari folent. Sed antea etiam infinitarum 
ferierum dodrinam late tradiderant Jacobus Bcrnoullius, Mac-Lauri- 
nus, Moivrtcus, Stirlingius, aliique authorcs , atque ex noflratibus, 
qui dc feriebus infinitis poflremo egerunt, commemorari inprimis, ac 
laudari debent Vincentius Riccatus , & Antonius Marius Lorgna , quo- 
rum primus in libro Bononix edito , anno 1756., cum libi plures for- 
mulas propofuilfet ex numcro terminorum feriei , & quantitatibus con- 
Rantibus confiatas , quibus fetiei fumma ad numerum terminorum 3 
exprimeretur , loco 3 feribendo 3 — i , & binas fummas fubducendo 

S s a fe 
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a fe invicem generalem terminum determinavit , ac deinde regreffu fa- 
fto ex generali termino totius feriei fummam invenire docuit : alter 
vero in Traftatu, qui anno 1775. Verorix prodiic , fibi primo genera- 
lera terminum propofuit , cujus confians effet numerator , denominator 
autem elTet formx a b j, St unica integratione feriei fummam ex- 
hibuit , atquc ubi denominator ex duobus , tribus &c. hujufmodi fa- 
floribus confurgeret , aut ubi in numeratore adderentur infuper quan- 
titates c p , e Sic. , repetitis integrationibus , ac reduSionibus ad in- 
veniendam ferierum fummam ufus ell . Ego cum feriem quamvis pro- 
pofitam in duas , aut plurcs alias dividendo , & fejungendo faffores 
fingulos ut in Probl. LI , & L 1 I. explicatum ell , plurium faclorum 
cafum eumdem eflfe deprehcndiffem quam ubi unicus denominatoris ell 
faclor, cafus autem fa&orum in ferie arithmctica progredientium, quo* 
Stirlingius potiffimum examinaverat , generalibus formulis contineri 
animadvertiflem , atque ad eafdem formulas prxcipua Euleri exempla 
deduci, qux aliorum Audiis addenda elTe invenerim ulteriori aliorum 
examini fubjiciam, 

PROBLEMA IC. 

Integrare formulam quamlibet differentialem , qux unicam tantum 
variabilem involvat conAantibus quantitatibus utcumque admixtam , 
St ad potellates quaslibet integri, aut fracli , politivi , aut negativi 
cujuslibet exponemis elevatam . 

Cum formula omnes differentiates , qux potellates quaslibet ex- 
ponents integri , St politivi, ac conAantes quantitates uni tantum va- 
riabili admixtas exhibent, iifdem potcAatibus explicatis per lingulos 
tcrminos juxta Probl. XCI. integrari poffmt: fi poteAatem aliquam 
exponents fracli, ac pofitivi involvant, aut poteAatem quamlibet ne- 
gativi exponents, aut alium quemlibct diviforem habeant, juxta re- 
gulas illas , qux in Probl. VIII. , St XI.VL , atque In Coroll. II. 
Probl. XLV. fuerunt traditx, in inlinitas furies convert! poterunt, qua- 
rum fmguii termini eodem Temper modo integrentur. Ita cum fit 

✓ ( a'±x*) = a± — — ~ ± &c. , erit etiam 

la oa' 16 a % 128 a 


S.x'dx^(a'±x‘) = lax'± —± 

' * 10 a to a‘ 


j6a‘ 144a' 


Sic. 


Pa- 
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Ikuxitii; 

Pariter evoluta ferie, ac termini* fingulis integrati* erit 

J, £. 7 » 

ia'x‘ x' x' 


3*3 


S.xd xy/{ax±x?) = • 


S, 


X 

± — 


eumque divifionc inftituta fit 
ax' 


i J 

7 a* 36 a’ 

ad x ad x 


&c. : 


ax dx . a£ dx . 

-J — 8cc. erit 


^ a d x ax 


b + x b b' ' f 

a x‘ a x 4 


S. 


b.+ x 
xTdx 


lb * 


3 b‘ 


x"+’ x” + * 


— 8 cc. , & generatim 
x" + * 

:T &c. : 


4 b' 

*•» + } 


b ± x b . w -f- 1 b* .m-j r 1 b' . m-\- 3 . /n 4 

quae fatis exempla indicant quanam ratione in feriem refolvend* , at- 
que integrandae fine aliae quaelibet generis hujus formulae , qua: plures 
divi fores, aut radicales termino*, binomios, aut muhinomios etiam 
involvant . 

COROLLARIA. 

I. Si fraflio — — — , quae incrementum circularis arcus in 

✓ ('• — xf) 

partem adverfam fumptum exprimit , in feriem convertatur, atque in 

r* 

corollariis Probl. XLVI. fiat P = /* , Q = , m = — - , erit clc- 

— x * 

/I X* 3.x* IJ.X* 103.x* \ 

men turn arcus rdx [ 1 4 &c. ) , 

1/ 8./ 4!./ ' 384,/ J’ 

atque erit arcus omnis qui abfciflx x a centro fumptac refpondebit 


1.3.** 


+ 


1 . 3 . 3 .x’ 


1 . 3 . t . 7 • x* 


&c. 


x 4- - — — 

*.3.1* ' 2.4.3./* ' *.4. 6. 7 . f ‘ 2. 4. 6. 8. 9./* 

Pariter fi tangens circularis arcus fit y , erit elementum arcus 

"y = iv y d y x r d y ? d y &c 

J f r /* 

yi yt y7 

k arcus omnis y — - — |- — — &c. . 

Priorem feriem in Probi. LXV1I. , alteram LXYI1I. fine hifee calculi 
fummatorii compendiis fupputavimus . 

Ss 1 II. 
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II. Si logarithmic* fubtangens, ut in Probl. XCII. , vocetur /, erit 

x* 


m fix fJf X 

S.j T - x = log.^- r ) = x 


x* x* 

~rlf 


V 


&c. j 


& fi fiat /== 1 , eadem feries habebitur , quam in Probl. LXV. ex fola 
hyperbol® confideratione collegimus . Qu* autem feries in Coroll. II. 
Probl. LXIV. fuit tradita facile ctiam fine hyperbol® fubfidio exhiberi 
poterit. Nam fi fit c numerus file, qui pro logarithmo habeat uni- 
tatem , atque affumatur 

1 + + &c.=jr,crit 

adeoque erit — = d j , ac , pofito quod logarithmorum modulus fit 

unitas , erit log . y = j =: j , log. c , kyzxzc'-. Hujufmodi ferierum 
fpecies vocantur recurrcntes , quod differentiis ordinc acceptis pofterio- 
res feries ad formam priorum redeant. 

III. In gcnerali autem, ac polteriore problematis hujus formula, 
fi divifionc , & integratione habita fiatuatur x = 1 , fict 

S • 77” = T== * T — ~=r &c. , 

b±x b.m+i b'.m + i b'.m-f- 3 b'.m + 4 

aut fi ordo cujufque termini in pofteriore hac fcrie vocetur T , erit 

^ • ] fumma fcriei , cujus generalis terminus fit . 6c 

*** 

* • x er * t fumma feriei alterius , cujus generalis terminus fit tantum 
: unde fi in cafu aliquo , dato valorc exponentis m, fumma om- 

• x “i x 

niUm b± x ’ 3Ut term inis exhiberi, aut ad logarithmos , & cir- 

culates arcus pracedentibus regulis dcduci poflit , feriei fumma ex ge- 
nerali termino eruetur : & fi non feries quidem omnis, fed datus ter- 
minorum numerus in unam fummam colligi debeat , ex fumma feriei 
totius detrahenda erit fumma confimilis terminorum, qui poll datum 
terminum in ferie eadem obvcniunt. 

IV. 


m + j 
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IV. Si proponatur feries, quam pag. 61. fummandam fibi propo- 

fucrat Stirlingius r — 1 1 *— See. , erit gene. 

3 • 3 J-9 7 • *7 9-8* e 

I I 

ralis terminus ■ , feu redu&ione fa&a 1 : 

(-*+*03 * (-i+03* 


& pofito 6= 
eaque pofito V x = 


— - * erit fumma omnis i S . 


dx 


(3 +*JSx 


3 *y 


-y, & dxz= ly dy deducetut ad S . — , qui 

3 +y' 


manifefte ell arcus circuli , cujus tangens lit j, & radius </ j : quod 
etiam ex Coroll. IL Probl.LXVUI. colligi diretle poterat. Nam fi ra- 
dius circuli fit unitas, erit tang. 30”= /d , 8c tertia quadrantis pars 


erit / 3 ( 1 — I — - — &c. ) , adeoque fi tangens arcus 

3.3 1.9 7.17 

30* aflfumatur pro unitate, & radius circuli fit / 3 , tertia quadrantis 
pars ferie eadem propofita definictur. Videbimus quam facile feries 
aliae, quorum denominatores ex pluribus fa&oribus fimplicibus con fur* 
gant, ad hanc generalem formulam reduci po flint . An tea vero de 
alio Newtoni diagrammate agendum ell. 

PROBLEMA C. 


Aequationem quamlibet dilfercntialem , in qua binae fimul varia- 
biles permixta: fint, in infinitam feriem refolvere, 8c integrare. 

Proponatur aequatio dyz=dx( i — 3 jc -f -y -f -x' + xy), eaque 
m feriem refolvi debeat , in qua variabilis x potellatcs femper altio- 
res fiant . Patet quod cum altioris dimenfionis terminis neglect is aflu- 
mi polfit dy = d x , 5 c fi confians nulla in integratione addi debcat, 8c 
fimul variabiles bin* x,y evanefcant, accipi polfit x loco y ; fecun- 
da: dimenfionis non alius occurret terminus quam d x (y — 3 x) , five 
— 1 x dx, eoque integrato fict y e= x — x ' . Rurfus in termino y dx 
feribendo — jrMocojy, atque in termino xy d x locoy feribendo dum- 
taxat x, ac fupputato termino a* dx, iifque omnibus integratis fiet 
tertia: dimenfionis terminus — ■ d jr* -J- ~ a? -f~d X ’ = d jc . Pariter in 

ter- 
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3*5 

termino yd x fcribendo 4 *’ loco y , & — x* in termino xydx Set 
quart* dimenfionis terminus x" — ~X‘=z — quint* dimen- 
fionis eodemque ordine Temper continuata ferie prodibit 

y =x— ^+ 7 *’— 3 

4 I y 

Quod Ci proponatur aquatio dy=.di r(jx+ 3 — +— + 

& ab altioribus ad inferiores variabilis x poteftates fit progrediendum, 
ac pofito x = 0 lit etiam y=o, erit primi ordinis terminus x*, fecun- 

dus S.d x( 3 4 - — ) = 4*, & loco y fcribendo 4 a tertius terminus 
' x* 

d X I 

evanefcet , ac fiet quartus S . — = , & novos Temper termino* 


in fra£lione — loco v fubftituendo prodibit 
x* 


y = x*-f 4*- 


X 2X* 


— — &C.. 

6 x' 


Binis hujuTmodi exemplis Tatis patet qua merhodo aquationes dif- 
ferentiales , qua binas fimul variabiles involvant , in infinitas feries re- 
folvi, & integrari pofTint : Tcilicct ex aquatione propofita excerpendi 
funt termini, qui primum ordinem conflituunt , iifque loco alterius 
variabilis Tubflitutis iimul colligendi Tunt, qui conflituunt ordinem 
fecundum , tertium , quartum &c. . 

COROLLARIA. 


I. Si in aquatione propofita occurrant radicalcs quantitates eodem 
modo radicales alii , atque intermedii terminorum ordincs diftingucndi 
erunt : & 11 in priore integratione conflans quantitas debeat addi eo- 
dem adhuc modo diverfa , qua exfurgent feries , fupputari poterunt . 

Jl I 

Ut fi proponatur aquatio dy = dx(y 3 xy^ ) , feu pofito y 5 = 3, 
& redutlione fa£ta , aquatio d 3 = i x ( x -f- d 3), nullis ut antea 
conflantibus quantitatibus integrando additis fiet primo 3 = 7 x* , erit- 
que fecundus feriei terminus S . 4 3 d x= £ x* , quartus S. - , -1 . x* dx 
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s= — ^ x*8cc. . At fi in priore integrationc alTumatur $ = c*-f- i **; 

erit S . -j j(/* = |-c , ir+^ir l ) atque ita pro varietate conflantium 
variae in cafibus fingulis ferierum fpecic* exfurgent , quantitatum con- 
flantium rationem habcndam efle in hifce cafibus rede monuit New- 
tonus in Probl. II. de Mcthodo Fluxionum . 

II. Si aequatio propofita infmitam feriem involvat eadem Temper 
ratione in infinitam aliam feriem refolvi poterit . Ut fi fit 

• X* 

nulla conflante quantitate integrando addita erit y = x -J , eritque 

zcl 

1 X* X? X • 

alter feriei terminus S.dx ( — . 1 ) = — , Sc precedentes ter- 

a ta «* ' za 

minos loco y fubftituendo , colligendoque novos Temper ordinis ejufdem 
terminos , fict 

X* x Jt* JC* 

y = x+-r*+- + - + ^&c.. 

2 a a a a' 

Ha;c eadem exempla , atque has ipfas feries exhibuit Newtonus in 
Probl. II. de methodo fluxionum , 8c ferierum infinitarum . Regulam 
autem feriei cujuslibet inveniend* fingulari diagrammate indicavit, cujus 
demonftrationem Cl. le Seur, Sc Jacquier cum primi afferre vellcnt 
in Probl.II.Cap.II.Par.II.de Calculo Integrali diflin&is tabulis expo- 
fucrunt quod bre viter ad eamdem fere methodum reducitur, qua in 
Probl. LXV. , & LXVII. , ufi fumus. 

III. Si plures fimul infinitae feries atquationi propofitae obvolvan- 
tur geminanda erit methodus , Sc fimul in unam feriem termini omnes 

I — * x zy — i 

colligendi . Ut fi fiti y =dx(i — 3y4* 2 • ( ■ 1, 

D l — y i — zx-\-x k 

divifione inftituta, Sc feriebus fejun&is fiet 

dy as d x(y'-\-y' +_y*Scc. ) — d x ( }x -f- 6 x*-f- lx' +• iox 4 Scc.^ 

xd x( iy — y — y' — y t*.c.) y d x (6x x +■ 8jc’ -f- lox'Scc.J; 
atque erunt priores bini integrate aequationis termini y <= — q x* 
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; — 2 x' , terminus alter S.dx( — 8jc* — - t x' ) = — V ** ’ a ^ tcr — ■ 

qi , tt gi hi , 367 

— x' , ac fiet y== — -2 x* — ix 1 -x 4 — — x* — xf x\ 

10 J * 8 io 16 35 

Hoc aliud exemplum addidit Newtonus: ac demum ingenue faffus 

eft, quod fortafle hax perfequens, quae raro ufuveniunt, nimis mi- 

nuta fcrutatus videri poffet . 

PROBLEMA Cl. 


Si in general! termino feriei faclores finguli arithmeticam ferietn 
conftituant , qua: a dato quocumquc numero integro incipiat , & in 
ipfum terminorum feriei numerum dcfinat , finguli autem faftores 
unitate differant inter fe , feriei totius fummam invenire. 

Sit m numerus quicumque integer , 3 numcrus terminorum , five 
index ordinis , quern in ferie propofita terminus quifque obtinet , Sc 
generalis termini expreflio — i,) . . . 3 . 

Summa feriei totius ad terminum ufque ordinis ejufdem 3 debebit elfc 


— — . -f - 1 ).( \-\-m ) . ( 3 -f- m — 1 ) Hoc enim po- 

m -f“ 1 

fito fi loco 3 fcribamus 3 — 1 , & 3 -j -m loco 3 -\-m -f- 1 See. , exfurget fum> 
ma terminorum omnium ad cum ufque terminum ordinis ejufdem 3 
in ferie propofita antecedentium , eritque fumma omnis hujufmodi 

r3+*;.rT+«— o-(i+— & fum - 

mae utriufquc differentia erit 

— — ( 3 +» , + 1 — (3 — i)).(3 + , n).(' 3 +«~i).( 3 f ot — 

= — 1 ) + m — i)...3, qui eft terminus 

idem propofitus , quo bin® feries differunt inter fe . 

Si loco 3 -|- m fcribamus 3 , & 3 — 1 loco 3 -f- m — 1 , ac nu- 
meris ordine inverfo fumptis fit generalis feriei terminus j .3. (3 — 1 ). 

(3 — t ) • ff — 3) ( 3— /»), fumma terminorum omnium ad 

numerum 3 acceptoruin fimili modo debebit effe 

rrrYf + *>>•?•(? — •* )•••(! — «)• 

m -f- z 

CO- 
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IxriHITIS; 

COROLL ARIA. 

I. Si loco m fuccelfive feribamus 0,1,2, 3 , f & &c. , ex po- 
fleriore hac formula patebit quod fi generalis feriei alicuju? terminus lit 

^ + C.3.3 — i + P.5.J — 1.3 — 2 +£.3. 3 — — 2 - 1 — j&c.; 

fumma terminorum numcro 3 debebit elTe 

quse eft prior propofitio Stirlingii do ferierum fummatione. Hanc eam- 
dem feriem Eulerus Cap. II. dc Calculo Differential! §. 57. ex gene- 
nerali diffcrentiarum finitarum doclrina eruerat . Ingeniofam aliam hu- 
jus theorcmatis demonftrationcm exhibuit D. Hennert in Se£l. I. Vo- 
lum. III. Elemenrorum Mathefeos ex methodo , quam revcrfionis ferie- 
rum vocant, derivaram , qua etiam Newtonianum binomii thcorema a 
poteflatibus integri exponcntis ad potellates exponentis fracti Celebris 
Mathematicus traduxit . 

II. Si proponantur feries Arithmetics:, quas in Probl. XI. confidc- 

ravimus, & quarum differentite func numcri 1 , 2, 3, 4 &c. ac ge- 
nerales termini 3, 1 -f- 2 . (" 5 — 1 ,1 + 3. (3 — 1), aut univerfim 
1 + (n — 2). (3 — 1) , five 3 — «-f- ( n — 2^3. pollto 3 — n = A, 
n — 2 =s D , fiet generalis fumma ($ — n) . j+- -j .(a — 1 • (l + 0 


n — 2.3* — n — 4 . 3 

ess , ut eodem in loco ex prioribus induftio- 

nis regulis collegimus. Altera etiam problematis hujus formula gene- 
ratim exhibet quod in problemate eoiein decimo jam diximus , quod 


fcilicet fi generalis feriei alicujus terminus fit 


3 . 3 4 - 1 • 3 + i • • ■ 3 - 1 - m 
1.2.3..../B+1 


fumma terminorum numero 3 debebit efie 

1 . 2 . 3 . . . (m 4- 1 J . ( m-f- 1) 

PROBLEMA C 1 1 . 


Series, quae gcncralem terminum potentiis numeri terminorum I 
atque exponentis integri pofitivi exprelTum habeant, ad cafum formu- 
la; antecedentis reducere. 
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Cum fit 3* = 3. ft — i )+T 

?’=f-ft — O-ft— *)-+ 3 1 *— *T 

r=T*ft— ■ ft -ft — ft-ft — ft 

+ 6 ;’+7f + 6 t> 

a'tque univerfim cum rcfolutis terminis efle debeat 

r = 1'(i — ft-ft — ft-ft — j) ft+1— m) 

+ i-ft— ft- ft— 3>> ft+» — ft 

+ * T* • ft — l) ft + i— ft &c -i 

patet quod fi generalis terminus potentiam quamvis numeri termino- 
rum involvat , & potentix exponens fit numerus integer , & pofitivus, 
feriei totius fumma reducetur ad fummam unius feriei , in qua gene- 
ralis termini faclores fint in progrefiione arithmetica, quxque ad ca- 
fum problematis antecedentis pertinct, atque ad fummas ferierum alia- 
rum , in quibus generalis terminus non nifi potentias numeri tcrmi- 
norum inferioris alicujus ordinis exhibeat. Jam vero fi generalis feriei 
terminus fit 3*, five 3 . ( 3 — i ) 4-3, in formula ejufdem problematis 
pofito A = o , B = i , C = i , fumma totius feriei clfe debet 

(f+ + i W— O— -jl'+rf+lt 5 ac fi generalis ter- 
minus fit }' , five j • ft — i ) . ft — i) -f- 3 3 . ( j — i ) -f- 3 fubflitutio- 
nibus, ac reduflionibus aliis f.itlis debct elfc feriei fumma ft* ( 3 -f~ i/. 
Quare a potentiis altioris ordinis ad potentias alias cxponentis unitate 
minoris regrediendo, haberi poterit fumma feriei, qux gencralem ter- 
minum potcntia quavis numeri terminorum exprelfuin habeat . 
COROLLARIA. 

I. Si proponatur feries numerorum quadratorum i, 4, 9, ill, 
*{ 8cc. j erit generalis terminus 3*, & fumma ad numerum quem- 
cumquc 3 terminorum erit 4 3'+ ft* -ft 3: atque ita fi fiat 3 = 7, 
fumma feptem terminorum feriei hujufmodi erit 140. Si proponatur 
feries cuborum 1 , 8, tj , 64 &c. , & generalis terminus fit 3', erit 
fumma ft* ft -f- ij'. Sc pofito 3 = 7 liet feptem priorum terminorum 
fumma 684. Si proponatur feries numerorum j, 7, ij, 26, 40, 37, 77, 


100 5 cc. quorum generalis terminus ell 



, cum fit ft . ('3 -|~ fum- 


ma 
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ma feriei , quse gcncralem terminum habeat 1 - 7, 5 c \ ( -f- •J- •j* -f- f ^ 

fumma feriei alterius , qua: generalem terminum habeat - 7* , fict fum- 

ma omnis feriei propofita: 7 7' 4 - f 4 " 7 7 = 7 7 ( T 4 * 1 )* ■ Priora duo 
exempla Stirlingius , poftremum hoc Eulerus attulit §. LXIV. Par. I. 
de Calculo Differentiali . 

II. Si proponatur feries quadratorum numero imparium 1,9, 
25 , 49, 81 6cc. quorum generalis terminus eft ( 27 — i)* = 47* — . 
41 + 1 = 41 • ( I — 0 + 1 > erit fumma $ (? + ?)(? — 1 J + 7 =* 
- 7' — 7 7 = -3 7 f 27 1 ) (27 — 1 J: 5 c ft proponatur feries cubo- 

rum imparium I, 27, 125, 343 &c. , quorum generalis terminus 
eft ( 23 — 1 )’ , (imili modo invenietur fumma $'( if—t ), 5 c po- 
fito 7 = 4 eruetur 496 . Duobus hifee exemplis generalem fummae 
inveniendre methodum ex differentialis calculi formulis derivatam ex- 
plicavit Eulerus §. CXXXI. Par. II. . Hac ipfa autem , quam modo ex- 
pofuimus, methodo inveniri poftent fummae ferierum, in quibus gene- 
ralis terminus ex factoribus quibuslibet inter fe aequalibus , acque ex 
numero terminorum, 6c conftanti quantitate aliqua conftatis compo- 
neretur . Modo ad alia progrediamur . 

PROBLEMA C 1 1 1 . 

Si generalis terminus exprimatur fraclione aliqua, cujus numera- 
tor fit data quantitas , denominator vero ex fa&oribus limplicibus 
confurgat , quorum unus fit ipfe terminorum numerus , alii unitate 
Temper augeantur , feriei totius fummam invenire . 

Sit 7 terminorum numerus, m numerus quicumque integer, a 
quaelibet data quantitas , 5 c generalis feriei terminus fit 


— 7 — — > — ; — r — } — ; : 7 — ; r. Eadcm problematis Cl. me- 

thodo intelligetur facile quod feriei fumma ab ultimo termino inci- 

piendo efle debeat — — — — % — — -. Ubi enim 

in pbftctiore hac formula feribainus 7 + 1 loco 7,3+2 loco 7 + 1 , & 


3 + m loco 3 -f- m — 1 fiet 




’jj) DcSekiebus 

fumma terminorum omnium, qui poft tcrminum ordinis j in propo- 
fita ferie fubfequuntur : & fumma: utriusque differentia erit 

1 (± '-) = 


_ , qui eft terminus ipfe propofitus . Quod 

fi igitur in denominatore m j.( j+ \) . (j 3).. ..(f + m — 1} 

fiat j = I prodibit integra fcriei fumma a primo termino ufque ad 
ultimum , & loco j fcribendo datum quemcumque numerum , Sc fum- 
mam aliam inde prodcuntcm fubducendo ex fumma integra, habebi- 
tur fumma fcriei , quae a priorc termino incipicndo in datum termi- 
num quemcumque definit . 

COROLLARIA. 


I. Unica hac formula generatim pater , quod in propofitione fe- 
cunda invcnerat Stirlingius , ad fummam ferierum hujufmodi colli- 
gendam ex denominatore fradionis rejiciendum e(Te fadorem ulti— 
mum , & fradioncm omnem refiduam dividendam effe per numerum 

fadorum qui relinquuntur. Ita fi lit general is terminus — - — , — r — 7 -- — . , 

rejiciendo fadorem tertium j+i, Sc refiduum bifiriam dividendo fiet 


fumma 


*?•( 1 + O 


: Sc fi generalis terminus fit — , cum rejedo fa- 


dore j nullus amplius fador fuperfit, erit feriei fumma — , fcilicet 

o 


infinita . In Coroll. V. Probl. LXV. fi fiat k = i , i = t habebitur 
feries hujus generis i + 7 + - + 7 + ~ See. = — log. o , quarn quan- 
titatem effe ordinis infiniti obfervabimus fuo loco. 

II. Ita igitur inveniri poterit fumma ferierum , in quibus fadores 
denominatoris termini generalis imitate differunt inter fe . Stirlingius 
exemplis additis ad eamdem formam generales terminos revocare do- 
cuit, in quibus fadores finguli numero quocumque integro inter fe dif- 

ferrent. Ut fi proponatur feries — + % + — Sec., cuius 

1.4 2.j j.6 4.7 


g«- 
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ccneralls terminus eft — 7 — , ft loco eiufdem termini fcribamus 

6 T-O + i ) 


i-fi + 'J i -(i+'J-Ci+tJ i-(i+ O'Ci+V-Ct+i)’ 


erit 


fcriei fumma 


T T-(?+0 3 ?•(? + 1 Ml + 1 ) 


, ac pofito 


j = I fiet fumma omnis — . At cum non patcat quanam ratione 

ad eamdem formam generales termini reduci debeant, in quibus diffe- 
rentiae fa&orum lint numeri quicumque fracli , & alternatim negativi, 
methodum aliam ferierum quarumlibet in unam fummam colligenda- 
rum ex praecedentibus differentialis calculi regulis erucmus. 

III. Eadcm autem problcmatis hujus methodo odendi poffet ter- 
tia Stirlingii propofitio, quod ft generalis feriei alicujus terminus lit 

-I i 1 f_ &c. ), erit feriei 


c i + • 


fumma 


x* + "/ a 
l — x\ f 


+ *■ 


ax 

i — x 


+ c — ~—+ 21 &c.y 

X)' ) 


ibx 

+ . 

I X ( I 


?- ( t -h 1 ) i-ii+OYr + O 

Nam fi pro fumma omni alfumatur quantitas 


x* + “ (- 


+ 


B 


D 


&c.y 


T T-7+ 1 m+i-t-H* t-*+W+*-T+J 
loco j fcribendo \ -f- i , & binas feries fubduccndo a fc invicetn , pro 
gencrali termino fupererit 

, /A . ( i 
x z + ” ^ — — 


*) ■ B.(t—x) + Ax C.(i—x)+iBx ? ^ n 
I •( 7 + 1 ) 7-(T + * )•( ? + O L ' ’ 


qui in terminum propofitum recidet fi fit yl . (i — x)=a,B.( i — x) 
+ Ax = b,C .( i — x) -\-iJ9 x = c Sx.c.,five A = — - — , B=- 

c iBx 1 — * 1 ~ x 

C = — &c. . At cum non fatis generalis hate methodus videri 

poftit ubi alius coefficientium , & conflantium quantitatum in generali 
termino fit ordo., generales alias methodos proponamus. 

PRO- 
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PROBLEMA CIV. 

Si* in denominatorc fraflionis, quae generalem terminum fcriei 
alicujus exprimit, oqcurrant bini factores firaplices quancitaci conftanti 
utcumque admixti , quae pro exponente habeat numerum terminorum , 
fe riel fummam invenire. 


Sit generalis feriei terminus 


■ , & fit 7 ter- 


+ + j) 

minorum numerus , a, b, m, n conftantes quantitates. Cum fit 

- — - — — 7 — . «= — ' — ( —7 ) • propofita feries di- 

yidi poterit in binas alias, quarum una pro generali termino habeat 
t . 1 


*'■( « + T J 


, altera 


b'.(m + f) 


, Si fumma illius feriei habebitur 


duarum hujufmodi ferierum differentiam ducendo in . Colla- 

m n 

tione autem terminorum fa£ta in Coroll. III. Probl. IC. erit fumma 


quaefita 


r.{‘ 


xr dx 


■S. 


x m J : 


)• 


& fupcrius denominatoris fi* 


b ±x b±xj 

gnum accipicndum erit fi propofitae feriei termini alternis fignis fe 
excipiant, inferius fi termini omnes pofitivi fint , ac fafla integratio- 
ne flatuendum erit x= 1 . 

Si generalis terminus fit ; — — ; ; , Si loco occurrat 


( m + ■ ( n + \) ' 


S'- 


quantitas b x , loco ctiam quantitatis b fcribere oportebit — , Si fiet 

b 

fumma feriei propofitae — - — ( S . — — — 5 . ^ , atqua erit 

m — n\ 1 r ) 


~b ±X 




pariter feriei fumma — - — ( S. — — — 5 . - — — fi generalis ter- 
ra — n\ , 1 / 


y ±Jf 


T ±JC 


minus fit 


r b * + i 




CO- 
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I. Si fiat n = o , 8c generalis feriei terminus 


t'-l-f \ + m) 


; erit 


r • • r <* c d X a x“ d X _ 

feriei fumma —5 . — — S . , & pofito b= i, Ci gene. 

m b± x m b± x 6 


erit feriei fumma — S, 
1 m 


d x 


a ^ x m d x 
m i 


lis terminus fit — - 

+ m liar 

Ut fi proponatur feries i + — + + — + — -f — 8tc. , qux apud 

3 6 to ij xo 

Eulerum in Cap. II. dc Calculo DifFerentiali penultimi exempli loco 
eft , generalis , atque indefinitus feriei terminus erit , ac 

?-C f + 

pofito a e= i , m =s ij & inferioribus fignis acceptis erit i S . — 

x d x 1 — x 

— * o • = * x , & pofito denique x = i erit feriei totius fum- 

ma binario numero xqualis , ut patet etiam ex formulis problematis 
antecedentis . 

II. Si non fit n=zo, & numcri m, n unitate different inter fe 
ac fit b •=. i , rcductis ad fimpliciorem formam terminis generalibus , 
& , divifione per t ± x facia , feriei fumma illico habebitur , quomodo- 
cumque demum ii numeri fint integri, aut fradi. Ut fi proponatur 

feries 6 - + — — - -f- — — — &c.^, qux apud Riccatum, & Lorgnam 

occurrit pag. zo , generalis terminus erit 5c 

(~ 3 + }T)( * + J \) 

numero 3 a coefliciente omni exfoluto erit fimplicior termini expreftio 
6 . 6 

~ /V , ~r, : ac pofito a = , b = 1 , m = '-,n = 

2 j(f + I )(—j + \) if 5 

— i 1 

i™ • r . 6 f x 1 dx „ x' dx . 

— i , m — n = 1 , ent fumma omms — ( S S. 1 

5 v 1 — x x — x y 
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3 3^ 

z — S.x "* dx = — ..i x' = - . In ferie _L+— 4 h — - + 


2J 


2J 


j 21 4 J 77 


8 cc. , quam Eulcrus propofuit poftremo loco citati capitis , erit ge- 
i I 


ii? 

lieralis terminus 


41* + 4? — J (3 + 27) ( — i + 2{} 


4fj +i )(~i+0 


, eritque feriei fumma 


J-(s. 

8 v 


* dx 


J x' dx x __ _I_ s (1 x‘)x ‘ J x_ 

i — x ' 8 1 — . x 


— S.(i+x)x * dx=s\. 

III. Univerfim vero fi fiat 6± xz=y , 8 c x = ±y T 3 , erit pn> 

pofita: feriei fumma — — ( S.^~(±yX-b)‘ — S. — (± 7 ^ 3 )’): 

m — n\ y K ' ' y > 

unde fi rti , n fint nuraeri integri femper finitis terminis exhiberi 
fumma, aut ad quantitates logarithmicas deduci poterit. Ut fi propo- 
natur feries eadem Coroll. II. Probl. CIII. , 8 c fit generalis terminus 

, inferioribus fignis acceptis , 8 c pofito a = b = 1 , a s= o 


3 -(i + 1) 


d y, 


! = 3 , eric fumma i 5 . — ( i — y J 1 


IS.£ = 


1 1 


S . ( d x — ( i — x ) dx - ( i — x)‘ d x ) = — s 8c fi proponatur 

* 18 

feries — 1 1 f* — - — ■ 8 cc. , erit generalis terminus — — r 

J .12 to. if ij.i 8 JT-(9 + 3i) 

= — , 8 c fumma omnis — Quod fi proponatur feries 

*n-(i + T). »J.I 8 v ^ 


I 

I • 4 


1 + ‘ 


2.5 


3 • 6 4-7, 


5cc. , in qua alternatim pofitiva , 8 c ne- 


g a - 



Digitized by Google 



I K FI N I T IS! -337 

gativa fint figna, in gencrali formula fuperiorlbus (Ignis acceptis, fa- 

d X X' d X 

Sifque omnibus fubflitutionibus erit fumma f 5 . — S . == 

± s .(?d? — Cy'—}y+l)Jy')=lAog.y — Ly’+ ' 7 y'~ 
y -f- C : ac po/ito primum y = 1 -f- x, & x = o fiet conftans integra- 
tionis quantitas C = , 6t deinde poll to x = 1 , &c y = 1 fict 


fumma omnis ‘ . log. 2 — - . 

j 0 IS 

IV. Si fit fcries — — f- — ^ f- — ' — &c. , & generalis terminus 

2.6 4 . 8 6.10 


7 — 1 = 7 — , pofita in priore formula a = 1 

) 4 { .(2 + J 

m = 2 , b = 1 » n s= o , erit fumma — f S S . — — — \ 

8 \ i — x 1 — x f 

~Y S ’( ydy — idy J = ~S-( xdx + d *’) — —••&■ & & &- 

■ l , T . I . I „ _ 

nes — 1 &c. , & (it generalis terminus 

3.6 6.8 9.10 12.12 

; — r, fumma omnis habebitur priore ferie in 2 dufla, adeo~ 

que erit d . Hi nuincri omnes , pofleriore tantum excepro, cum iis 
congruunr", quos D. Lorgna Cap. I. , & II. de Seriebus infinitis alia 

integralium mcthodo eruerat . Si proponatur feries — j- — l I- 

1.2 3.4 

+ ~j + &c. = 1 — •; -f ~ — ^ &c. , erit generalis ter- 


minus = : unde illico pro fumma on> 

*>(— l + H) 

ni eruetur log. 2 , ut etiam ex Coroll. V. Probl. LXV. colligetur, (i fiat 
t = 1 , * = 1 . Hujufmodi feriem Stirlingius in Prop. VII. 6c VIII. ad 

Uu V. 
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aequationes magis complexas revocavit, quibus ad feries alias fum- 
mandas hie uti nolumus . 

y. Si proponatur feries — 1 f- — — See. , erit general# 

4.8 0.10 8.1a 


terminus 


*( '+\)(l+\) 

JLf S.—— S.— — ^ 

8 \ 1 — Jr 1 — x) 


, Sc pofito />= 1 , Sc m = 3 fiet fumma 
xd x 


— S.~ 

8 1 


■.( I +x) . ( I — x) 


: — . At fi altematis (ignis proponatur feries — — • 
48 4. 8 


6.10 
xdx 


+ 


See., 


8.11 
xf dx 


pofito i + x pro denominatore , fiet fumma — (s . — S . — — - \ 

^ * 8 V 1 +* i+j 1 

i= — S.x.fi — x).dx r= - 1 — . f I x' — - jr 1 ), unde fiet fumma—, 
8 * ' g * * s y 48 

Hsec ilmul exempla omnia congefiimus , quod ab authoribus celeberri- 
mls olim propofita, Sc fingulari fiudio a noftratibus evoluta fint. Iis 
autem patet qua; calculo facilitas accedat terminis generalibus ad fim* 
pliciores exprefiiones dedudis, refolutis fradionibus , Sc fummis ad 
precedences formulas revocatis . 

PROBLEMA CV. 

Si generalis terminus exprimatur fradione, cujus denominator ex 
quotcumquc alias fadoribut ejufdem generis confurgat , feriei fummam 
invenire . 

Sint primo (adores tres , Sc fit generalis feriei terminus 
a 

7T7 1 — r; — : Cum juxta formulas Probl, LI. fradio 


7 ; — ry — ; — — — - in tres alias refolvi pofiit , quae fingulac fe- 

dorem unum variabilem , Sc conflantes quantitates pro denominatore 
habeant, ac fint 


+ 1 


(i — mj(n — + (J — ")(” — + 


(I- m ) ( / — n)(l+\) 


y ut redudis ad eamdem denominationem 

de- 
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fra&ionibus patebit, formula Coroll. III. Probl. IC. ter accepta, erit 


fumma 


S. 


x"dx — a 


xrdx 


(l — m) (rt — m) ' b± x (/ — n) (n — m) b±x 


+ <* 


, -S . , fuperioribus adhuc retentis fignis fi propofit* 

(l — m)(i — n) x 

feriei termini alternatim pofitivi, ac negativi fint, inferioribus fi ter- 
mini omnes fint pofitivi. Et qua ratione bini , ac terni fadores deno- 
minatoris unius fradionis duabus , ac tribus fradionibus ad invicem fe- 
jungi pofiunt , fi iis quartos , quintus , aut quorcumque alii fadores 
accedant, in fradiones totidem fimpliccs rcfolvi poterunt, ac femper 
ejufdem generis erit problema , atque ad inveniendam fummam opus 
non erit quam ut corollarii tertii illius formula tot vicibus accipiamr 
quot numero funt propofiti fadores . 

COROLLARIA. 

I. Si fit l=o. & fit general is terminus — — ; — ; ;» 

feriei fumma redudis terminis debebit efie 


dx 


b±x 


f 


■ S. 


xrdx 


(m — nj b± x a (m — n) b±_x 

1 


_ x?dx ,, „ 

S . — — . Ut fi pro 


ponatur alia Moivrsti feries — - — -f- f- 

i. a. 3 a. 3-4 3-4-J 


&c. cujus 


generalis terminus eft 


l(« +V (* + l) 


, erit a ~ b — 1 , m=z l, 
d x 


n = i , & inferioribus fignis acceptis erit feriei fumma -i S . — - — 
—.S.—— + ±S. *‘—='-S.( dx—xdx)= l. Rurfus fi 

I — a: * I — * 1 1 J * 


fit Moivnci feries alia 

i . a . 4 


-1 &c. , erit genera- 
l-3- 5 3-4-6 


lis terminus 


- , & feriei fumma erit i- S . 
■ ’ s 


dx 


1 X 

x'dx 


l(* + l)(i + \) 

L S . — — f d. 5 . — — = S. dx—{ S . — — + S . 
ft 1 X 6 1 X * 6 1 — >x 6 1 — x 

Uu a & 
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& cum fit x— x 1 = x. ( i — x* )=.x. ( t — x).( t -f-x) erit fumma 
= 7 * — l S -( xdx + x'Jx )t=£. 

II. Si m,n, l fint datse quantitates, & proponatur Stiriingii fe- 

&c. erit generalis terminus 


i , I 
ries ( 


1.4.7 4 • 7 10 7-1 0.13 

I 

( — i + u) ( 1 +3tJ (4 + 3 \) 


, St redudione fada 


ac comparatis terminis Get a =S = 1 


47 ( — f+iX-j + ;J(f + ;) 


• r I f , „ x 5 dx x' dx x' dx. 

atquc erit fumma — I - S . S . (- i S 1 

I 7 X 1 1 — x 1 — x ‘ '1 — x/’ 


eaque divifionis ope reduci poterit ad — — ( 5 .x 5 dx — S.x'dx), 

1 2,17 

ac Get dcnique — , quemadmodum fua Stirlingius methodo pag. zj., 

& Lorgna pag. 36. invenerant. Si proponatur forks 1 1 f- 

l .6. 8 3.8.1a 

&c. , cnius generalis terminus cfl : 

4 -to.iz 4 (i + V(i+iXi+V 

fimili fubftitutione, integratione , & redudione fada pro fuinma om- 

t 

m eruetur — - , qua; etiam in pofircmo exemplo Coroll. V. Probl. CIV. 
48 

crat fumma fcriei — — 


‘ +~&c. 


III. Proponatur forks 


4.8 6.10 8. iz' 

1 r 


+ 


+ 


&e., 


i.z.3.4 z.j.4.j 3.4.J.6 

cujus fummam — cffe invencrat Moivrxus pag. 110., & fit genera- 

lis fcriei terminus 


l( l +l)(i + V( 3 + 1 ) 
IJu 1 


; htec eadem fradio in 
qua- 
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quatuor alias refolvi poterit , in quarum denominatoribus feorfim oc- 
currant faftores fimplices p , i-f-j, 2-f"T» 3 + f > 8c ad propofit® fe- 
riei fummam exhibendam quatuor fimplicium fcrierum fumm® acci- 

V 

piend® crunt : quod idem valet de ferie -| J- 

2.4.J.6 3.}. 6. 7 

« — — See. , cujus generalis terminus in denominatore faclores fim- 

4 . 6 . 7 . 8 

plices habet i + 3 + T . 4+J»J + ?> cademque pariter erit ratio 

feriei alterius confimilis cujufcumque. At piget jam in hujufmodi exem- 
plis ulterius calculo indulgere . Satis igitur fit oflendiflTe fummam fe- 
riei cujufque, qua: denominatorem ex fa&oribus fimplicibus quotcum- 
que in generali termino habeat compofitum , eodem modo accipi , 
quo in feriebus fimplicibus accipitur , eamdemque e(Te methodum cal- 
culi tot vicibus repetiti , quot funt numero fimplices faclores termini 
.generalis . 

PROBLEMA CVI. 


lifdcm pofitis datum quemcumque numerum terminorum in unam 
fummam colligere . 

Si non feries quidem omnis , fed datus dumtaxat numcrus ter- 
minorum in ferie qualibet debeat accipi , a fumma terminorum om- 
nium detrahenda erit fumma terminorum, qui ad datum terminum 
fubfequuntur . Ut fi numerus terminorum fimul colligendorum fit 

a — 1 , 8c fit generalis feriei terminus — — - — - • ex fumma omni 


feriei , ut ante accept a , detrahenda erit fumma feriei 


b ( m -j- u) 
See., in qua fi indcfinitut 


b“ +* ( /n+ u 1 ) b“ + »(/n +-M+ 1) 
terminorum numerus vocetur » erit generalis terminus 

- — - — - — - . Erit itaque illorum terminorum fumma 

b‘.b*(m + u-+-vj n 

^ *” d* 1 x m + *dx 

b x b m 


Si- 
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Di Siiiim 


Simili modo fi gencralis terminus fit 


(«+-fK* + f ) 

2 - . — - — ( — L_ V 5c termini omnes ufque ad numerum m 

b ' m — /» ' fl + 1 

coiliei fimul debeant, erit fumma — - — ( S . — $ • -7-—) — 

® m — a\ b±x b±xJ 

I f c *• + •</* 

'~b± 


X" + m dx \ f _ 

S. — \ j quod idem fimili modo 


b’(m — n ) v ~ b±x ~~ b±x 

valet de feriebus aliis , Sc termini* gencralibos , quorum denominator 
res ex phiribus fa&oribus aliis confurgant. 

COROLLARIU M. 


Si fit n = o , Sc fit gencralis terminus . , erit feriei 

t 4 (* + f) 

Amnia J. (s. ii_ S "3 L S. Ili5+. 

m \ Si*/ mS* Si* ntS* Si* 

Ut fi proponatur Euleri feries, cujus fummam binario numero xqua- 
lem efle invenimus in Coroll. I. Probl. CIV. , 5c quatuor illius termi- 
ni debeant accipi , ex binario numero fubducere oportebit 

_*•</* _ *‘ d x „ . , . . 

* 5 . iS . = * S . *• *= - , entque - = 1 - + 

1 — * 1 — * s 5 * 

L + d . Ita facillimus evadet calculus fi S = 1 , 8c exponentes bini 
m , n unitate differant inter fe . In aliis cafibus formulae Probl. CIII. 
efle poterunt ufus facilioris . Pro ferie harmonica 1 -f- 7 + ‘ + 7 Sec* 
fingulare plurium terminorum fimul colligendorum compendium ex- 
hibuit Eulerus Cap. VL Par. II. de Calculo Differential! : alia com- 
pendia in cafibus aliis peculiaribus inveniri portent . At cum vix ali- 
cujus ufus hxc poffint efle, fatis erit generalem problematis in cafu 
quolibet refolvendi methodum indicaffe . 

PROBLEMA CVII. 

Si numerator fra&ionis, qux generalem feriei terminum expri- 
mit , terminorum anteccdentium numerum involvat , denominator 
vero ex faclorlbus quotlibet fimplicibus ut antea exfurgat, feriei fum- 
mam invenirc . 

Cum 
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Infinitis. 

X m 4 1 x m 4 * 


c m 4 3 


x~ d X _ 

Cum fit S. — — = — — ; — - ? - 4- _Z — __ x &c, : 

£±* b(m-\-iJ (b‘ m+i ) ' b ' (/» + 3 ) + 

« x m + 1 Jf»+> x m + * x ’ + J 

fit autem — = — * — + — T &c. 

~ +- ,r Ttoi 


. x» + 1 
eru ■ 


i±x 


xT d x *•* + « ijc"+* )*> + ) 

^±x b(m-l-i) b'(m- f-i) ^ C ‘" 

Quod fi igitur integral! accepto fiat x= 1 , erit mS. 

b±x b±x 

fumma totius feriei, qu* generalem, & indefinitum terminum habet 
* Pariter fi in dcnominatorc occurraat fa&ores bini, 2c 

T 


*>' ( m + i) 

generalis feriei terminus fit 


*'(» + ! )(* + ?V 

77 - ( — ; — — — - — Vent feriei fumma — — — S. 

° m — » + j ™ + \ J m — n 


x“ dx 
b±x 

— — " — 5 . — — : quod fcilicet pofito x — 1 eyanefcat quantita* 
m — a b±x ’ 

x m + ■ —x" + ' 

(:n g)(b±xj ’ ^ ue °‘ n ‘ s integralibus adjungenda effet : codcmque 

modo , fi in denominarore termini generalis addantur alii quotcumque 
fa&ores fimplices, in plures alios fa&orum fimplicium terminos refol- 
vi feries, atque ad prarcedentes integraiis calculi regulas deduci poterit. 
COROLLARIA. 

I. Si proponatur feries — . — 4- — . — + — . — &c. , erit 
»-3 9 }•} 9 J-7 *7 

»+T «+T 


generalis terminus 

•+? 


3'(*+*l)(— » + *&> 4.3'(r+l)r— T+i) 


; ): & 


cum fumma feriei , quae gene- 


ra- 
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ralem terminum habeat 




juxta ProbL CIV. 


e(Tc dcbc.it - S , 

4 


* dx 


3 — * 


x 1 d X 

•- S. , 2c juxta Problematis huius 

* 3 — x ' 


formulas fumma fcriei alterius, qua; habeat generaletn terminum 

J-(—L L-\ 


I x 1 dx r J x' dx 

debeat eflfe — 5 . 1 S . 

8 3 — x 8 3 — x' 


copulatis tenrrinis erk fumma totius feriei propofitse — S . ■ 


* dx 


I x ' d x i — - 

— S. c=-s.t 'dx—l. 

8 3 — a: 8 * 

37 I 49 ^ 

II, Si proponatur (erics — . . l — - . — 

r 1 i.6 j T z.8 2f 


6r 


3 — x 


— &c., qua in 


3 -ro iz 5 

authores alii loco alterius exempli attuleraiit, erit generaHs terminus 

* 1 * - — . At li hujufirrodi. tCTmirtum dividamus in binos alios 

M'f4 + M> ‘ 


2 ^ v 
7 4 , neuter ad cafutn huius problematis foe-. 

+ s'u + t; 

ftabit , St ealcuio juxta formulas antecedenthim problematum inftituto 

pro fumma. orani eruetur — . Pariter fi proponatur feries — * ■ ' - - — 
* 8 r i . 8 . to 

— - — 4 -~-—z Sec. ,, cujus gen oral is terminus videtur e(Te 

*■ . to . 14 ‘ 3 . 12 . 18 

— ; j - — — ] ■— — Sc quadratum etiam numeri terminorum fu- 

|(. 6 + MH 6 + 4?^ t 

perius involvere ; redu&ione facia erit generalis terminus 

4T(3 + T) 

+ ^ , Sc fumma regulis prscedentibus invenietur die — . Idlp- 

fum 
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fum valet dc exemplis aliis ferierum , qute apud authores alios njagis 
compolitK videntur cfle , cum rcdudione terminorum facia ad fim- 
pliciores formulas rcduci potlint . 

PROBLEMA CVIII. 

Si in numeratore fraclionis , qua: generalem terminum feriei all- 
cujus cxprimit , quadratum etiam , aut altior alia numcri tcrmiaorura 
potentia oecurrat, feriei totius fummam invenire . 


Sit generalis feriei terminus 


■ ,&fiat/n4-p=M, 


bK ( m +i)( n +i) 

adeoque etiam f = m x — i m u «* . Hifce valoribus fubftitutis fc- 
ries omnis propofita in tres alias dividetur, quaram gcneralcs termini 


erunt 


b "~ " (" + ?,) ’ b -"■(/»+ \) ’ !>-- + ’ 
b’.u lm b m nf b“ 

j t gj 

b * ( n — ub (n — m u ) 


five 


nu- 


b (n — m -f a ) 

mcrus terminorum u ab illo incipiet , in quo fiet j = i — — m . Harum 
ferierum prior, qua; fimplicem terminorum numerum in numeratore 
generalis termini involvit, ad cafum antecedentis probicmatis pertine- 
bit , bins; autem alia: feries ad fimpliciorem cafum Coroll. III. Probl. IC., 
& juxta Probl. CIII. iidem adhuc manebunt cafus, & geminatis formu- 
la adhuc cadcm ratione, ac methodo ferierum fummae inveniri pote- 
runt , fi in denominator termini generalis plurcs alii faclorcs fimpliccs 
occurrant. Et qua ratione feries, qua: in numeratore termini generalis 
quadratum numeri terminorum exhibent, in feries alias refolvi poflunt , 
quaruin numerators non nifi fimplicem terminorum numerum , & 
con flan tes quantitates exhibeant ; ita etiam qua; cubum numeri termi- 
norum in numeratore generalis termini exhibebunt feries ad prteceden- 
tes reduci poterunt, eodemque modo ad feries alias magis compofitas 
liccbit progredi . 

COROLLA RIUM. 


z.j.4.} 3. 4-5-6 4. 5-6.7 


See.; 
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8c fit generalis terminus 


■ , ac pofito 


(>+T )( *-V\)( J+iJf^+T^ 

1+^=0), 8c ^*=«* — 3M+1+M fit idem terminus generalis 

i ' .i.jfH.V.t.j "(■+i , f ) +.r lnprta “ poC, ° e '' 

nerali termino ■ — : : , erit fumma feriei - S . - * 

(i + »,K2 + tf)(3-f-&>J a i — * 

— 3 i$. = \ S . (xdx — x'dx) = i , quod cum 

iis congruit , quae in poftremo exemplo Coroll. II. Probl. CV. notaca 


funt. Deinde pofito generali termino 


«( * + «,) 3 +«) 


juxta alias 


S.±- J JL + 

I X 


antecedcntes regulas erit fumma — S . - ^ * - 

6 i — . . 

r s • ’ caque ’ pofito 1 — * —y > fiet s - ( \y' — \y) J y — 

quse eft conftans integrationis quantitas cum fit y = i . Denique po- 
fito generali termino 


( i -ui(i-[-u)( 3 + w) 

eo ( — y . 1 — ; V juxta problematis anteceden- 

V2fl+«) 2+U 2(3+“)/ 

tis formulas erit fumma 1 S . — 

* i — x 3 I X I X 

I c * dx . I * 3 C x ' dx O /• 

+ 2J. + r* fo. , & cum pofito xx=z i 

I — x 3 i — x 3 i — . x 

qui extra integrationis fignum funt termini fe mutuo deftruant, ac 

fit integrale — S . x d x S . x' d x = - \ praccedentibus numeris 

copulatis pro fumma omni feriei propofitae fupcrerit ~ . 

PROBLEMA C1X. 

Si generalis terminus feriei denominatorcm habeat ex pluribus fa- 
Qoribus inter fe tcqualibus , 8c ina;qualibus aliis compofitum , feriei 
totius fummam invenire . Si 
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Si in Probl. CV. alTumatur m = n , & potentia aliqua numeri 
terminorum dato alio numero au£li , vel imminuti in denominltorem 
fradionis illius tranfeat , quae generalem terminum propofitae ferici 
exprimit , inutilis erit problematis ejufdem methodus , nec nill repe-* 
titis inregrationibus fumma omnis inveniri poterit . Cum autcm fit 
_ x" J x x" + 1 x" +■ 1 x" + 3 

5. = -r-± — — -±&c., 


I± X 


n -f- i n -f- l n + J 


. dx x m dx 
crit S . — $ . i 

X 1 ± X 


r» + l 


X* + * 


-« + 1 


(n + iy '-(n + ir 3)‘ 


±&c.. 


atque in hac altera fcrie erit gcneralis terminus — . Terminos 

( * + ?/ 

autem fingulos feriei hujus multiplicando per x - 1 d x , intcgrandoque 


: ac repetitis aiiis in* 

T 

. Hoc autem 


habebitur feries alia generalis termini 

tegrationibus prodibit feries generalis termini ^ — 

dato , & pofitis omnibus, quae in Probl. LI. fuerunt tradita, fi gene- 
ralis termini denominator ex fadoribus quotcumque a:qualibus (n -f- 
& imqualibus / - f- j Stc. confurgat , fradionem in plures alias divi- 
den.lo, quarum una fadores omnes aequales + reliquae fadores 
fingulos inaequales / -f- j , & datas alias quantitates pro denominatore 
habeant , propofitae feriei fumma ad integrationem diflferentialium , 
quae fradionibus fingulis refpondent , femper rcduci poterit . 

COROLLARIA. 

I. Si fiat nz=o, & / = o habebitur cafus , quern Cl. Lorgna 
in poftremo capite de feriebus convergentibus examinaverat , potefla- 
tuin reciprocarum , quae ex numeris omnibus naturalibus polfunt ac- 


cipi . Fradionc fcilicet 


i ±x 


in feriem refoluta , atque integrata , Sc 


dx 


fingulis feriei terminis femel , bis , ter See. per — dudis , ac rurfus 
integratis , & demum pofito x = i , erit 


S. — .S 

x lfr 


dx .i.i i . i 

= ,± 7 + 7 i v + 7 ±Sc ’ 
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_ dx „ dx „ dx 1 , 1 1 , 1 „ 

S.— .S.— . 5 .-—- = i± — + -± — + — &C. 

* x 1 f x * } 4 5 

dxdxdx dx 1 1 1 1 

5 S. — .S. 5 .-— = I± — -f — - ± — + — &c. : 

x x x if x i 4 3*4* $• 

quarum ferierum qure ordine pares funt ad peripherias circularis er- 
preflionem accurate Joannes Bernoullius , quae ordine poteftatum funt 
impares proxime deduxcrat Eulerus Cap. VI. Par. II. de Calculo Dif- 
ferential! . 

II. Hue etiam redit quod anno 1766., Lutetiae Parifiorum cum 
elTcm , a D. Coufin me accepiire memini, fummationem feriei 

_i ^ — | — -f — &c. pendere ab integratione formulae ids -j- a — * ^ 

, atque univerilm fummationem feriei 

* + ^ + + ^ &c. pendere ab integratione formulae 

a d x d m ~ l s b Jjt* d m ~’ > s 

dr s + + 


cdx' d m ~ 3 s 


-| — ^ ^ s — — 1 — ^ : cujus raduQionis rationem cum clariffimus 

author tunc temporis non aperuerit , placet modo ex antecedentibus 

derivare . Nam fi accipiatur 1 = 5 . — . 5 . — — — • , live s x = 

X I — x 


S.-.S.- 

X l 

d* 


d x , § t i 3 d x d s 

, bis fumptis differentialibus prodibit dds ■' 


x 

dx 


d x* / 1 \ . dx dx dx 

i [ s — ) =0: & fi accipiatur jx=S. — .0. — .S. 

x' \ 1 — x) xx 1 — 

ter fumptis differentialibus habebitur aequatio alia 

6dxd's,7dxi‘dsdx‘/ 1 v 

&*- f H 3 1 ( r ) = 01 

quo patet jam quae aequationum omnium hujufmodi or do, 8i forma 
e/Te debeat. III. 
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DI. At patet etiam aequationes omnes hujufmodi nulla alia ra- 

, dx d x dx dx dx 
done integrari polfe quam terminis — . S . , — .S. — .S. — - 6ce. 

X 1 £ X X X I X 


in infinitas terminorum feries converfis, ejufdemque generis proble- 
xna elTe 8c harum formularum integrationem, 8c fummationem fcrie- 
rum propofitarum . Rurfus hujufmodi feries adco celeriter convergunt 
ut fupervacaneum fit feries illas, quibus periphcria circularis exprimi- 
tur , in fubfidium advocare, quemadmodum in Coroll. II. Probl. LXIX. 
jam fupra adnotatum eft. Sic calculo ad quinque decimales cyphras 

produflo eruetur i+^- + j r -f-^ r 8cc.= i, 03704, & 1 — 


— — . — 8cc.= 0,97113 . Id ipfum valet de iis feriebus, quas genera- 
J' 4* 

tim in hoc problemate examinavimus , 8c quae in denominatore genera- 
lis termini exhibent potentiam aliquam numeri terminorum dato nurnc- 
ro au£li, vel imminuti, ac valet etiam dc aliis pluribus prsecedentium 
problematum feriebus, qua: adeo celeriter convergunt, quxque tam 
proxime ex prioribus aliquot terminis definiuntur , ut pigeat jam plus 
temporis hifce inveftigationibus concedere. Adjiciamus tamen Geome- 
tricum problema, quod decern fere ab hinc annis propofitum apud 
nos fuerat , quodque alias cxhibet ferierum fpecies non hadenus in 
hoc capite memoratas . 

PROBLEMA CX. 


S quadrato o&agonum circumfcribatur , 8c oftagono polygonum 
aliud 16 xqualium laterum , huic vero circumfcribantur eodem ordi- 
ne polygona alia regularia 31,64, 128 8cc. laterum, ita quidem ut 
apices interioris cujuslibet polygoni dimidiis lateribus cxterioris poly- 
goni rcfpondeant, invenire radium circuli , qui polygono cuilibct cir- 
cumfcribi potcft , 8c radium circuli, in quern polygona omnia definunt. 

Sit in fig. 140. dimidium quadrati latus B L, 8c quadrato pro- 
pofito infcribatur circulus radii BO: fit LO radius circuli quadrato 
circumfcripti , femilatus ocfagoni pariter circumfcripti L K, radius K O, 
8c octava periphcria: pan, feu quadrantis dimidia vocetur q . Si an- 

gulus 


3{o De Siriebus 

gulus BON fit reftus, angulus B 0 L, five OLN etit 45* , & an- 

I® 

gulus KOL erlt n — , 8c fcmilatus quadrat i BO crit ad radium 

L Out co f. q: I , radius quadrati ad radium othgoni K O ut cof. - q: r 
& femilatus BO ad o£tagoni radium fe habebit ut cof. q . cof q : r 
ac fimili modo BO fe habebit ad radium polygon! 16 laterum ut 
cof q . cof f q . cof 7 q: 1 &c. 

Jam vero refolutis de more cofinuum products fiet 

cof '-a -j- cof - a 
cof q . cof q = : — 

cof q 4- cof \q-\- cof - q 4- cof - q 
cof cof if.cof ' 7 q = i Li lL 

cof - q -f cof \q cof y q 

cof cof r?-cof - 4 ? • cof 7 q — — 


cof y.cof. I q.. cof. ~ = coC. -~-j-coC.~-f-cof .~.. cof 


<v+*— ,)*. 


i* 

Itaque hujufmodi ferierum fumm* erunt inverfe ut radii poly- 
gonorum regulariuin , quat ad invicem ut antca circumfcribanrur . At 
vero radius circuli B O erit ad latus B N quadrati circulo infcripti 
ut cof q: 1, Si fi B H, HN fint duo latera oftagoni circulo eidem 
infcripti erit B Q : B H = 5 N : B H -4. H N = cof - q : 1 , adeoque 
radius circuli quadrato propofito circumfcripti atqualis erit lateri qua- 
drati circulo BN M infcripti, & radius o&agoni circumfcripti aequalis 
crit duobus ftmul lateribus B H N octagoni infcripti : ac pariter 
quia fcmilatus polygoni 16 laterum octagono ut antea circumfcripti 
ad centrum fubtendit angulum q, & latus octagoni infcripti HA' fe 
habet duo latera polygoni alterius laterum 16, quod circulo inferi- 
batur, ut cof 7 q ’• 1 , radius polygoni circumfcripti laterum 16 tequa- 
lis erit quart* parti perimetri fimilis alterius polygoni priori circulo 

lis 



Infinitis, 3 

infcripti: eodemque Temper ordine progrediendo radius polygoni alteri».s 
cujuslibet circumfcripti xquabitur quart* parti pcrimetri fimilis polygoni 
circulo infcripti , ac denique radius circuli , in quem polygona omnia 
circumfcripta definunt , xqualis erit quadranti B H N peripherix cir- 
culi quadrato propofito infcripti . Itaque etiam carum ferierum fum- 
mas ad expreflionem latcris polygoni regularis circulo infcripti , atque 
ultimo ad expreflionem peripherix circularis reducentur. 

COROLLARIUM. 

1 ° 

Quia cof. it — ell 0,9*38793, fi radius LO quadrati propo- 
flti accipiatur pro unitate , erit oclagoni radius K 0 = 

0,9*38795 

radius ploygoni 16 laterum \ , radius polygoni alterius 3: 

' 0 0,9061:74 

laterum , & ferie jam celeriter convergente radius circuli 

0,9018644 

quadrato propolito circumfcripti ad radium circuli , in quem definunt 
circumfcripta omnia polygona, quam proxime fe habebit ut 9: 10, 
quod a me jam Tom. IV. Aftorum Senenfis Academix adnotatum eft. 
Pariter fi fit 2.0 = 1 , Sc radius circuli infcripti B O = / j = 

, & quadrans circuli B H N = . 3» 4»t9 — __ f , , 107 ^ 

1,414:14 :X«, 414*14 

radius iidem LO ad quadrantem BHN, five ad radium circuli po- 
lygons omnibus circumfcripti fe habebit ut too: m, vel adhuc pro- 
xime ut 9 : 10 . 

APPENDIX ■* 

De aliis Serierum Problematis. 

E ulerus Cap. XIV. Introd. fingularcs alias cofinuum, & finuum 
feries confideravit, in quibus arcus in ratione arithmetica au- 
geretur, atque ad earum ferierum fummas clarus apud Geo- 
metra polygonorum defcriptionem deduxit , qux in problemate ante- 
cedentc ad polygona eidem circulo infcripta facile deduci vidimus. 

lis 


3J2 D E ALIIS 

Iis itaque omiflis ferierum ufibus de alio porius problemate fingil la- 
rim agendum hoc in loco effet , quod maximi in Aftronomia pradica 
eft ufus, quodque interpollationis fcrierum dicitur, in quo fcilicet da- 
tis quotlibet fcriei alicujus termini? terminus alius quilibet inquiritur . 
De hoc problemate agere cepit Ncwtonus in fua Differential! Metho- 
do , ubi propofitae feriei terminos tanquam femiordinatas curvte alicu- 
jus confiderando, & diftantiam , five ordincm terminorum pro abfcif- 
fis affumendo , determinavit curvam generis parabolici , qua; per ex- 
trema femiordinatarum punda traduci poffet , & in ea curva femior- 
dinatam aliam quamcumque invenire docuit : quod fufe etiam ex- 
plicavit Stirlingius in fccunda operis parte , quae de interpollatione 
fcrierum eft . At veto argumentum omne pro cafu quovis tennino- 
rum numero parium , vel imparium quorumcumque tam nitide , & 
tanto exemplorum delcdu pertradavit D. Walmesley in Adis Bero- 
linenfibus anni 1758 ut nihil hie addendum fuperfit ad corum ufum, 
qui Algebra: ftudia praxi Aftronomicx adjungunt , & interpollatione 
ferierum pro Cometarum, & Planetarum locis ad datum tempus fup- 
putandis opus habent . 

Ese etiam ferierum fpecies , quae recurrentes vocari folent , am- 
pliorem tradationem expofeerent , in quibus fcilicet terminus quilibet 
eft fumma aliorum quotlibet praecedentium terminorum in coefficien- 
tes datos fingillatim dudorum . De leriebus recurrentibus agere cepit 
Moivratus Lib. IV. Milcell. Analyt. , earumque fummas, ac generalem 
terminum in venire docuit. Daniel Bernoullius, Mathematicus plane 
fummus , quem dum hate feribo mihi, & Rcipublicae Litterariae erep- 
tum doleo , Tom. III. Academia: Petropolitante fingularem hujufmodi 
ferierum ufum oftendit in extrahendis radicibus acquationum : quod ar- 
^umentum fufe Cl. Eulerus pertradavit Cap. XIII. , & XVII. Introd. , 5 c 
illic quidem feriem quamlibet recurrentem oriri oftendit ex fradionis 
compofitac evolutione , hie vero pluribus exemplis ferierum rccurren- 
tium dodrinam ad inveniendas a:quationum radices applicavit . Clarifs, 
la Grange in Mifccllaneis Taurinenfibus ferierum rccurrentium theo- 
riam ad integraticnem aquationis cujufdam differentialis deduxit, qua: 
differentias finitas primi gradus involveret , ac deinde in priore parte 
Adorum Pariilenfis Academia: anni 1772., atque in pofterioribus Aca- 

de- 
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demix Berolinenfis voluminibus dc iifdem feriebus «omplura adjecit 
eaquc nuxime generalia , atquc ingeniofa . Tomo ctiam feptiino Dif- 
fertationum Parificnfi Academix oblatarum Clarifs. la Place , cum de 
finitis differentib , earumque integralibus generatim ageret, generalium 
formularum ufum in ferierum , probabilitatum , ac cenfuum proble- 
matis , aliifque ad Aftronomiam Phyficam perrinentibus ingeniofe of- 
tendit, ac novam ferierum fpecicm propofuit , quas bis recurrences, 
feu recurro-recurrentes appcllavit . Scilicet cum licteris uZ v genera- 
tim ipfe dcfignafiet formulam, five ut vocant fun&ionem quamlibet 
ex variabilibus u , Sc v utcumque confiatam , in qua numeri 1,2, 
3 , 4 8cc. primum loco u, ac deindc loco v fubftitui polient , recur- 
ro-recurrcntes feries appellavit, in quibus u, 6c v fimul habitis pro 
variabilibus, terminus quilibet u Zv xquetur dato terminorum prx- 
cedcntium numero in funclionem aliquant variabilium u, 8c v fingil- 
latim multiplicatorum . 

At vero methodus radicum omnium xquationb cujuslibet extra- 
hendarum, quam in Probl. LXXXVI 1 I. expofuimus, adeo fimplex eft, 
atque exemplis a D. Eulero allatb tarn ftcile applicari poteft , ut inu- 
tile fit quidpiam hacce in re addere. Ad alios autcm ferierum ufus 
a D. la Place indicatos quod pertinet , in cafibus , ac problcmatis iis 
omnibus , in quibus haclenus induclionb principio ufi fumus , atque 
in gcnerali potiflimum expreffione firms arcuum multiplorum , quam 
in Probl. L 1 V. explicavimus , 8c quam exempli loco expofuit author 
ipfe §. XII. cirarx dilfertationis , induclionis lex, ac progreflio tarn fa- 
cile , ac clare patet , ut ita Algebra: elementari accerferi poffint qux 
fecus ad fublimiorem Algcbram pertinerent . Id ipfum valet de aliis 
compofiti cenfus problematb . Proponamus problema illud quod in 
memorata DiiTertatione undecimum eft . Summa pecuniae a ea condi- 
tion ad cenfum traditur ut cenfus annuus — pcrfolvi debeat, retenta 

m 

cenfus portione — , 8c pecunix mutuo accept* perlolvitur tamen 

fingulis annis integer cenfus — , qu*que inde detrahi debebat portio 

m 

in compenfationem fumm* ad cenfum tradit* impenditur: quxritur 

Y y quan- 


JJ4 D E AIM! 

quantum creditor! debeatur port datum annorum numerum . Proble- 
mati facile admodum fatisfiet ea methodo, qua in Appendice Cap. V1L 
ad exhibendas generates formulas cenfus compofiti uli fumus. 

Cum ob conditiones cenfus ad primi anni terminum folvi de- 
beat a ( ") , folvatur autem a X — > fupererit ad eumdem ter- 

m mn ' m 

tninum fumma a — — — : cuius cenfus annuus cum effe debeat 
m n 

aft ^ ( — — ) , folvatur autem annis fingulis — , crit 

\ mn ) \m mn / m 

differentia cenfus perfolvendi , ac perfoluti — ( i 4- ") , & port 

/»»' mn ' 

fecundi anni terminum fupererit dumtaxat fumma a — a— 

mn m'n' 

: qua fcribendi rarione fumma poll 

primi anni terminum refidua effet — - — ( n — ( i 4- } ] . 

n — l\ v mn ' J 

Summae autem poll fecundum annum refidua: cenfus annuus dcberet 
effe — — ( n — ( i+l^Z-L)') (- ) , quo ex — fub- 

dufto, reduSifque terminis Kabebitur — - — r ( i -f-- J /- ) , 

n — i\ n m / \ m n J 

adje&aque fumma antecedente fumma poll annum tertium refidua erit 

ft —- — (n — ( i H Q uo J am cum P a *eat ordo, ac lex 

progreffionis , fumma omnis creditori debita ad numerum annorum 

x generatim erit ( i H J*" 1 ! & “ mquira- 

n — — i n — I ' m n J 

tur quo annorum nuntero fumma omnis reftitui polfit , ac fit n sss 

( i 4- - a numeris ad logarithmos tranfeundo eruetur 

mn J 
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atque ita ft exempli loco ftatuatur 


log. ( i -j- 


I 


m n 


) 


S 1 c 

m= — , n = , fiec x= 53 , 3 . 

IOO lo m 

Simili modo alia hujus generis problemata refolvi poflent , nec 
difficilius effet prxcipuas faltem , ac generales formulas , quae ad cal- 
culum probabilitatum , ac fortem pertinent, ex eodem Temper gene- 
ralis inductions principio derivare. Sed ne hifce inveftigationibus plus 
temporis tribuamus ex faciunt confiderationes , quas in appendice 
prioris capitis propofuimus : generalibus omnibus formulis hujufmodi 
non nifi abftra£tum combinationum , 5e eventuum poffibilium , pro- 
pitiorum , adverforum numerum exhiberi : eventum phyficum ex tot 
aliis phyficis caufis pendere : pauca admodum in hac Algebrx parte 
ufui e(Te pofTe . Fortade etiam in feriebus aliis examinandis , qux apud 
authores alios occurrunt, quxque ad calculi apparatum potius quant 
ufum pertinent , in hoc capite nimii jam fuimus . Generalem metho- 
dum ferierum determinandarum , & quam coefficient ium indetermina- 
torum , 6c quam reverfionis ferierum vocant , appofitis exemplis antea 
explicavimus : priorem quidem , qua feries coefficientium quarumlibet 
affiumuntur , comparanturque termini homologi ut coefficientes ipfi in- 
notefcant , in poftremis tribus capitis quinti probiematis : alteram ve- 
ro , qua ex antecedente quolibet termino , reaflumpta ferie , fubfequens 
alius colligitur in Probl. LXV. LXV1I., & C. Cxteris igitur , qux ad 
feries fpeclant , omiffis in finite iimales calculos Geometrix curvilinex 
modo applicemus . 

CAPUT DECIMUM TERT1UM. 


De Geometria Curvilinea. 

U Sus differentiulis , atque integralis calculi in univerfa curva- 
rum theoria prxcipuus eft . Poll calculum omncm late ex- 
plicatum Newtonus in libro de Methodo Fluxionum formu- 
las tangentium ducendarum , curvaturaf determinandx , inveniend* 
cur varum are* , 6c longitudinis , mcticndi folida revolutione genita ap* 
1 Y y 2 (' po- 
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pofitis exempli; tradidit , & in libro de Enumeratione linearum tertii 
ordinis proprietates omnes curvarum hujufmodi , difpofitionem ramo- 
rum in fe redcuntium , aut excurrentium in infinitum, ramorum, qui 
quod datae re£lx ultra quemcumque limitem propius Temper accedant 
afymptotici appellantur , diametrorum , punQorum multiplicium , 8c 
fingularium curiofo fane fpcclaculo Geometris fui temporis objecit. 
Idem poflea argumentum latius excoluerunt authores alii . Et quidem 
Bragelongne in A£tis Parifienfibus anni 1730,8c 1731 puncta multipli- 
cia, 8c fingularia curvarum ope differentialis calculi facilius determi- 
nari cenfuit : Mac-Laurinus vero , 8c poll ipfum Eulerus , Cramerus, 
& de Gua de Malves punQorum hujufmodi inventionetn , 8c univer- 
fam curvarum theoriam ad finitarum quantitatum calculum , cui Car- 
tefianx Algebrx dant nomen , revocatam 8c faciliorem elfe cenfuerunt , 
£c elegantiorem . 

Pundlum iingulare vocari fjlet quod iingularitate aliqua a reli- 
quis curvx punflis fecernitur , ut funt punfta inflexionis , regrefius • 
8c qua: quod ad diverfos limul curvx ramos pertineant , punQa mul- 
tiplicia dici folent . Punflum duplex triplici modo haberi potell : aut 
quod duo rami in eadem curva fe interfecenc , k nodum aliquem 
referant : aut quod ad curvam datx xquationis pertfneat ovalis aliqua, 
cuju; magnitudo , cum ex conllantibus quantitatibus xquationis eiuf- 
dem pendcat , mutatis fucccflive conllantibus fucceliive , 8c per gra- 
dus fingulos minuatur, quoufque extrema ovalis puncla limul con- 
gruant, 8c ovalis jam evanefeens abeat in punctum curvx conjuga- 
tum , quod erit duplex : aut demum quod duo curvx rami in eodem 
punclo fe mutuo tangant , concavitate ad camdem , aut ad oppolitas 
^ partes utrimque obverfa. Punflum triplex habebitur li aut punftum 
duplex conjugatum alicubi in curvx perimetro fit pofitum , aut cur- 
vx ramus per punflum contaclus , aut nodi tranfeat 8cc. . Inflexio 
etiam duplici modo haberi potcrit , aut quod curva ex convexa fiat 
Concava , aut ex concava fiat convexa : ac pariter regredi a loco dato, 
ad quern antca accedcbat curva, duplici modo peterit, aut ex eadem 
parte concavicatem objiciendo prioris rami convexitati, 8c cufpidem 
quafi efformando, aut cx parte altera prioris rami convexitati ipfius 
obvertendo convexitatcm . 

Duos 
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Duos hofce regrefluum cafus diftinxerat Marchio de 1* Hopit. 
Dom. Agnefia Lib. II. Inftic. §. CXXXII. cufpidem defcribi docuit evo- 
lutione alterius curvae , quae alicubi inflexionem aliquam fubeat : 8c 
cum de Gua de Malves cufpidem , qua: a duobus curvae ejufdem ra- 
in is concavitate 'ad eamdem partem obverfa efficitur, impoflibilcm 
cenfuerit , poflibilem tamen oftendit D. Alembert in adis Berolinenfibus, 
8c Cramerus. Ut fi aequatio curvae fit x* — ax'y — axy' -f- a'y % 


extrada radice Bet 


j a±^ a: 


atque ita pofitivae abfciffae x fe- 


Iniordinatse binae y pofitivae refpondcbunt, abfcifla autem negative ac- 
cepta femiordinatae omnes evadent imaginariae . Atque in hujufmodi 
proprietatum inveftigationc otium litterarium eoufque perdudum eft, 

-ut propofita curva A , B , C , D , fig* 135., quae plures finuofitares, 
atque infiexiones habeat B , C , D & cc , confideraverint Geometrae quod 
fi evanefcente ob parvitatem arcu intermedio punda B , C fimul con- 
gruant, curva per indilcernibile tantum fpatium ex concava fiet con- 
vexa, ac rurfus concava. Invifibilem hanc inflexionem dixerunt efle 
fecundi generis . Tertii generis inflexionem haberi dixerunt fi evane- 
fcente etiam arcu CD, & c pundis B,D fimul jundis binae invifibi- 
les inflexioncs in eodem pundo , 8e vifibilis una haberetur . Punda 
hujufmodi ferpentina appellaverat Maupertuifius in Adis Parilicnfibus 
anni 1719. 

Pundorum multiplicium inveniendorum methodus eo redit quod 
cum per pundum duplex curva bis tranfeat , binae femiordinatae inter 
fe aequales habebuntur in pundo duplici, 8c binae pariter abfcilTa: aequa- 
les: 8c in aequatione fecundum femiordinatae, aut etiam abfeiflae di- <9 
menfiones difpofita binae aequales radices habebuntur: atque univerfim 
numerus radicum inter fe aequalium aequabitur exponenti ordinis, quern 
multiplicitas pundi exhibet . Ad tangentium determinationem fufTicic 
quod reda quavis O A ex pundo O duda , fig. 133., 8c circa pun- 
dum idem rotata, cum punda. A, a, fimul congruunt, 8c reda eadem 
fit tangens , cenfetur in binis pundis curvac propofitae occurrere : atque 
in tribus pundis occurrit curvae reda, qua* curvam tangit in fimplici in- 
fiexionis pundo 8cc. . Ad dignofeendum an rami curvarum , qui excur- 

runt 
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runt ad infinitum, parabolici , vel hyperbolici fint generis , fatis erit 
inquirere an abfciffie infinite femiordinata infinita, aut finita, aut in- 
finite parva refpondeat . Ex varia ramorum infinitorum , 8c pun&orum 
lingularium indole, ac numero variae exfurgunt curvarum fpecies . 

Et quidem Newtonus cum limul omnia confideraflet , tertii or- 
dinis curvas numero LXXII. fecit, iifque duas adhuc Stirling., 8c qua- 
tuor alias de Gua de Malves addiderunt : Eulerus autem fola ramo- 
rum infinitorum confideratione curvarum genera diflinxit , 8c genera 
curvarum tertii ordinis XIV. ftatuit , quarti CXXXXVL Cramerus cur- 
varum tertii ordinis genera XIV. , quarti ordinis IX. , quinti XI. effc 
voluit : qua: tamen omnes curvarum diftin&iones arbitrari® fortafle 
videri polfent, aliifque aflfumptis diftributionis totius principiis poflet 
alius conftitui generum , 8c claffium numerus . Newtonus etiam §. V. 
de enumcratione linearum tertii ordinis curvas omnes hujufmodi gi- 
gni , ac dcfcribi pofle excogitavit ex umbris quinque Parabolarum in 
planum infinitum a pundo lucido illuminatum project is , quas ipfe 
Parabolas divergences appcllabat, 8c qua: definiuntur limpliciore ®qua- 
tione y' + a y' + ^ ** + cy +/ = o , atque univerfim animad vertit quod 
umbra: fedionum conicarum funt femper fediones conic®, umbrae cur- 
varum fecundi generis funt curv® fecundi generis , ex curvarum ter- 
tii generis ad tertium adhuc genus curvarum pertinent, 8c lie dein- 
ceps in infinitum. Egregium hujufmodi theorema ample, atque in- 
geniofe Cl. Recagnus, qui apud nos Phyficae Profeflor eft, demonftravit 
in fua de Projedionibus Geometricis dilTertatione : quod fcilicet fi in 
xquatione dati ordinis aliquot termini, ;8c produda variabilium defi— 
ciunt , curva in infinitum planum projeda reftituuntur termini omnes, 
8c completa exfurgit squatio, eaque pro variis hypothefibus , ex quibus 
pendent valores coefficientium , curvas omnes ejufdem ordinis exhi- 
bere poteft . 

Hie veto confiderandum eft, quod ubi fediones conicas excipias, 
qua: in tot phxnomenorum naturalium explicatione tarn fiepe occur- 
runt , ut iis maxime deledari natura , 8c quafi ludere videatur , in 
curvis omnibus altioris ordinis, vix aliquid occurrit, quod ad ufum 
aliquem potius quant ad otium litterarium , atque ad fterilem ingenii 
cxercitationem pertinent. Idcirco fedionum conicarum proprietates om- 
nes 
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nes, & eas maxime quae naturae perfcrutandae inferviunt, tertio fupc- 
riore capite expofuimus: 8c elegantiae , ac compendia gratia maluimus 
lingulas ex peculiari feclionis cujufque aequatione , quam ex generali 
aequationum fecundi ordinis eonfideratione derivare : ac capite quarto 
oflendimus aequationes otnnes fecundi gradus ad fectionem aliquam 
conicam rcduci . Ad curvas autem fuperiorum ordinum quod pertinet 
fatis hie erit fimpliciores methodos indicare, quibus fingulas ramorum, 
ficxionum , pun&orum fpecies determinari , ac diflingui polTunt : 6c 
cum limpliciores method! ex infinitefimalis calculi principiis fic poflinc 
erui, ut declinentur difficultates omnes, quas de Gua de Malves Bra- 
gelongnio oppofuerat, generalem Geotnetriae curvilineae analyfim inde 
exordiemur . 

PROBLEMA CXI. 


Data aequatione curvae fubtangentem , fubnormalem , tangentem , 
6c vicilTim datis his re&is aequationem curvae determinate . 

Si in fig. I jo. , curvam BEG tangat re&a A E in puncto E , 
6c fit £ £ tangenti , 6c curvae perpendicularis , 6c fiat ut antea B C 
s=x, CEs=zy, C D= C Fz= d x , F G z=zdy , 6c punclis £, G 
coeuntibus reft* FG , FH cenfeantur inter fe aequales, ob fimilitudi- 
nem triangulorum HEF, EAC, KEC erit 

y dx „ . y d y 

fubtaneens A C = — : fubnormalis C K = : 

dy d x 


m / \ f d x % \ 

tangens A E= ✓ ^ y* -f- J —y ✓ ^ > + ^~ rj: normalis 


KE—yi/ ^ i -f- • Quare fi in aequatione curvae alicujus pro- 


pofitae valor unius indeterminatae ex valore indeterminatae alterius 
poflit colligi, fubtangens , tangens, normalis, 6c fubnormalis fin it is 
terminis exprimetur: 6c vicifiim fi redarum hujufmodi valores indc- 
terminat* utriufque , 6c conftantium quantitatum produ&is exprefit 
jam proponantur, dabitur Temper dififerentialis aequatio curvae, 8c ubi 
ad integrationem termini finguli deduci poflint , curvae quaefitae aequa- 
tio finitis etiam terminis exhibebitur. 

COROLLARIA. 


I. Si exempli loco proponatur parabola, 6c fit a x =y ' , 6c dx 
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lydy y d x 2 y 1 , ' 

z=z — — - , eric fubtangens ~ — = — — = i x: fubnormalis i u:ta«« 
a 6 dy a * 

gens / ( 4 ** -j- ax): normalis 1 / ( a' -j-a x) . Viciffim li requiratur 

curva , in qua femiordinata quaevis y fit media proportionalis datatn 

yd x 1 y % 

inter re£tam i a , Sc fubtangentem , pofito — — — 


& adxz 


lydy, atque integrando prodibit a x = y ' : & fi requiratur curva, 
in qua fubtangcns fit duplte ablciftie squalis , a tque efle debeat a x 

dx 8c 


y d X . . .2 dy 

• , erit diffcrentialis curva qusfita aquatio -- ■ 


dy " ‘ y x 

integrando utrimque fiet i. log. y = log. x -f- C , 8c fi pro conftanti 
quantitate , qua diftercntiam duorum logarithmorum cxprimit , afiu- 
matur logarithmus quantitatis conflantis a , erit a. log. jy = log. a x , 
& a x =y' , qua rurfus eft rcquatio ad parabolam . Dicitur directa 
tangentium methodus qua re£lae omnes analogs requiruntur : inverfa 
autem tangentium methodus generatim dicitur qua ex datis tangentium , 
arearum , arcuum &c. proprietatibus natura curvarum determinatur. 

II. Si proponatur hyperbola imra afymptotos , & fit xy = fi , ex 
iifdem formulis pro valore fubtangentis eruetur — x , & pro valore 

y* 

fubnormalis — — : quod indicat utramque rettam ex altera femiordi- 
x 

natx parte e(Te accipiendam . Erit etiam hyperbola: ad afymptotum 
f* x 4 

relats tangens — /(!+-*-)• Si proponatur hyperbola ad axem re- 
x f 

lata, 8c fit ut antea femiaxis tranfvcrfus a, parameter c , squatio 
lay' = racx-f-cx 1 , abfcilTis a vertice fupputatis erit fubnormalis 

(a-\-x), fubtangcns — — • In ellipfi pofito lay' ia c x 


c 

la 


a + x 


— cx* erit fubnormalis — (a — x), fubtangerts — , utex aliis 

ia a — x 

etiam principiis antea coilcgimus . Si proponatur squat io t ay " + * 
= c x*( ia + x)’, quae curvas omnes hyperbolici generis exprimit , re- 

ri).(ia x- 4-x*J 

duths fymbohs pro lubtangente eruetur c : & fi fit 

2 m a m x n x 

x* 
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:/■*+" generalis xquatio curva cujuslibet hujufmodi ad afymp- 


fiet fubtangens — , 8c fubnormalis ^ 
n d x 


totum relata, fiet fubtangentis valor ^ ^ . Si proponatur 

dy n 

sequatio a”~’ x" =y m , quae exprimit curvas alias generis parabolici, 

III. Simili modo dacis aquationibus , qua; Conchoidis , 8c Ciflbidis 
naturam exprimunt, fubtangentis, 8c fubnormalis valor in curva utra- 
que determinari potent . Sed cum nullae inde eruantur elegantiores 
analogiae, formularum applicationem , 8c calculum tyronum exercitio 
relinquimus . Pro formulis fubtangentis ad Cycloidem applicandis fatis 
efl ut in fig. 97. lineae omnes analog* litteris cxprimantur . In Loga« 
rithmica cum abfcifiis xqualitcr Temper crefcentibus femiordinata cref- 
cant proportionaliter, incrementum cujufvis femiordinata erit toti fe- 
miordinatae proportionale , 8c eadem ubique erit ratio dy : y , 8c po- 

y dx 


fito dx conftante conflans Temper manebit valor fubtangentis 


dy 


In fpirali Archimedes, fig. 92., fi fiat ut antea CAxzzr, C k 1 — v , 

v d u . 

Ac = dv, AH=u, G H = d u , erit gc= , ac fiet fubtan- 


gentis valor 


Cfi. 


v'du 


■ : 8c cum pofito radio ad peripheriam ut 
r:p in fpirali eadem fit ru=pv, 8c duz=^-^-, fiet idem fubtan- 


pv' 


gentis valor r — , five etiam — 


PROBLEM A C X 1 1. 

Iifdem pofitis , 8c data ferie curvarum ejufdcm ordinis , prodeun- 
tium variatione continua alicujus reclx, qua; in priore xquatione pro 
conflanti alfumcbatur , invenire qua omnes curva ad angulum retlum 
fecari polftnt. 

Proponantur curva BE, be, fig. 134. , ad eumdem axem AF 
relata, exque prodeant ex fuccefltva variatione axiura , parametri, 

Z z aut 


36* De Geometkia 

aut red* alterius , quae in unaquaque curva ad quamcumque abfcifiam 
affumitur pro conllanti , eaderaque aequationis fpecie in curvis fin- 
gulis abfciflae valor ex femiordinatx valore determinetur, & inquira- 
tur curva D Ee, quae lingulas ad redum angulum fecat in E , e 8cc.. 
Duda AE, quae priorem curvam BE, 5 c EE, quae DE tangat in 
pundo E , quae erit prions curvae fubtangens AC, eadem erit fubnor- 
malis in curva altera, lam vcro data aequationae curvae cujuflibet BE 
ad datum axem A F relatae, abfcilTa SC, & fubtangens AC, ex va- 
lore femiordinatx C E definiri poterit: atque hoc pofito fi fiat femior- 
dinata eadem C E =y , 8c initio ex dato pundo b dudo fiat b C = *, 

y d V 

eric fubnormalis AC ad curvam D E relata = — - — - , eaque cum 

ax 

iaceat in adverfam abfcififae partem figno contrario debebit accipi . Quod 
li igirur huic valori acquetur qui antea inventus fuerat, habebitur 
sequatio coordinatis curvae D E , earumque dementis , 5 c conflantibus 
quantiratibus exprelTa , atque ubi termini finguli polfint integrari cur- 
xx quaelitx sequatio finitis tantum quantitatibus exprimetur . 

COROLLARIA. 

I. Proponatur fimplicior cafus , quod curvae omnes habeant ver- 
ticem communcraS, fig. 1 35., 8c definiantur xquatione a^ — 'x =y . 


luxta fecundum fuperius corollarium erit fubtangens A C =*= — , ea- 


que li xquari debeat fubnormali ■ 


y J y 

d x 


, 8c lit b quantitas ilia in 


quam abit x ubi in curva D E fit y = o , erit integrals sequatio 

mb' , _ m , ... 

e= jy' , five y'= — . ( b' — x'J: mmirum curva, qua: 

in fi litas parabolas vertice eodem B, eodem axe , 8c parametro qua- 
vis a defcriptas fecabit ad redos angulos , erit elliplis , quae latus tranf- 
verfum in axe , 8c centrum habebit in communi abfcilTarum vertice » 
8c in qua latus idem ad parametrum fe habebit ut m: n. Id primum 
attigit Jacobus Bernoullius cum hujufmodi problema in Adis Lipfien- 
fibus anai 1697 a Joanne fratre proponi cepit . 

II. 
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II. Si proponatur hyperbolae eodem centra , & intra eafdem afymp. 
totos defcriptae , & fit generalis curvarum ad redos angulos fccanda- 
rum aequatio jr" jr "=/•" + *, & juxta idem corollarium effe debeat 


m x 

fubtangcns = 


flanti addita fiet jy'-h 


-_yjj 

d x 
m b' 


, integrata aequatione , 8c quantitate con- 
m x* 


, five y' = — .(x* — A‘^:ni- 


in in 

mirum , curva qua: infinitas hyperbolas eodem centra , intra eumdem 
angulum afymptoticum, 8c diverlis latcribus defcriptas fccabit ad redos 
angulos , erit hyperbola ad axem relata . Si hyperbolae eodem centra, 
ac Venice , diverfa autem parametro, 8c intra alias afymptotos fint 
dclcriptx , iifque ad axem relatis , 8c fupputatis abfeilfis a communi 

r . x? a* y dy 

centra fit generalis expreflio fubtangentis = — -j — — , erit 

differentialis curvae ad angulos redos fecantis aequatio y i y = 

Q x d X ... X 

— x d x-i , 8c xquatio integralis y x = b x — x x -J- ia' . log. — , 

X P 

fi fcilicet fit adhuc b quantitas ilia, in quam abit x cum fit y = os 
quod a Nicolao Bcrnoullio additum eft in Adis Lipfienfibus cum an- 
no 1 7 16 majorc ftudio a Geometris agitari cepit hujufinodi problema 
de Trajedoriis, ut vocabant ipfi , orthogonalibus . 

111 . Si requiratur curva ED, quse infinitas Logarithmicas D E , B e 
ad axem , 8c afymptotum K Frelatas , fig. 1 36., fecet ad redos angulos, 
quia in eadcm Logarithmica conftans eft valor fubtangentis, in Logarith- 
micis autem diverlis per Coroll. III. Probl. LXI 1 I. logarithmi funt pro- 
portionates fubtangentibus 3 fi Logarithmic® unius B e fubtangens fit a, 
8c polito C £, =>, KC = x, fubtangens Logarithmica: alterius I) E 

- — y d y 

fit eadem curvat D E fubnormalis A C : — — - — — 


d x 


ad axem parallela, 8c MA'perpendkularis erit a; 


■ , ducaturque N E 
-yjy -.KM: KC 


dx 


= log. y : x , 8c fiet curvx quxfitx aequatio a x d x = — y dy. log y. 
Aequationes eafdem Hermannus in Adis Lipfienfibus 1 anni 1717 ex ge- 
nerali quodam canone elicuit , qui fi cxpiicandus , ac demonftrandus 

Zi : eflet 
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eflet, quod tunc Hermannus omiferat , in fimpliciorem canorem alium 
refolveretur fubtangentis in curva qualibet propofita , 8c fubnormalis 
in quxfita curva exaequandae . 

IV. Si proponantur parabola; eodem axe , eodem parametro , 8c 
divcrfis verticibus defcriptae , aut fi in fig. 134.5 parabola BE fecun- 
dum axis longitudincm fic moveatur urpuncta lingula lineas axi pa- 
rallels defcribant, ac pofita D C = 3 , C E = y fit generalis para- 
bolarum aequatio a'" — ’ j" =y " , 8c fit fubtangens quaevis A C = 

— l - = — ■ ; a punQo quolibet dato b fupputando abfcifias b C = x, 

Tl tn — n 

a 

Tl CL . mm 

m ■ y d y T71 * “ ■“ “ 

erit in curva D E fubnormalis A C = — = — • a " y ' s un- 

dx n 




\ tf 1 

— n * y 

de integrando eructur x = - 

m .[ l n — m ) 


. Quod fi igitur in priore 


requatione fiat m s=z 3 , n = 1 , erit x = ^ a'y ~ 1 , five xy = | s‘: 
8c traje&oria orthogonalis erit hyperbola intra afymptotos . Si fia t 
m = 3 , n =z 2 , 8c fecanda; proponantur parabola; tertii ordinis, cur- 
va interfecans erit parabola primi ordinis , quae definietur aequatio- 

ne *’ = — aj.Si fecandae proponantur parabolae primi ordinis, 8c 

fiat m = 2 , n = 1 , reafTumendo priorem atquationcm dcbebit cfle 
■ ■ ■ cl d y 

dx = — , 8c quK parabolam motam juxta axis longitudincm 

ad re£los Temper angulos fecabit curva erit Logarithmica . 

V. Si parabola BE, fig. 1 37. , perpendiculariter ab axe B C rccc- 
dendo tranfeat in locum be, ac fiat BC=bcz= 7 l ,ce=y,C e=x. 


8c fit parabolae acquatio a" - " ^"=y'“, erit xc 



a 


, 8c A C = 


rn j x —xd 
ny i/j 


, atquc inde eruetur x = 



n.( 2 m — n ). 


a 


quas 

om- 
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omnes fingulares curvarum hujufmodi equationes Bernoulli! fratres in- 
dicarunt cum primum de iis problematis aclum eft. Quod ft etiam cur- 
ve omnes BE, fig. 134., ad angulum non quidem rcdlum, fed data 
lege variabilem a curva E J fecari debeant , duel a ad Ed normali 
E L, data erit ratio redlarum A C , A L, L C, 5 t fi fit A C fubtangens 
curva: propofite , LC fubnormalis quefite curve , problema ad equa- 
tionem differcntialem primi gradus Temper dcduci poteric . Newtonus 
in folutione horum problematum , quae in Tranfactionibus anni 1-16 
edita eft , cum ex tangentibus curvarum fecandarum curvaturam cur- 
xx fecantis inveftigare docuit , ad differentialia fecundi ordinis folu- 
tionem omnem deduxit : nec tamen docuit qua inethodo equationes 
rcduci in cafu aliquo , & indeterminate feparari poflent, quod proble- 
mata hujufmodi fere nullius ufus cenferet efie . At ob eelebritatem pro- 
blematum placuit hec omnia , qua: funt priora inverfie tangentium 
methodi exempla, breviter commemorarc , 

PROBLEMA CXIII. 

Data equation: afymptotos , fi que lint , in curva qualibet de- 
terminare . 

In primis fi ad axem ilium , in quo abfcifte , aut femiordinate 
accipiuntur ultra qucmcumque iimitem propius acccdat curva quin 
tamen congruat, redudla equatione, aut ablciflTe infinite femiordinata 
infinite parva , aut femiordinate infinite abfeifta infinite parva refpon- 
debit : quod illico extracts radicibus , 8t indeterininatis ad fe invicem 
relatis manifcftum erit . Quod fi vero indeterminatis B C , C E ut- 
cumque acceptis, fig. 1 jo. , fit recla aliqua A I., per data punclawl j 
& L ducla, ad quam curva Temper acccdat propius quin tmquam 
congruat , & que fit curve propofite afvmptotus ; pofita ut antca 
BC = x, CE=y, & ad puntlum quodcumque E du£la tangente 

yd x . . y d X 

AEy ut fit fubtangens A Cz =.— — , erit intcrccpta ABz=z- . — x y 

dy dy 

dy x d y 

& perpendicularis B L=z A B z=y — . Itaque fi in equatio- 

d x d x 

ne alicujus curve valorem indeterminate y ex valore indeterminate 
alterius x fubftituendo , & pofita x infinita fuperfit finitus valor re£ta- 
rum AB, B L ; que per puntla A,L ducetur retla, cum non nifi 

ad 
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ad infinitam diftantiam evadat tangens, crit curvae propofits afymp- 
rotas , & varii finitarum hujufmodi re datum cafus totidem cafus re- 
ferent tangentium afymptoticarum . 

COROLLARIA. 

1. Ita igitur infpecta Equation: a xT =y" manifeftum eft quod fi 
exponentes bini m, n pofttivi fint abfciltae infinita: femiordinata infinita 
alicujus ordinis refpondebit , & curva nullo afymptoto prardita erit 
generis parabjiici . Quod fi vero proponatur arquatio xy ' — a' y — 6' 

a* / < 2 * b' \ 

= o extracU radice fiet y = — ± / ( — - H ]: unde primo fi 

ix \ 4 a' x ) 

ftatuatur x infinita, aliis terminis evanefcentibus , fietjy=± ✓ 

& bini erunt rami infiniti , eorumque afymptotus erit axis ipfe abfcif- 

t a % 

farum : ac deinde pofita x infinite parva fupererit y = — , & bini 

alii erunt infiniti propofitic curvae rami coordinatis pofitive , ac nega- 
tive fumptis refpondentes , & pracditi afymptoto femiordinatis parallela. 
Id ipfum generatim etiam eruetur fi arquationc quavis propofita ad pa- 
rallelogram mi analytic! cafulas relata , juxta Probl. LXXXIX. videa- 
tur quibus in cafibus femiordinata: uni infinita: refpondcat indetermi- 
nata alia infinite parva. Applications hujus excmplum a Mac-Lauri- 
no antea allatum Cap. IV. Par. II. Algebra: retulit Eulerus Cap. VIII. 
Par. II. Introductions. Exempla alia Cramerus addidit Cap. VIII. de 
Lineis Curvis. 

II. Generatim etiam fi aequatione juxta dimenfiones femiordinatae 
y difpofita , & deficiente altiore ejufdcin poteftate , quae aequationis 
gradui rcfpondet , videatur quibus in cafibus , & quo pofito valore 
abfciftae x fubfequens alia femiordinata: y poteftas poftit evanefcere, 
alii habcbuntur cafus infinita: radicis aequationis : ordinatis enim ter- 
minis omnibus aequationis, & per coefficientem primi divifis, coeflficiens 
fecundi termini eft fumma radicum omnium , coerticiens tertii fumma 
binariorum &c.: adeoque ubi evanefcat primus terminus quin fimul 
omnes evanefcant, infinitum evadet fadum omnium radicum, aut 
fumma earumdem , aut binariorum fumma See. . Hanc methodum in- 

dica- 
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dicavit de Gua de Malvcs in libro de Cartcfianx analyfeos ufibus con- 
Icripto : 8c cum obverfo Newtoni parallelogrammo xquationem curvx 
ad trianguli analytici formam deduxiflet, uc efl'et exempli loco gene- 
ralis forma xquacionis cubic* 
gy' + mxy' + i?y + kx’=:o 
+ dy'+exy + fx? 

+ by+cx 

+ a 

animadvertit quod fi in cafu aliquo propofito deficeret terminus gy' 

— J 

ac fieret m x-\- d = o , & x=s : aut fi hoc etiam termino de- 

m 

ficiente fieret i x*-J- e x -}- b = o ; tot ramos infinitos , 8c tot afymp- 
totos habebic curva femiordinatx y parallelas quot erunt vaiores rea- 
les abfcilfx , quibus pofitis ii termini evanefcunt , 8c vaiores totidera 
femiordinatx ejufdem fiunt in fi n ici 

ill. Quod fi inquiratur quas alias extra axem coordinatarum 
afymptotos habeat curva , atque exempli loco proponatur xquatio 
l ay “ + • = c;r"(2a+x)',8c juxta Coroll. II. Probl. CXI. fit curvx 

z m a-\- m x -\- n x 

— , 8c pofita x infinita , evanefcente termino ima , fieret 

t m a-\- mx n x 


, erit in fig. 130. intercepta ^4 Z? = 



2/7 a 

intercepta omms 

m-f- n 


. In cadem etiam abfcifi"x infinita: hypothefi effet 


xquatio curvae 2 a 


y m + * s= c x ■" + ■ , 8c y = x ^ — j " + " , 


8 c cum 


2/7 a r c - — - 

fit d x:dy = A B: B L, fiet pro eodem cafu B L = — — ( — ) “ T , 
J m 4 - n v 2 a / 


8 c re&a per puncla A, 8c L ducla erit curvx afymptotus . Si fiat 
/8=/7 = i, ut in hyperbola, erit pro cafu abfciflx infinitx _A B = a j 

B L = j ^ ia c . Ita adquemlibet curvx ramum , 8c extra axem 
afymptoti, fi qua: fit, duccndx methodus, eadem erit qua tangens 
ducitur: 8c ubi afymptoti efient plures xquatio etiam diverfos cafu* 

fup- 
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I upped i tarot , St fimilibus Temper formulis unaquxque afymptotus pof- 
fct dcterminari , 

PROBLEM A CXIV. 

Invenire in' curva aliqua pundlum multiplex . 

Cum in xquatione , qux curvx naturam exprimit fecundum in- 
determinate alterutrius dimenfiones difpofita, pro cafu puncti alicujus 
multiplied, tot e(Te debcant radices inter fe xquales quotuplex ell ordo 
multipliciratis pun£ti , ut initio hujus capitis monuimus , binx in pun- 
£lo duplici , in pundlo triplici tres See. : cumque infuper terminis fi n- 
gulis xquationis , qux plures habeat radices inter fe xquales juxta Co- 
roll. IV. Probl. XLV. per refpondentes feriei arithmcticx terminos mul- 
tiplicatis , aut juxta Coroll. IV. , & V. Probl. XC. fumptis xquationis 
totius differentialibus xquatio emergens unam minus xqualium earum 
radicum contineat , Sc ita potto quoufque xquales radices omnes iis 
multiplicationibus fublatx lint , Sc una tantum fuperfles radix non am- 
plius evanefcat ; generatim in propolita quavis curvx xquatione fecun- 
dum abfciflx dimenfiones primum , ac deinde fecundum dimenfiones 
femiordinatx fumpta videndum erit quo in cafu , Sc quibus pofitis ab- 
fcilTx , Sc femiordinatx valoribus tota xquatio , Sc prima , fecunda , 
tertia Sec. xquationis differentialia evanefcant. Tunc enim ex numero 
differentialium fuccefiive evanefeentium multiplicitas pun&i , Sc ex va- 
lore fractionis ultimo loco fuperftitis multipliciratis fpccies , ac ratio 
dignofei poterit . 

COROLLARIA. 

I. Quod li igitur fumptis xquationis alicujus propofitx differen- 
tialibus , Sc fubfiituto coordinatarum valore aliquo termini omnes 
evanefcant, curva habebit aliquod pundlum multiplex, duplex nimi- 
rum fi prima tantum diffcrentialia evanefcant , triplex fi evanefcant 
etiam fecunda See. Ut fi proponatur xquatio ad curvam, qux New- 
tono eft fpeciei LXIX. , videlicet py' — ip cy-\- pd = — 2 a' -f- ja* x 
— — 4a x* -f- x-' , quia acceptis dilferentialibus ipy iy — 1 pc dy : — : 
5 a' d x — 8a xd x-f- 3 id d x termini omnes evanefeunt fubftituendo 
c loco y. Sc a loco at; curva pundtum aliquod multiplex habebit ubi 
fiet c=y. Sc a = x. Quia vero fecundis differentialibus acceptis, 
iifdemque fadtis fubftitutionibus fupereft p d y' = — — a d x* , non nifi 

binae 
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bin* abfcifl* xquales , 8c bin* pariter femiordinatx xquales inter fe 
eidem pundo refpondere poterunt, 8c pundum erit dumtaxat duplex. 

II. Pariter fi proponatur xquatio y'+v* — u'y ' — • 28* re* -f- 8* 
£= 0 , 4 c lit primum diiferentiale xquationis <\y' dy 4 x' d x — 
4 b'y d yf - — 4 b' xdx, cum 8c xquatio cadcm , 8c primum differentiale 
evancfcant ubi fiat y = o , 8c x = ±b, cumque his fad is fubftitu- 
tionibus non evancfcat amplius fecundum differentiate , curva in duo- 
bus pundis duplicibus fccabit axem abfciiTarum hinc inde pofitis ad 
*qualem diflantiam b a communi abfciiTarum origine . Hie Celebris 
cafus eft a Joanne Bernoullio propofitus , 8c ab Hopitalio diftinde 
evolutus de valore fradionis , in qua denominator fimul , 8c numcra- 

o 

tor evanefeerent , 8c pro exprertione omni fradionis fupereflet 3 = — . 

jdy ® 

Quod facilius intelligetur feribendo — loco 8c ftatuendo ~dy = d x. 

Nam quo in cafu fieret — , *quatio, qua: rclationem in- 

determinatarum x, y expriineret , binas radices haberet inter fe xqua- 
les, 8c ad diiferentiale aliud progrediendum effet , ut ratio dx-.dy, 
8c valor quantitatis illius 3 determinari poflfet. 

III. Data ratione d x : dy , qux ex valore differentialis ultimo loco 
fuperftitis colligitur , tangentis valor , 8t fpecies pundi multiplicis in- 
notefeet . Nam ft curva nodum aliquem referat , 8c pundum duplex 
interfedione rami utriufque habeatur , duplex ad pundum idem erit 

d x 

tangens , 8c fradio — duos valores diverfo* exhibebit . Tangens pun- 

. d y 

di ent unica, 8c unicus dumtaxat valor ipfius fradionis fi pundum 

duplex habeatur quod bini curvx rami ad partem alterutram fe tan- 

gant , aut fi nodo curvx evanefeente curva ad partem aliam a dato 

pundo vidcatur regredi . Pundum duplex fine tangente erit , 8c ima- 

. . # d x 

grnarius prodibit valor fradionis — fi pundum fit conjugatum, 8c 

invifibile : quod ex ovali evanefeente , 8c in unicum pundum abeunte 
initio hujus capitis fieri monuimus . Ita quia ex prioris corollarii xqua- 

tione p dy' = — ad* eruitur = ± </ ^ ZHt J , pundum duplex 

A a a 
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conjugatum erit curva, quemadmodum pro eadem curva fpecie a New- 
tono ftatutum eft . 

IV. Simili modo innotefcet fpccies pundorum triplorum , qua- 
druplorum See. dudis tangentibus . Si pundum triplex fit , & qua ex 


tertio differential! eruitur 


d X 

fraclio — tres diverfos valores habeat , ei- 
dy 


dem pundo tres convenient tangentes, 8t tres ibidem curva rami fe 
interfecabunt : fi duo dumtaxat valores hujufmodi poffmt elici , pun- 
do non nifi binae convenient tangentes, & conftituetur pundum ex 
ramo curva tranfeunte per pundum aliud contadus duorum ramo- 
rum, aut per pundum regreffus, qui nodo curva evanelcente ut an- 
tea poteft exfurgere : quod fi denique eruatur unicus tangentis valor, 
pundum duplex orietur cx invifibili pundo duplici in curva perime- 
tro alicubi conftituto. Ita fi fit xquatio 


ay' — 3 aey' -f- 3a e'y — a c' -f x* — 5- ax’ -{- — {-a', 

Sc fiat yz=e, x = a , poll tertiuin differentiale acceptum fupererit 

-d—-z= d gc unica dumtaxat erit triplicis pundi tangens. Etemplum 


ex Bragelongnio defumpfimus Par. I. §. LX. . In corollariis vero an- 
teccdentibus dcclinavimus difficultates , quas Bragelongnio oppofuerat 
dc Gua de Malves Sed. II. Lem. IV. Cor. I. , ut facile intelliget qui 
fatis otii ad hac omnia fimul comparanda habere poterit . 

PROBLEM A C V. 


Data aequatione curva invenire punda fingularia. 

Quia reda , qua curvam tangit in pundo fimplici , binis interfe- 
dionum aliarum pundis congruentibus, penfetur bis curva occurrere, 
qua curvam rangit in pundo inflexionis fimplicis cenfetur ter curva 
occurrere, & univerfim quia reda , qua curvam tangit in pundo 
inflexionis aliquo vifibilis, aut invilibilis, cenfetur in tot pundis cur- 
va eidem occurrere quotuplex eft gradus inflexionis pundi , & duo- 
bus amplius, reda vero alia qualibet non 'nifi in unico occurrit pun- 
do ; fi curva alicujus femiordinata tangenti hujufmodi lint paraliela 
ut denique in tangentem migrent , abfeiffa in unico femper pundo 
occurrct curva , femiordinata vero., qua curvam tanget , occurret 

quo- 
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quoties jam dictum eft. In squatione igitur, quae curvam exprimit, 
fecundum abfciilx dimenfiones difpofita nulls erunt radices inter fe 
xquales: at ft fecundum femiordinatae poteftates xquatio difponatur, 
bin* erunt radices aequales fi punftum quod a curva tangitur non fit 
fingulare , tres ubi punttum inflexionem primi generis fubeat , qua- 
tuor ubi fubeat inflexionem fecundi generis 8cc. : fumptifque adeo 
differentialibus , 8c femiordinatis tantum habitis pro variabilibus tot 
evanefcent differentialia inferioris ordinis quot unitates erunt in indice 
multiplicitatis inflexionis una addita, 8c ratio dx:dy ex primo, quod 
fupercrit , dift'erentiali *quationis , in qua femiordinata tantum pro va- 
riabili accipiatur , fublatis aliis radicibus *qua!ibus determinari potent. 

Ut vero dignofcarur num curva punctum aliud fingulare habeat , 
cujus tangens non fit axi femiordinatarum parallela, tansformata xqua- 
tione , referenda eft curva ad alium axem aliquem , qui cum priore 
indeterminatum angulum conllituat , ut in Probl. XXXVII. pro Sc- 
flionibus conicis fuit fupra prsflitum , videndumque eft quibus in ca- 
fibus, 8c quo pofito novi, 8c prioris axis angulo , differentialia aqua- 
tionis ut antea poftint evanefeere . 

COROLLARIA. 

I. Si proponatur curva xquationis y' — by' — c' *=0, 8c re- 
quiratur quod fingulare punctum habeat curva ubi fit _y = 0 , in pri— 
mis quia x, 8c y acceptis pro variabilibus primum diflerentiale pro 
codem cafu non evanefcit , punctum , a quo curv* origo fumitur , 
non erit multiplex . Quia vero femiordinata tantum fpectata tanquam 
variabili, primum, 8c fecundum differentiate, polito y = a, evane- 
fcit, 8c pro tertio differential! fupereft — tbdy', primi generis in- 
flexionem in ipfa origine habebit curva. Simili modo parabola *qua- 
tionis y' =. a' x a iimplici inflexionis puncto originem fuam ducet: pa- 
rabola *quationis y‘ = a ' x originem ducet a puncto inflexionis du- 
plicis , quod Maupertuifius appcllabat punctum ferpentinum . Punctum 
etiam ferpentinum in ipfa origine habebit curva aequationis y' — by 4 

• — c*j t=o. Generatim fi fit xquatio y m =.a ‘ x, erit gradus in- 
flexionis in curv* origine m — 1 . 

II. Si pun&um fit fimul multiplex, 8c multiplicis inflexionis, ab- 
feifla in tot punctis dumtaxat occurret curv* quot unitates erunt in 

A a a 2 indi- 
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indice multipliritatis pundi , femiordinata vero , quae etiam evadet 
fangens , in tot curvse pundis occurret , quot unitates erunt in indice 
multipliritatis pundi limul , 8c multipliritatis inflexions una addita , 
in quatuor fcilicet fi pundum duplex (it , 8c inflexionem primi gene- 
ris fubeat, in quinque (i pundum duplex fubeat inflexionem fecundi 
generis 8cc. . Sumptis igitur sequationis differentialibus , femiordinatif- 
que, 8c abfciflis habitis pro variabilibus , tot evanefcent different ialia 
fibi invicem ordine fuccedentia quot unitates erunt in indice multi- 
plicitatis pundi una dempta: at femiordinatis tantum habitis pro va- 
riabilibus, tot a primo inripiendo evanefcent ordine differentials quot 
unitates erunt in indice multipliritatis pundi timul , 8c inflexions , 
atque ita Temper multiplicitas , 8c (ingularitas pundi dignofci potcrit. 

111. Hac regula pundum duplex , 8c (implies inflexions deprehen- 
deturin curva, quae definitur xquationey — by — c*at , -j-/n'ar* = o. 
De (ingulis pundorum fpeciebus fufius egerunt authores alii, quos 
memoravimus . De Gua de Malves xquatione ut antea ad trianguli 
analytici formam deduda animadvenit quod (icuti prioribus terminis 
evanefeentibus afymptoti , ita etiam evanefeentibus terminis pofterio- 
ribus determinari poffunt punda (ingularia, 8c multiplies. Ut in aequa- 
tione ilia cubica Coroll. II. Probl CXI I. fi fit £ x 1 /x* -pc x -{-a =o, 
radices novae hujus equations exhibebunt varias difiantias communis 
ablciffarum originis a pundis , in quibus curva fecabit axem ; & fi 
binae ex his radicibus aequales lint inter fe , curva in eo pundo axem 
abfeiffarum tanget : 8c fi uno ex his valoribus abfciffx x affumpto 
fiat etiam / X* -f- ex -f- b = o , refidua xquatio bis erit divifibilis per 
y o , 6c cum eidem pundo duplex abfeiffa, 8c dupla paritcr femi- 
ordinata refpondeat, pundum neceffario erit duplex. Qui prolixiores 
pundorum hujufmodi invefiigationes confidcrabit facile fentiet quan- 
tum otii litterarii quandoque ingeniofi homines habuerint . Ad aliam 
modo Geometric curvilinex partem ttanfeamus , cujus amplior in uni- 
verfa etiam Phyfica eff ufus . 

PROBLEMA C V I. 

Arcum fedionis conicx , aut curvx alterius cujufcumque , qux 
definiatur data xquatione, redificare. 

Sit in fig. i jo. abfeiffa D C = x, elementum abf iffx C D=zdx, 

fe- 
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femiordinata CF=y, femiordinate elementum F H=F G s= d y, 
exit elementum arcus £ G = E H=</ (dy r* -f- dy ' ) : unde fi data 
fit curve equatio , 8c valor indeterminate unius ex valore indeter- 
minate alterius definiatur, arcus ctiam exiguus quifque EG unius 
tantum indeterminate differentiali conftantibus quantitatibus , 8c in- 
determinate eidem utcumque admixto exprimi poterit , 8c arcus , qui 
m datam femiordinatam definat , re£Hficatio ad integrationem formu- 
le , que unicam tantum variabilem involvat , deducetur , 8c aut fini- 
tis quantitatibus, circularibus arcubus, logarithmis , exprimi, aut fal- 
tem per infinitas feries exhiberi poterit. Ita fi ordine proponantur equa- 
tion es curvarum generis parabolid , ellipfeos , hyperbole aut ad axem , 
aut ad afymptotum relate, 8c, que inde pendet, logarithmice , cle- 
menta fcmiordinate, 8c arcus erunt ordine ut fequitur 



A equatio curva*. 

Elementum fcmiotdinat* . 

Elementum arcus. 

I. 




11. 


t 

4/ = -1 * > in 




*** t 


III. 



y C ' 

IV. 

L% 

—<>*** 

— (** — + 4* **) . 

«V («* — **) 

*y(«» — X ‘) 1 


a % 

V. 

6 % 

/ = — (**— * l ) 

Jy ~ ixi * 

f-4 1 .** — «* ) 

* Y ( *“ — «‘) 

* Y( ** — •* ) 

vr. 

*/=/• 

*» 

*'* v ( ,+ “r)* 

VII 

■ log-7 =* 

y 

d ,y(,+L). 



corollaria. 


4X d y 

I. In parabola cum fit i — ) = — ^( a '-{- 4 y x ) — 


i dy 


+ 


4 y'dy 


, . , reclificatio arcus non nifi infinita ferie 

✓ («* + 4/) *S(a' + 4 y‘) 

exprimi poterit . In curva autem altera , que definitur equatione 

8a 

■ , 

sr 

po- 



1 . 8 a 1 

cnt — ( 

r x+^y 

V 4 a > 

1 * 7 \ 

, 4*/ 
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pofitoi fcilicet quod arcus omnis incipiat ubi fit x = o . Hujufmodi 
curva parabolae Nelian* nomen adhuc retinet apud Geometras, quod 
primo Gulidmus Neil earn efle redificabilem ex Wallifii feriebus 
collegerit , atque hoc primo exemplum protulerit curvae in infinitum 
excurrentis , in qua arcus data; abfcifl* rcfpondens finitis terminis ex- 
primitur. Arcus hyperbolae, ellipfeos, logarithmic* non nifi evoiutis 
in convergentes feries fradionibus , 8c fummis terminorum omnium 
acccptis potcft cxprimi. 

, b' 

II. Si in formula IV. fiat a' -f- ( — — i ) . x* = a j , ac fit prop- 

d* 


terea x: 


( a r — a % \ , c? at 

8c dx — w(b :_-^ u(al _ a .y 

elementum arcus el^ptici hac alia exprimetur formula 


Pa- 


iaV (b % — a\)\/ (a\ — a') i / (a.' -f b' . f — b') 

a 

ritcr fi in formula quinta fiat -f- I ^ . i* — a' = a j , adeoque 




a' d f 


, fad is fi- 


i V {•*' + !>')>/ ( *y+ &') 
milibus redudionibus erit elementum arcus hyperbolici 
d\ V a T 

*✓(? ' + (*' — b').± — b') 

a l I 

III. Univcrfim igitur integratio formulae f 5 — g') * 

fy 

pendebit ex redificationc hyperbol * , in qua fit d: p = , 8c 


fit a major, aut minor quam b . Formula vero S . p ’ (p - — 3* — g * J 1 
pendebit ex redificatione ellipfeos . Et quidem in ellipfi comparatis 
terminis fiet g'z=zb\, 8c unus ex femiaxibus erit b : atque axis alter 

j | 

obtinebitur fi fiat pz= , five apz=a'-{-g‘: unde illico erue- 

a 

tur 
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tur a = - t p />* — g'), Sc ellipfis evadct imaginaria cum fie: 

- p < g • 1 % hyperbola parlrer erit g femiaxis unus , ac pofito 
a' — ap=g‘, evadet femiaxis alter a = ±p ± / ( ~ p' + g'), & 
hyperbola Temper erit realis . De formulis , quae ad redificationcm 
arcus elliptic! , Sc hyperbolici reducuntur, primo apud nos agere ce- 
pit Marchio Julius Fagnanus cum in Diario Vcncto anni 1718 oflen- 
dit redificationem curvs, quam lemnifcatam vocant, ad utrumque 
arcum dcduci. Mac-Laurinus in opere de Fluxionibus, quod anno 1741 
in lucem prodiit, formulas cafdem fynthctica quadam calculi fpecie 
fupputatas exhibuit §. 804. 

IV. Si proponatur formula ‘Ll^A in q Ua conftans 

V(g*±p\— f) 

quantitas g fub radicali figno pofitivum valorem habeat , ac fiat p =3 
ft " " * d u 

— , Sc d r = — — , formula in hanc aliam transformabitur 

u u' 


— g 
u u * 


f-f) 

— u' d u — g* d u 


— g' du _____ 
— £*) 


d III/ u 


, , , : atquc hie quidem po- 

\f(.u'±pu — g'J ✓(u*±/>u — g *) 

flcrior terminus ad redificationem hyperbolae deducetur , prior vero 
cum fit — d u — tlAL , exhibebit in numeratore ipfam denomina- 




toris differentiam , ac pro integrali habebit 



Similibus fubftitutionibus D. D’ Alembertius , fummus plane Mathe- 
maticus, & mihi necefiitudine conjundilTimus, Par. II. DilTertationis 
de Calculo Integrali, quae in Adis Berolincnlibus anni 1746 legitur, 
xquationes omnes evolvit , quae pendent ex redificatione arcuum el- 

lip- 
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lipfeos , vel hyperbolae , & omnino elegantes formularum quam plu- 
rium redudiones exhibuit . 

V. Ope etiam Newtonian! theorematis , formulae quarum idem 
efTet denominator, numerator vero quamcumque aliam variabilis { 
poteftatem involveret , in alias refolvi portent , in quibus variabilis 
eadem indicem poteftatw binario audum haberet, vel imminutum. 
Hie autem redudiones hujufmodi non adjiciemus , quod differentiales 
formulx, qua: elementum hyperbolici , vel elliptici arcus exprimunt, 
nulla alia ratione integrari poflint, quam radicates quantitates in fe- 
riem evolvendo , & terminis lingulis integratis , fi feries convergentes 
lint , tot fimul terminos colligendo , quot ad problematb cafum , 8c 
refolutionem fufficiant . Quo dato ad folutionem problematum quae 
ad arcus ellipticos, & hyperbolicos reducantur, fat is erit problematum 
formulas in infinitas feries convertere , & integrare , quam maxime 
generalem efle integrandi rationem fupra monuimus. Analogum autem 
eft ingeniofum Lemnifcatx problema , quod cum prxeipue ad Italiam 
noftram pertineat exponendum , atque explanandum hoc in loco erit . 

PROBLEMA CXVII. 

Si fit HNF tangens hyperbolx xquilaterx EH in pundo H, 
fig. 138., atque in earn ex centro O demittatur pcrpendiculum O F, 
curvam EfF, qux inde oritur, determinare . 

Si ex pundo F in femiaxem hyperbolx O E demittatur perpen- 
diculum aliud FC, & fit OC = j, FCc=y,OF=:u, femiaxis 

a* 

O E s= a , abfeirta O K= x, intercepta 0 N = — ; ob fimilitudinem 


triangulorum OF C,0 iV F, N 11 K, erit O A T = - --- - - = J - fo' — ~ ; 


KH = : 


OC 

tc cum in hyperbola xquilatera effe debcat — a *) , 

x* — a' . y KN / a' \ 

t — 1 — — j, atque inde eructur 

a' 3' a r 

— = ?’ — y' j five — = / ( f — y' ) , eritque xquatio curvx 

EfF , qux dicitur Lemnifcata, f-\-y = a / ( f — y}. Hoc pofito 
cum fit O P = u' = -f-jr* , fiet u* = 3* f — . a'y' = a* u' — za'y ' , 

at- 
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atque inde eruetur y 
if d a 


Curvlinea. $7f 

u\^(a ' — «• . du*/ ( c? — u' ) 


«/ z 


a/ a 


), dy = 

t u Yfa' + u') ^ rfaVfa'-f a'J 

a~Y 7 ’ 51 a V z * 

if du, 

y z y ( < l ua$ * rat '^ ue » ac colleSis terminis fiet</{* + 

dy' = d «* ^ i -f- — ^ : 8c quia aucla fubtenfa OF arcus F£ 

imminuitur, fiet elementum arcus F f z=z — .-■? J “. — . ; 

1 Y(a' — u') 

COROLLARIA. 

I. Cum juxta formulam quintam problematis antecedents fit elc« 

d x V* ( % of — — af ) 

mentum arcus hyperboix xquilaterx — —j , 8c pofito 

V I ** — a ‘J 


fj _^T. 

u' 


/(?*—/) 
— a’ du 


tfV(a* + u' ) 

u~Y z : 


V~z V ( t+ v) ntd3 


, fa£Us fubftitutionibus evadet elementum arcus 


u'YlY (a' + u'J 

. < 2 * du 

hyperbolici — — ; — . Rurfus juxta formulam quartam li fint 

u Y ( <t — u'J 

bini eflipfeos femiaxes a, 8c a Y i, atque abfciflx a centra ellipleos 

in priore femiaxe fupputatx vocentur u , erit elementum arcus ellip- 

. . _ r . — duY (a' + if ) du(a'+tf) 

t.c. a vert.ee £ fupputat. — — — — . Sum- 

mam igitur elementorum arcus elliptici , 8c hyperbolici ab elemento 

Ff curvx propofitx E F fubducendo fupererit — , 

' . u* V ( a* — u ♦) 

II. Eft autem in hyperbola xquilatera OH * c= zjr* — a*, 8c FI/* e= 

2x* — a* — u', 8c loco x* feribendo , a £ t FH= — VY<z* V 

zu v u 

8c tangentis elementum Fc = — — V f «* — «* ) — ~~ .. 2 “* t Jf. _ 

6 u* 1 J u *V(a*_ a «; • 

Bbb — 
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'~—du( a* -hit ) 


, idem fcilicet prius refiduum figno inverfo acceptum , 


u* V (tf — u‘) 

Acceptis igitur fummis, arcus curvae propofitx E F squalls erit fummte 
arcus hyperbolae aequilaterae EH, & arcus ellipfeos iis femiaxibus de- 
fcripti , & a Venice eodem E fupputati , dempta tangente hyperbolae 
H F, quae in pun&um H definit . Hoc eft ingeniofum illud theorema^- 
quod primo Cl. Fagnanus in Diario Venero , & deinde alia ratione 
expofuit Tom. II. Produ&ionum Mathematicarum . 

HI. Hifce autem formulis reliqua complecluntur , quae ad lem- 

nifcatam pertinent. Cum enim fit F f:f cz=- ^ 


V (a* — u‘) 


d u = 


a* 

I7fH : l: 


& fit OH' = — (a'-fa’l — a'= — , erit F/:/<r = 
a* u % 


OH: FH, & cum re£H fint anguli OFH ,Fcf, erunt inter fe fimilia 
triangula O FH , F cf, atque ad FOe re£ta pcrpendiculari OP, quae 
tangcnti lemnifcatae occurrat in puntlo P, fimile pariter erit triangu. 

, OF.Ff a'u 


lum POF, eritquc tangens FP ; 


fc 


V ( a* u 'J 


, & fub- 


tangens O P = . Hoc etiam F. Hoc etiam pofito erit Fc= 

6 ✓( a' — u') ¥ 


OF.Ff 
oh~ ~ 

u' du 


u' du 


atque erit elementum area: FO/= 


Vts — it) 

: cujus integrate cum fit — - V ( a' - 


, . . , . .uiuj uiivcMui. vu.il in - r i . — * a 4 J 4" C . 6t 

lV(a‘ u‘ ) >6 4 t ' ' 

pofitou = ofit quantitas conftans C = -j a' , pofito deinde u = a , erit 

area omnis O Ff E= j a', & a* area omnis , quae duckis fimiliter in 

adverfam partem arcus £ A , & ad hyperbolam oppofitani tangentibus , 

integro curvae duclu comprehendi poterit . Facile vero cx fubfequen- 

tibus colligetur lemnifcatae femiordinatam FC omnium maximam efle 

o porter* 4 a V 

PROBLEMA CX VIII. 

Iisdem pofitis aream , & foiidum revolutione arcae circa axem 
genitum metiri. 

Po- 
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Pofitis iifdcm denominationibus quae antea , cum pundis C , D 
ad fe invicem propius accedentibus differentia are® exiguae C EG D , 
fig. 1 3 1., Sc rcdanguli C E F D fiat minor quacumque data, erit idem 
redangulum , five ydx elementum omne , quo area quacvis EEC 
augebitur, vel minuetur : Sc fi area omnis rotetur circa axem BD, 
Sc reda EC circulum , Sc redangulum CEFD gignat cylindrum 
redum altitudinis C D, 8c radius ad peripheriam fe habeat ut i : p , 
erit circulars bafis ~ py' , 8c cylindrus ilie exiguus, five elementum 
folidi revolutione ilia geniti erit '-py'dxt aut fi initio a pundo quo* 
vis M dudo , 8c pofito M D = N O = 3, folidum omne revolutione 
plani BG D circa B D genitum confideretur tanquam compofitum e>? 
totidem annulis cylindricis, quorum interior radius fit MN , exterior 
mn, 8c altitude NO, vel M D, qui fcilicet gignantur finguli revo* 
lutione fpatii NO on, erit etiam elementum totius folidi p\ydy. 
In unoquoque igitur cafu , data arquationc curvae , indeterminatam 
unam ex altera definiendo , valores quantitatum ydx, - py'dx, vel 
p\ydy unica tantum variabili , ejufdemque diiferentialibus exprimi 
poterunt, Sc vel abfolute integrari , vel in infinitas feries terminorum 
abfolute integrabilium converti , ut dimenfio area: curvilinex , Sc fo- 
lidi rotundi datx altitudinis innotefcat . 

COROLLARIA. 

I. Si proponatur parabola. Sc fit y = ^ a x , erit S .y dx = 

X X 

x y. Sc S.- py'dx= -pax‘= pxy': fcilicet area 
parabolx acquabitur duabus tertiis partibus redanguli circumfcripti , Sc 
foliditas conoidis parabolici dimidia erit cylindri , qui redanguli ejufdem 
revolutione circa axem gignitur , atquc ita uno calami dudu habenrur 
modo qu® apud Archimedem prxeipua erant theoremata , 8c qu* 
Torricellius , aliique fufe adeo dcmonflraverant . Si parabola exterior 
BEL revolvatur circa tangentem ad verticem BL, feribendo x loco 
y erit folidum revolutione genitum S. ^ p x'dyxxz^px'y. Sc ad cy- 
lindrum d p x'y altitudinis C E , Sc radii bafeos B C fe habebit ut 
1:5, Si parabola eadem exterior revolvatur circa redam Lg paral- 
lelam axi, fig. 139. , Sc fiat L B= c , Ee=c — jy,erit elementum 

B b b 1 folidi 


1 


5*0 


Di Geombtkia; 


folidi '-p[c — a'x'y.dx: quod integratum, ac pofito 
fiet ~ py'*> fexta nimirum pars cylindri , qui revolutione redanguii 
parabolae circumfcripti circa eamdem redam gigni poteft . Hoc eft 
CoroU. VIII. Propof. LI. Lib. IV. Geometri® Indivifibilium Cavalerii . 
II. Si fit generalis xquatio curvarum generis parabolic! a^—'x" 

ess V", fimili calculo eruetur area — & ad redangulum circum- 
J m -f- n ° 

fcriptum fe habebit ut nr.m-\-n. Solidum vero , quod gignitur revo- 

. . mp jr y* ... 

lutione curve circa axem , ent — - — — , & ad cylindrum , qui pro 

alritudine abfcifiam , & pro radio bafeos femiordinatam curve habeat , 
erit in rarione m : m •+■ m . Si planum curve revolvatur circa tange ri- 
te m ad verticem erit folidum ; & fi ut antca revolvatur 

4/71 -j- 1 n 

circa redam axi parallelam erit elemcntum folidi 


— aca ” *" + « " x") dx, quod integra turn, & pofito 


demum cz= y = a “ x“, fiet 


n' p xy' 


-. Tribus hifce for- 


(in + m).(m+n) 
mulis exhibentur theoremata, ac cafus omnes, quos Stephanus De An- 
gelis enumeraverat in Propof. XIV. , & XV. Lib. II. de infinitis para- 
bolis . 

III. Si integra parabola revolvatur circa earn redam parallelam 
axi erit elementum totius folidi inde gcniti p •{ c-f-y )' . d x: unde 


fcribendo primum ^ a jcloco y , atque integrando , Sc fcribendo rurfus 

y loco c, fiet folidum omne —pxy',Sc ad cylindrum qui pro altitu- 

dine habeat abfciilam x, Sc radium bafeos 2 y , fe habebit ut 17:24, 
quod eft Coroll. X. Propof. LI. Lib. IV. Cavalerii. Si ex hujufmodi 
folido, quod a Cavalerio appellatur bails columnaris parabolica ftrida, 
fubducatur folidum , quod revolutione parabolic exterioris circa redam 

axi 
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nxi parallelam ut antea gignitur, & quod apicis parabolici habet no- 
men t fupererit d pxy', & folidum hujufmodi refiduum ad conoidem 
parabolicum j- p xy' fe habebit ut 16: j, quod eft Coroll. XV. Cava- 
krii . Si parabola B GD revolvatur circa femiordinatam G D , & fiat 
B D = c , CD—e — x, erit eiementum folidid/>.(e — x)'.dy 


^ CL • d X 

Ip.(e-x)'. , quod btcgratum , pofito x: 


— px'y, & ad cylindrum revolutiooe re&anguli circumfcripti circa 

D G genitum fe habebit ut 8 : if. 

IV. Si proponatur zcquatio /" + " = x"y m , qu* curvas generis 

hyperbolici ad afymptotos relatas exprimit, erit area —— , eaque fpa- 

tit — n 

rium UOBC ufque ad femiordinatam y defignabit, fig. 88., fi fuerit 
m > n , at fi fuerit m <^n negativum fpatium ex adverfa femiordinata 
parte acceptum fic definietur, eaque formula exprimetur area B CH L. 
Si fuerit m s= n fiet fpatium omne infinitum , ac reaflumendo formu- 

f*d X 

lam y d x=-—— pro fpatio illo, quod abfcifl* x refpondet, eruc- 

tur etiam f. log. x, prorfus ut fupra explicatum eft. Erit etiam foli- 
dum genitum revolutione are* UOBC circa A B genitum S.pxydy = 


S.pf 


= + i i - - 


dy = - : unde qu* funt pofitiva folida ad 


unam femiordinata jy partem accipiendo , negativa ad partem alteram^ 
difficultates ali* circa naturam fpatiorum , quibus Wallifius haferat , 
declinari poterunt . Si fit nz=m= erit folidum omne pxy' = 
pf'yi atquale fcilicet cylindro, cujus altitudo fit y, 8c radius bafeos 
fit tranfverfus hyperbol* femiaxis // 1 : quod eft celebre Torricellii 
theorema . 

V. In Logarithmica fi fit ut antea femiordinata y , abfcifta 
fubtangens /, xquatio log. = j , erit area S .yd\=.jy, aqua- 
lis fcilicet redangulo ex femiordinata in fubtangentem : atque erit fo- 
lidum 
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lidum revolutions areae circa axem abfciflarum genirum S. \py'd\ 
*=S.'-pfyiy = \pfy\ ut in Coroll. II. Probl. LXIII. jam antea 
inventum eft . In Logarithmica fpirali Ceh , fig. 91., cum pofito 
A G = u ,C g = v , radio A C = r , peripheria integra = p , habea- 
tur sequatio ru=pv, fiet elementum are* Cghz= - v.gcz= 


v d u 


- v.- 


pv'dv . pv' 

■ — — , 6c area mdetermmata — — , 5 c pofito v = r pro 


r iP ’ 6 P 

omni fpiralis area a centro ad circulum A G II habebimus tertiam 
circuit ejufdem partem : quod eft theorema aliud Archimedis . Ex il- 
iius etiam dementi formula manifeftum eft indcterminatam fpiralis 
aream exprimi pofte extcriore area parabola: , in qua parameter fit 

— , 8c abfcifl* in tangente ad verticem fupputat* vocentur v , 8c 
P 

1 r* 

red* abfeiflis perpendiculares fint v* : — , & elementum ares para- 

P 

p y x d v 

holies fit adhuc - — — — . Haec eft fingularis parabol* , 5 c fpiralis ana- 

logia j five are* fpiralis in parabolicam explicatio , quam nonnulli 
Gregorio a S. Vinccntio tribuunt , 6c ad quam antea Cavalerius in 
Propof. IX. Lib. VI. quadraturam fpiralis deduxerat. 

VI. Si fit femiaxis tranfverfus hyperbol* a, conjugatus b, 8c ab- 


fci/Iis x a centro fumptis fit ut antea femiordinata quae vis — \/(x* — a* ), 

a 

6c Tegmentum hyperbol* circa femiaxem conjugarum rcvolvatur , erit 
.. . p b xd x 

elementum cylmdri concavi 'f \ x ' — a ') > & folidum omne 


p b ■“ ^ 

— (** — -a*) ‘ . Erit etiam folidum genitum revolutione rectanguli 
3 a 

p b f 

fegmento cidem circumfcripti — {X' • — a')’ , 6c ratio folidorum erit 

2:3, unde alia Cavalerii theoremata dcduci poflunt. Si hyperbola 
revolvatur circa axem tranfverfum , 6c fumptis a vertice abfeiflis fit 
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y — — /( la x + x*}, erit folidum indeterminate altitudinis x hu* 

p b x x? pb x x* 

jufmodi revolutione genitum - Si a, 8c b denotent el- 

ta 6 a* 

lipfeos femiaxes , erit indeterminatum folidum revolutione ellipfeos 

8‘x* pb'x' 

■— , 8c pouto x= tx 


circa axem tranfverfum ia genitum — 


ia 6 a' 

fiet tota fphxroidis fol iditas {pb'a. 

VII. Si fegmentum ellipfeos BG D , fig. 140 , revolvatur circa 
femiordinatam D G , Sc fiat D D ess e , juxta pofteriorem formulam 

hujus problematis erit elementum folidi p .{e — x).ydx=^—. 

i 2 

(e — x).S(z*x — x‘)J x : cujus loco fi feribamus — . (e — a). 

vb a 

/(tax — x*)ix + — • (a— x ) /(tax — x*) . d x , patebit inde- 


rerminatum folidum efle debere p.(e — a). B CE+ — (lax — x* )‘,8c 

i a 

pofitox=efiet folidum omne/t.(e — a).B GD-\- '-p.(tae — e* ), DG. 
Quare cum fit i p ,B Z> . D G cylindrus fimiliter genitus revolutione 
reflanguli bafeos B D, & altitudinis DG circa axem ipfum DG, 8c 
fit e — a = D O , erit ratio cylindri hu jufmodi ad folidum qutefi- 

tum B Z3* . D G : t D O . B G D 4- — qux eft eadem ratio a 

Cavalerio noftro affignata in Propof. XXII. Lib. III. Geometric In- 
divifibilium . In Algebrae ftudiis hate theoremata non praetereunda 
videntur efle , 8c mirum femper erit quo ingenio iummus Geometra 
in prima differentialis calculi infantia ad concluftones hujufmodi per- 
venerit . 

PROBLEMA CXIX. 

Determinate fuperficicm folidi, quod gignitur dum figura plana 
dato angulo circa datum axem revolvitur. 

Si planum quodvis FEC , fig. 144., circa axem 0 C volvatur, 
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ac tranfeat in locum fe C , fpatia F /, E e defcripta a pun&is F , E 
erunt proportionalia diftantiis FO, Em ab axe ipfo , critque Ee=s 
E m.F f 

— ■ - , & fuperficies F C f ea motu genita erit ut fumma omnium 

* EN.Em.Ff 

E N.Ee, five omnium — . Dum autem planum gene- 

F O 


ran* rcvolutionem integram circa axem O C abfolvet, pun£ta illius 
lingula abfolvent integram peripheriam : & fi femiordinata M N vo- 
cetur y , 6c x abfcifTa O M, ac Ut E N = / ( dx* -f- d y' ) , erit py 
peripheria a punflo E defcripta , & elementum fuperficiei curvilinex 
erit py^^dtf-^dy'), fummafque ut antea ex xquatione plani ac- 
cipiendo habebitur fuperficies folidi rotundi . 

Singularem cafum exhibet formula , qua fuperficies coni (caleni 
AFBU, fig. 14}., exprimitur. Sit radius circularis bafeos CA=r , 

abfcifla CEz=x, elementum circularis arcus F '/= ~ rdx — , & 

fit TFQ tangent pun£U F , V D perpendlcularis ex coni vertice demif- 
fa in planum bafeos, U Q D planum tangenti perpendiculare , & UQ, 
D Q perpendiculares pariter recti T Q in punito Q , ac fiat denique 
U D—a, CD = 6. Cum fit C TiC F=C F: C E=T D:DQ, 

erit CT =. — , «= - — ? X , & elementum fil- 
ar r \ x / r 

perficici conicx erit j F f.V Q ess — rd. t y' 

lyf (r'—x') 

COROLLARIA. 

1. Ex priore problematis hujus parte manifeftum eft quod fi FC 

fit quadrans circuli, Cc fit EN=^-^^—,etk EN.Ee=zMm.Fft 

adcoquc dato arcu F f fuperficies omnis angulari motu arcus NF ge- 
nita axjuabitur arcui eidem F f du£to in fummam omnium M«i, 
five in MO, qui eft finus arcus NF. Hinc rurfus colligetur quod 
ubi Ff abeat in integram peripheriam, fuperficies hemifphxrii xqua- 

lis 



t 
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lis erit periphseriae eidem in radium duel* , & tota fphaers fuperficies 
acqualis quadruple areae circuli maxi mi . At eo etiam lemmate Leib- 
nitius, & Jacobus Bernoullius feliciter ufi funt ad illius problematis 
folutioncm , quod tefttfdinis quadrabilis dicitur , Sc quod tanto labore , 
atquc ingenio Vivianus fine ullis diflferentialis calculi prxfidiis Geo- 
metrice refolverat. Italicorum omnium problematum celebcrrimum, 
ut a Viviano propofitum eft, bre viter per partes fingulas folvemus , 
oftendemufque , quod non nifi operofius pracftare potuit Grandus , 
eodem redire omnes Viviani , Leibnitii , Sc Bemoullii conftru&iones , 
poftquam alia quaedam hujus problematis corollaria explicata crunt , 
Sc problema aliud Italicum refolutum inveniendae foliditatis , Sc fu- 
perficiei folidi, quod a Torricellio cochleare appellabatur . 

II. Altera problematis hujus formula qu&drandae inferviet curvi- 
lincae cuilibet fuperficiei , quae rotatione curvae propofitae circa axem 
datum gigni poteft . Ut fi fit curva: aequatio x" z=y , Sc dy = 

— x " dx , erit curvae elementum dx</ ( 1 H x m ) , Sc ele- 

m \ m / 

■ 5 If 

- f n x — 1 \ 

mentum fuperficiei px m d xy/ ^ 1 -j — - x m J : fumma autem omnis 

juxta formulas Probl. XC1II. finitis terminis exprimi poterit fi exponens 

— unitate auctus fit multiplus exponentis ejufdem bis accepti, Sc binario 
m 


imminuti, 8c fit— quantitas pofitiva: quo in cafu aequatio propofita 
m 

ad curvam parabolici generis pertinebit . Si fit — = d pro elemento 
fuperficiei conoidis parabolici habebimus px 1 d xy/ ^ 1 . Si 

exponens — negativus fit, curva hyperbolic! erit generis, 8c in utroque 

cafu integratio per infinitas feries generaliter pro alio quovis exponen- 
tis valore obtineri poterit . In pofteriorc hoc eodem cafu ut fuperfi- 
cics, non qua; ad alteram ufque afymptotum protenditur, fed quae ab- 

Cc c feif- 
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fciffae a da to puncto fupputata: refpondet , inveniri poflit , loor x fcri- 
bere oportebit a -f- x , lit fit atquatio curv* propoiitae ( a -f- * )’ . y" 

III. Poftremx autcm formulae , quae fuperficiem coni fealeni ex- 
primit , inutilis elfet in alias formulas refolutio , cum etiarrt reductae 
formulae nulla alia ratione integrari pofTmt , quam ope ferierum in- 
finirarum, quibus formula etiam propofita dirc£te poteft integrari . SI 
conus fealenus in rectum abeat , 8c fiat b = o , erit elementum fu- 

& ^ u P cr ^ c * es omnis ~ l P r 'S (*' + r*^.Si 

requiratur fuperficies ungulx , quae in cono recto oblique fe£to circu» 
lari , 8c elliptica bad intercipitur , 5c radius circularis bafeos fit m , 
differentia laterum coni , (eu maxima duarum bafium diftantia n , ab- 
feiffa in eadem diametro, atquc a con tact u bafium fuppucata p; erit 

m d t 

elementum bafeos circularis ; , 8c perpendiculum ufque ad 

✓ U™! — 1*) 

concurfum alterius bafeos excitatum — , atque elementum fuperficiei 

j im 

n* d t 

unguis — . Ungulx rotius conic* foliditas ex Geome- 

6 » ✓ (traj — 3* ) * 

tria elementari , 8c foliditas ungularum cylindricarum , perpendiculis ad 
bafim excitatis, ex aliis infinitefimalis calculi principiis facile poffet colligi. 
PROBLEMA CXX. 

Invenire foliditatem, 8c fuperficiem folidi quod gignitur fi figura 
plana circa axem aliquem rotetur , 8c interim motu alio sequabiiiter 
fecundum longitcdinem axis feratur . 

Si rotationis motus cum motu alio juxta axis longitudincm con- 
cepto in figura aliqua plana componi debeat , facile offendi poteft fo- 
lidum omne binis iis motibus genitunr, quod cochleare dicitur, aequari 
fulido rotundo , quod unico rotationis motu figurae ejufdern circa cum- 
dem axem deferibi poiTct : piano enim quolibet alio per rotationis axem 
traduclo eadem erit feftio rotundi , 8c cochlearis folidi , ac femper 
tcqualis erit figurae antea propofitae , exxquatifquc fcCtionibus fingulis 
analogis cochlea: foliditas eadem erit ac fi folo rotationis motu figura 
eadem dato angulo circa eumdem axem revolvatur. 

Ut 


pcrficiei 
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Ut habeatur etiam expreflfio fuperficiei duplici hoc motu geniwe 
fit H B A in fig. 141., planum illud quod angulo I A H circa. axem 
rotetur, & fit IF altitudo ad quam interim pundum I, aut H 
afcendit , & per F ducatur GFD parallela redae, quae curvam pro- 
pofitam tangit in pundo / . Elementum fuperficiei compofito hoc 
motu genj^at erit parallelogrammum obliquangulum, cujus unum latus 
fit reda H F, & latus aliud fit elementum curvae propofitae HA, qaod 
parallelogrammum aequatur clemento eidem H h dudo in H G , qua* 
perpendiculariter ex II in D G ducitur . Sit tangens I C = r, femior-. 
dinata I A=y , atque ad datam diftantiam A M ab axe A B v'elocitas 
rotationis MN aequetur velocitati atquabilis afcenfus , & fiat M A 

t=r, MN=d^ = IF,IU==liL,IG^ I -d i Jl~yJl .Cum 

r 1 C t 

planum I A H , quod folo rotationis motu defcribitur , fit perpendicula- 
re piano AIC, 6 c angulus HI G lit redus, erit HG=z(IH' -\-IG' ), = 

</ fr‘ + r*): & fi fiat elementum curvae HA—ds, erit elemerv- 

um fuperficiei curvilineae motu compofito plani H B , & circa axem,’ 

6c fecundum longitudinem axis concepto genitae ^ l /( r* -f- 1 * ) d s : ac 

rc 


denique cum efle debeat dy:ds=y:t, loco ds fcribendo 
d t 

elementum idem -/(/*-)- t')dy. 


t dy 

y 


fiet 


COROLLARIA. 

I. Quod fi igitur quadratum, triangulum redangulum , parabo*. 
la &c. rotetur circa axem, & interim motu alio aequabili fecundum 
longitudinem axis ad unam , aut ad alteram partem feratur , folidum 
integra revolution* gcnitum aequale erit cylindro redo in priore cafu, 
cono redo in cafu altero , paraboloidi 6tc. , qua; folo rotationis motu 
gigni portent. Torricellius in appendice de dimenfione Cochleae Co- 
chleare, & rotundum folidum aequari oftendit, & de gravitatis Cen- 
tro Cochlearis folidi nonnulla adjecit , problema autem determinandae 
fuperficiei minime attigit . Si planum generans dato intervallo quovis 
ab axe diftet, & circa axem iimul rotetur , hi parallele ad axem fe- 

Ccc 1 ratur, 
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ratur, 8c tertium infuper habeat motum, quo axi accedat, aut rece- 

dat , cochleae foliditas adhuc tequalis eric folido illi , quod iifdem mo- 

tibus rotationis, acceflufque, aut receffus ab axe gigni poflet, fine 

uilo alio motu juxta axis iongitudinem concepto . 

II. Gencratim veto quadratura fuperficiei curvilineae compofito 

rotationis , 8c progrelfus aequabilis motu genitse pendebit fimul ex re- 

dificationc circuli , atque ex quantitate alia, quae ex aliis redificatto- 

nibus pendebit . Ut 11 planum generans fit triangulum , 8c fit r* = 

b % y % . t d i 

— — , crie elementum fuperficiei cochlearis — . yf (r* c*-{- i'y') dy, 

8c fumma omnium / + b'y' ) dy pendebit ex redificatione pa- 

rabolae, fumma autem omnium d\ ex redificatione circuli. Singularia 
theoremata pro cafu arcuum circularium , aliorumque Cl. Perellium 
mihi , cum Pifis eflem , viginti quinque ab hinc annis indicalTe me- 
mini . Si diilantia ab axe rotationis non fit conflans , 8c pofita ut an- 

tea H A = LA=y , fig. 141., 8c / G = ^ ? , efle debeat HL:IL 

ut quantitas data r ad poteftatem aliquam indeterminatae y , aut t, 

X dl 

quae poteflas vocetur x\ erit C L = I G ± -, eodemque modo 

d I — ... » 

eruetur HGc= — ^ (y % t'-\- ry ±tx ) : 8c fi IL fit proportionalis 
femiordinatas y erit elementum fuperficiei curvilineae 


(y'd + ry±ty ) .dr = -^/ ( ie±lrt+i>).dy. 


PROBLEMA CXXI. 

Invenirc forraam templi hemifphaerici , fed quatuor feneftris acqua- 
iibus , fimilibus, ac fimiliter pofiris lie interrupt!, ut his detradis re- 
liquum hemifphaericx fuperficiei fit abfolute quadrabile . 

Sit in fig. 14J. K centrum , A vertex hemifphserii , K A B , K C B 
quadrantes bini fibi invicem perpcndiculares, CF,Cf quadrantes alii 
ex polo C perpendiculariter ad quadrantem B A dudi , atque in fu- 
perficie fphaerica accipiatur femper quadrantis cujufque portio F Ex=x 
BF , 6c fe=.Bf. Erit quaevis area FEtf aequalis arcui exiguo Ff 

dudo 
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du£Io in FG , qui eft finus arcus B F , aut etiam arcus FE : & cum 
BK.Gg 

lit Ff = — -p-Q — > Wlt elementum idem BK.Gg, & fummam 


elementorum omnium accipiendo , erit in quarta quavis hemifphxrii 
parte area omnis Be EC A sequalis quadrato radii, 8c area hemif- 
phaerii , quae fupereft quater detra&a area BcE C B xquaKs erit qua- 
drato diametri. Facile autem oftendi poteft arcus xquales BF,FE, 
8c punQa omnia £ , e in fuperficie hemifphaerii defignari pofle fi in 
piano quadrantis BAR, fig. 146., diametro BK inliftat femicirculus 
BMK, 8c du£la quavis FK, quae fcmicirculo in M occurrat, in 
fingulis punftis M erigantur totidem perpendiculares , quae fimul fu- 
perficiem cylindricam conftituant , 8c fuperiiciei fphacrae occurrendo dc- 
lignent fe&ioncm illam B E C . Nam li fit B K = r, L K = x, MK* 


e=rx,LM‘ = rx — .**, erit FC‘=F£'. 


LAP 

MK' 


r* — rx, quod 


eft pariter quadratum re£lx perpendiculariter ad planum DAK in fcmi- 
circulo radii FK ad fuperficiem ufque hemifphaericam ere£tx, in pun- 
ao M, 8c finubus aequatis arcus etiam B F,FE inter fe aequari debent . 
COROLLARIA. 


I. Prior xqualium arcuum B F , F E accipiendorum conflru&io 
ea eft quam ex tempore Lcibnitius Vindobonx dederat , quamque a 
fe etiam inventam Bemoullius edidit in A&is Lipfienfibus anni 1692. 
Altera in conftructionem illam refolvitur , quam primo Vincentius 
Yivianus Florentix propofuerat Kaicndis Maii anni ejufdem , 8c ad 
quam evolvcndam Geometras omnes exciravcrat , feneftrx fcilicet de- 
lineandx fola cylindricx , 8c fphxricx fuperiiciei interfedione . Utri- 
ufque conftru&ionis nexum, quern Lcibnitius, 8c Bernoullius minime 
attigerant , Geometrice demonftravit Grandus in Propof. IX. demon- 
ftrationis Problematum Vivianeorum : at fimul faiTus eft Grandus per 
maximos anfraclus fe ad conclufiones hujufmodi pervenifie . Quam 
modo exhibemus conftruclionis totius analyfis tarn fimplex eft ut pro- 
blema , in quo Geometrice tentando tantam ingenii laudem Yivianus 
fenex , 8c Grandus adhuc juvcnis promeruerunt , non nifi ad facilem 
analyfim pertineat. , 


II. 
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II. Eodem redit fuperficiei cylindricae, & fphxricae ut antea in- 
terfecandae praxis , quarn Vincentius Vivianus Tornatoribus Geome- 
tris propofuit : .ut fcilicct propofita fphscra bin* accipiantur terebrae 
cylindricae , quarum diameter fit fphaerae ejufdem radius , iifque in 
centro junflis , Sc manente axe ultro , citroque motis , in utroque he- 
mifphxrio abfcindantur quatuor sequalia fpatia , ac fimilia bilinearia , 
in fpeciem quatuor femioculorum , feu feneftrarum, quarum duae ex 
anteriore parte , duae vero ex oppofita fe tangant . His enim ablatis 
quatuor femifenelhis refiduum fpatium curvo-hemifphaericum aequale 
elTe dixit Vivianus quadrato diametri fphxrx propofitae . Addidit etiam 
fummus Geometra partes fingulas fpatii hujufmodi , quod velum Flo- 
rentinum quadrabile appellavit , fedas ab arcubus femicirculorum ma* 
ximorum ex eodem polo edudorum , fpatia nimirum ilia F E e f, 
fig. 145., ad totidem redangula reduci polfe balls Ff,&t altitudinis 
F G , quod primo loco Leibnitius , Sc Jacobus Bernoullius propofuerunt . 

III. Problemata alia, quorum folutionem adjecerat Vivianus, aut 
corollarii loco ex principiis antecedentibus deduci poflent, ut eft in- 
ventio fphaerae , Sc terebrae cylindricae , qua defignetur fupcrficies aequa- 
lis quadrato dato , aut paucis additis facile poftent intelligi , ut quae 
alias fornicum fpecies , velum antiquum , tholum , femidolium , for- 
nicem fcapiformem 6cc. , refpiciunt , quaeque in appendice de fornici- 
bus conicis addiderat ingeniofe Grandus . Alias etiam teftudines he- 
mifphasricas perforatas quadrabiles indicarunt Bernoullius , Sc Leibni- 
nitius. Omnia autem pendent ex quadrature fuperficiei unguis duos 
inter circulos maximos fphaerae ejufdem comprehenfae , Sc omnes for- 
nicum quadrabilium fpecies non funt nifi variae fpecies ungularum di- 
verlimode difpofitarum. Sc patet quae fingularum menfura effe debeat, 
ubi quo ordine ungulae lingulae in fuperficie fphaerica fint difpofitae 
diftincle menti objiciatur . Sed quoniam jam de praecipuis Italicis pro- 
blematis fermo excidit , Ignatii Radicati Comitis Coconati fuaviftinia 
recordatio a nobis exigit ut aliud ipiius problema commemoremus. 

PROBLEMA CXXII. 

‘ Data aequatione curvae A D d , fig. 147. , Sc datis anguiis SAD , 
EDd, quibus re£te quaevis S A, E D See. curvae eidem occurrunt, 
invenire xquationem curvx $ E, quae a reclis illis perpetuo tangitur . 

Sint 


Digitize 


«Ie 


r* 
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Sint DH, dh tangentes curv® propofitae in D, St d, ac fint 
xqualcs anguli SAD,EDH,Edk . Erit angulus h d E xqualis 
fummi duorum dl)E, JED, Sc angulus dED=/idE — dDE 
== /id E — H D E -f- H D h . Fiat jam finus anguii £ D H = <p , Sc 
radio accepto pro unitate fit cofinus / ( 1 — p' ) . Sit etiam data; cur- 
v® arcus A D = s , D d = d s , D E = j , atque in D , 8c d ercclis 
ad curvam binis perpendiculis D F , d F , qu* in F fa ioterfecent, fiat 
DF=r. Erit angulus HDF, five d£ scqualis fummx duorum 
d D F , d F D , Sc angulus HDd, five HDh arqualis erit angulo 


D Fd, five — . Erit infuper 1 : p 
Cd Cd 


angulus dE D=z 


p ds 


as D d ; C d , 5 c C d = <j) is , Sc 

. _ — — : ac denique cum h d E — HDE 

dE DE j 

fit ipfum anguli HDE differentiale , Sc anguli HDE finus fit (p 
cofinus ✓ ( 1 — <p'J 1 adeoque anguli differentiale pofitive acceptum» 
r dp 

il ✓( 1 — <p‘)‘ 

fiitutis, erit xquatio curv® SE, qu® a refla ED angulo EDd ad 
curvam propofitam AD d inclinata conflanter tangitur %LL — 

<P ds 


■ ; valoribus fingulis angulorura in priore ®quatione fubi 


✓ ( 


+ — , five etiam j = 

x— V) ' ’ 


dp j d s 


COROLLARIA. 

I. Pro varia igitur lege , ac quantitate tangcntis j , Sc radii r in- 
finit® orientur fpecies hujufmodi curvarum, qu® Traitori® appellan- 
tur, St relatio elementorum ds, dp data Temper ®quatione expri- 
metur . Si tangens D E ab una ad alteram curvam intercept* fit eoa- 


b dp 


b ds 


flans, Sc fiat r = 5 , erit traQori* xquatio — 

✓ ft — p ' ) 

pds. Quod fi infuper fiat /•= 1 , Sc curva propofita A D d circu- 
laris fit, erit tra&orix, qu* in hoc cafu circularis dicitur, xquatio 


ds : 


— b d p 


(b—p)yf(l—p') 


Hanc xquationem integrabilem effe 

pri- 
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primus agnovit Radicatus Comes', eaque evoluta invenit elTe s = 

log. \ ut f 

2/U — 4 ') b Vi — 4 <p — ✓ ( i — 4 ')/( l — p')J 

tis xquationis hujus differentialibus , & priorc xquatione reftituta oT- 
tendi pored . In integratione autem conltans nulla addi debet quia 
pofito p = i j fit Temper s = o . 

II. Quamdiu igitur lit b •< i integratio xquationispropofitx par. 
tim ex reflificatione circularis arcus s , & partim etiam ex logarith- 
ms pendebit . In hoc etiam cafu li fiat b = p , erit s quantitas infi- 
nita, St nullus traflorix erit terminus: erit autem trafloria circulu 6 
alius propofito circulo concentricus Sc radio yC (i — 4 *) deferiptus, qui 
Temper a data recta b dato angulo ad circulum exteriorem ducla tan- 

— dp 


getur .Si fit b = i , xquatio ds = ■ 


: fine logarithm 


(i-pM(i-p') 

morum prxfidio ad integrationem illico deducetur . Cum enim fit 

fiet j= — ® - , Sc quo in caTu erit p = i infinitx erunt curvas 
V(i-p) 

revolutiones quin unquam trafloria ad centrum uTque propofiti circuit 
perveniat . Denique fi fit b > i , 8t V ( i — 4 * ) quantitas imaginaria , 
integrationem prioris Tormulx non amplius ad logarithmos , Te ad re- 
flifkationem circuli deduci invenit Radicatus. 

III. Si fit r infinita, ac proponatur refta A H, fig. 148., erit tra- 
4 dp 


florix S E xquatio 


V ( 1 — (p'J 


p.dn aut fi pro radio accipia- 


tur quantitas eadem 4 , St fit — finus anguli EDH, erit xquatio 

b 


d s 


b' dy 


— r . Hxc prior ell Traflorix Tpecies tangente data ; 
y V ( 4 * — y ) 

qux ad datam reflam terminatur, prxdita , eamque Hugenius, Sc 
Leibnitius in Geometriam invexerant, Sc de ea Tulius apud nos egerant 
Grandus in Demonflratione Theorematum Hugenianorum , Sc Pole- 
nus in Commentario de Trattoria, qui anno 1719 Patavii prodiit . 

Si 
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Si fiat H E=y , A H = x , H h = d x, D d — d s , erit D C = 
d s D E . d x b dx 


DH.ds 

~de~ = • t = E ez= ' 


DH 


Y(b'-y') 


,8c 


pro ds fcribendo — 

y 

■ — d y 

~Yib'—y) 


- erit tradori® huius squatio dx = 

Yib' — y') 

, quia fcilicet crefcente abfcifla x femiordinata y 


imminuitur. His pofitis erit elementum are® — dyY(.b * — y' ) , 6c 
fi area ex femiordinata ilia incipiat quae lit tangcnti b acqualis , area 
omnis ad infinitum ufque protenfa *quabitur quadranti circuit radio 

b defcripti . Erit ctiam elementum arcus / ( d x* -f- dy' ) = — — . 5 c 

y 

arcus integer ad logarithmicam fubtangentis b relatus erit log. : fu- 
perficies folidi revolutione tradori® circa axcm geniti p b ' folidum 


ipfum — i p S .y dy — y') =s -1 p b' , quia fcilicet ad infinitam 
diflantiam femiordinata y evanefcit, 6c conflans nulla in hifce inte- 
grationibus addi debet . 


APPENDIX 


De cur vis duflicis curvatub*. 

E Ulcrus Tom VHI. Academi® Petropolitanae , & Vincentius Ric- 
catus in differtationc Bononi® edita anno 1751 formulas dif- 
ferentiates ope Tradori® conrtruere docuerunt : quod ut pro 
cafibus omnibus fimilibus antea monuimus ad arquationem graphice 
cxhibendam potius quam ad qu&fitas quantitates fupputandas pertinet . 
Pod iilud tempus cum Radicatus Comes Bononi® elTer , primus om- 
nium Tradoriatn circuit aut finitis terminis , aut per logarithmos , 
& circulare; arcus exhiberi pofie Riccato aperuit : quod cum mirum 
initio vidcretur, aliquod poll tempus Riccatus fe ad redificationem 
Tradori® ejufdem pervenifTe nuntiavit Academi® , atque omnem in* 
tegrationis methodum fuftus expofuit Cap. XIV. Lib. II. Tom. II. In- 
ftitutionum. Radicati ntethodus, (implex omni'no , atque elegans pri- 
mum prodiit in altcro ex iis opufeulis , qu® ex amici eruditilfimi , 5 c 

D d d op- 
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optimi epiftolis deprompta anno 1776 Mediolani edi curaveram . In 
eo autem opufculo Radicatus generarim folvit problema pro cafu quo- 
libet quod curva S E in eodem curvx ADJ piano non jiceat, 6c 
quod tangcns quxvis D E cum arcu limul Dd, 6c cum piano BAD 
angulos data lege crefcentes , aut dccrefcentes efficiat , atque alia plu- 
ra adjecit plane curiofa, 8c ingeniofa, plura poll editionem opufeu- 
lorum fc invenifle dutis fxpius ad me litteris indicavit, quae pod ip- 
lius mortem manuferipta nunquam videre licuit . At cum §. XVI , & 
XVII. fecundi ejufdem opufeuli monucrit quod cum binae curvx in 
eodem limul piano non jaceant, 5 c qux inquiritur tratlorix fpecies 
duplicis curvature fit , implexx adeo evadunt formulae analytics ut 
nullius omnino ulus die pofiint, placuit modo problema omne ad 
curvas in eodem plaDO pofitas reducere. 

Dc curvis, qux neque in uno piano funt pofitx, neque in uni- 
cam reclam lineam polfunt projici , quxque idcirco duplicis curvedi- 
nis appellantur quod ad duo limul plana diverfimode inlleclantur, 5 c 
de xquationibus corporum folidorum, qux fingulis fuperficierum cur- 
vilinearum elementis totidem plana diverfa exhibent, ingeniofum opus 
ediderat Celebris Clairaut adhuc juvenis . Et quidem in folidis rota- 
tione figurx alicujus plans circa axem aliquem genitis , de quibus 
egerat author idem , manifcltum eft binas limul componi xquationes 
circuli , 6c curvx qux circulariter rotetur : ut fi parabola circa axem 
rotetur, in conoide parabolico binx limul xquationes locum habere 
debent qux lint forms y' = a x, 6c y‘ = f + u\ quxque ideo xqua- 
tioncm unicam componant ax = : quod idem valet deexteris. 

Summa autem theorix capita in curvis duplicis curvature paucis per- 
ftringi poflunt . Nam fi in piano ACE, fig. 149. fit AB = x, BC 
= y, B b = J x, ce= dy , C c= Y( dx' -f- dy'J, atque ex pun- 
£lo quocumque D curvx A D E demiflo in planum idem perpendiculo 
DC, duftaque Dd ad Cc parallela fiat C/?=j, dE=.d\, erit 
(d x* + dy' + elementum curvx AD, qux tribus femiordina- 
tis ad angulum retlum fibi invicent infiflentibus DC, C B , B A de- 
finitur, dudlaque in D tangenre T D , qux tangenti T C curvx AC 


in T occurrar , erit IC = 


DC. Dd * 

Ed 7 j 


V ( dy' + dx* ) fubtangens 


curvx 


Duplicis cubvatur*. 
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curv* AD, & fubnormalis valor erit — — - — . Pariter eric 

V(dy' + dx') 

■\Y(dx?-\-dy') elementum area: ADC: & fi ducantur CN, cn , 
DM, Em, fig. i jo., parallel®, Sc xquales abfcifl® A B , &c pun£ta 
M , m curvam A M m dcfignent , erit fuperficiei AMD elementum 
M D Em = iV( dy' -f- d f J, & folidi elementum NcDm erit x\dy\ 
ac denique fi ducantur curv® D B, Eb, qu® relationibus indetermina- 
tarum y , j definiantur, erit in fuperficie A D B elementum D Bb E = 
d xS.Y ( dy ' -\-d p‘), atque in folido A D C B erit elementum B D Cb 
= dxS. ’dy .Quod fi igitur ope duarum ®quationum, quibus cur- 
va AD E definitur , indeterminatis binis eliminatis , elementum quod- 
vis unica -indeterminata , ejufque diflferentialibus exprimatur, fumm® 
omnes accipi , & exemplis appofits gcnerales fqrmul® illuflrari pote- 
runt . At cum adeo exiguus fit horum ufus fatis hie erit gcnerales 
formulas opens jam memorati breviter collegifle. 

CAPUT DECIMUM QARTUM . 

De Formulis Is o pe rime t r ic i s . 

C Apite nono jam vidimus quam fimplicem , atque elegantem 
quantitatum maximarum, minimarum, ifopcrimetricarum ana- 
lyfim , ac Ceometriam cfficiat principium illud quo propofita 
maximi aut minimi proprietare in proximum figur® locum translata 
efiiciatur ut quantum quantitates aliqu® augentur, tantundem alix 
imminuantur , St differentia omnis fit nulla . Idipfum eft quod cal- 
culi infinitefimalis authores perhibet ut quantitatum omnium propofi- 
taruin dilferentialia nihilo exxquentur . Quod fi vero ita efferatur 
principium illud , quantitatis cujufvis maxim® , aut minim® derermi- 
nand® tarn breves fiepe fie pi us folutiones problematum fuppeditat ut 
hac etiam forma , St ratione principium idem fingillatim exponi mer- 
eatur. Ut fi datis quatuor latcribus a, b, c, d quxratur quod qua- 
drilaterum maximum aream comprehendat , quia area quadrilateri 
circulo inferipti datis dumtaxat iis quantitatibus a , b , c , d exprimitur, 
ut in Coroll. 1. Probl. XXII. jam diefum eft; Sc datis quantitatibus dif- 
ferentiale omne fit nullum, maximum erit quadrilaterum quod circulo 

D d d i in- 
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infcribi poterit . Quod idem de polygono quovis laterum quorumcum- 
que, quod circulo infcribatur , valere debet. Nam fi proponatur pen- 
tagonum circulo infcriptum , illudquc ex triangulo , 6c quadrilatero 
confurgere intelligatur, datis lateribus omnibus pentagoni dabitur an- 
gulus trianguli ad verticem , Sc dato angulo dabitur balls trianguli , 
qua: unum quadrilateri ell latus , atque . ita area trianguli Annul , 6c 
quadrilateri , hoc ell pentagoni totius area folis datis lateribus expri- 
metur, 6c differentiale omne erit nullum : quod idem valet de cx- 
teris polygonis . Ita univerfim patet maximum polygonum datorum 
laterum quorumcumque efle circulo inferiptibile : quod alia ratione 
folutum problema eft a Cramero in Aclis Berolincnlibus anni 1751, 
8c a Simpfonio Sc£l. XI. de Fluxionibus . Clariffimi la Grange Tom. II. 
Academia: Taurinenfis, 8c CouAn Cap. VI. §. LVII. de calculo Dif- 
ferential! , 8c Integrali cum hoc exemplo genej-alium formularum ap- 
plicationem vellent oftendere, elementaris prob^pmatis folutionem for- 
mulis aliis exhibuerunt . Simili modo ad aliorum problematum folu- 
tionem licerct progredi . At cum generali reguls differentialium nihilo 
exwquandorum conditioncs alias adjecerit Mac-Laurinus , alias ego con- 
ditionum carumdem demonftrationes , exceptionefque ab ineunte ufque 
state propofuerim, prxftabic Angula colligere antequam videamus 
quo redeant generales Euleri formula: pro omnibus maximorum , mi- 
nimorum, ifoperimetricorum problematis amplilliine refolvendis. 
PROBLEMA C XXII I. 

Data aequatione, quae relationem femiordinatarum, ablciflarumque 
curvae alicujus exprimit , invenire relationem cujuslibet femiordinata: 
ad femiordinatas alias ordine antecedentes , 8c fubfequentes . 

Sit in fig. 1 5 1. B F =y , A B z= x , B C = d * = CD 6cc. , Be 
e = — d x . Si valor femiordinata: exprimi poffit funclione aliqua ab- 
fcilfie , 8c conllantium quantitatum , fiet femper y = a x~ 6cc. , deno- 
tante ax m quemcumque feriei terminurn , in quo occurrat abfcifta x ad 
poteftatem quamlibet rn evecla s & ducta in conllantem aliquam quan- 
titatem . Nam fi fit gcneralis acquatio curvx a -f- cx-\-by -(- d y' -\- e xy 
+fx' -f- gy' 8cc. == 0 , juxta analytici parallelogrammi regulas femper 
inde eruetur y = A -f- B x’ -f- C x'Scc. , 6c hujufmodi requatione ad 
pi imam illarn relata fict in priors termino A = a , m = o : in fecun- 

do 
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do B = a , p = m Sec . , atque ita finguli feriei termini erunt forms 
a x m . Sumptis igitur differentialibu: , & pofito dx conflante, fiet dy 
= am x m ~ ' d x Sic. , d dy = a m .( m — 1 ) .x' n ~' d x'Slc. , atque 
ita porro d ddy = a m .( m — 1 ) . ( m — z ) . x' n ~ ^ d x' Sic. . Jam 
vero fi in priore aequatione loco x fubflituamus abfeiffas ordine fub- 
fequentes x-f- d x,x 1 d x See., aut gencrarim x-f-adx, fiet 

(x-\-ndx) = * -p'* mx"—' dx -j ' -,x’"~ > dx' 


, n ' . m(m — 1 )'. ( m — 2 ) , 

-J i— i !. x -*-*dx'SLc. 

» • * • 3 

_ d L y d l y 

Itaque ablciffe x ±d x refpondebic femiordinata y±dyA — ± 

' 1.2 1.2.3 


+ 


it y 


1 . 2. 3.4 


i Sec . , atque univerfini abfeiffa: x±n d x refpondebic fe- 


. .. n* ity n' d 1 y rtdty 

miordinata y ± n dy -f- ± — -1 - — i 8cc. • 

1.2 1.2.3 1 . 2 . 3 . 4 

COROLLARIA. 


I. Hujus theorematis, quod primo traditum fucrat a Tayloro in 
Propof. VII. dc methodo Incrementorum, Sc quod Geometrice ex ipfa 
fluxionum genefi derivavit pofimodum Mac-Laurinus in Propof. XX. 
Lib. I. , Sc dcmonllrationc analytica confirmavit Lib. II. de Fluxioni- 
bus §.751., hanc aliam demonftrationem protuli in opufculo quodam 
triginta ab hinc annis edito. Si proponatur tequatio y s= a Ar± 6 , Sc 
curva in lineam reclam degeneret , pofita d x conftante evanefeent 
differentia: inferioris ordinis, ac fiet femiordinata quivis y± ndy. 
Hoc autem pofito, ducla tangente KFt ad punflum F, erit dy difi. 
ferentia omnis L K , qua: ad tangentem ufque protendetur, & dy. d x 
exprimet rationem femiordinata: ad fubtangentem , Si fubtangentis , ac 
fubnormalis formulae erui poterunt , qua: fupra . 


II. Cum fit y -\-dy J- ity -f-~ d’y Sec. femiordinata proxime 
fubfequens ad femiordinatam y , & proxime pracedens y — dy -f- 
~ it y — -d'ySc c. , cumquc infuper ducla tangente ad punclum F 
fit L Kt=s.d y, erit intcrcepta tangentem inter, & cuivam CA = 
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— -i d'y — I d'y &c. , & intercepta g k c= — k d'y -j- '-d'y 5 cc. 
fi curva verfus axem fit concava: & fi curva verfus axem convexa 
fit , erit prior intercepta d'y -j- j- d'y 8cc. , 8c alia intercepta -j d'y 

— -i d'y 8cc. : atque ita facile dignofcetur num curva axem verfus 
fit concava vel convexa ex quo fecundum differentiale femiordinatae 
ex tequatione curvae fupputatum in primo cafu negativum, 8c in cafu 
altcro pofitivum valorem habcat . 

HI. Si in pofleriore problematis hujus formula loco n d x affu- 


(p , ac fiat n = ~~ , atque y fit quantitas , five ut vocant fundio ex 

variabili x utcumque , 8c conflantibus aliis quantitatibus compofita > 
loco x fcribendo jc -f- q> , erit fundio quae ad y proxime fubfequetur 
<p‘ .d d dy <p 4 . d'y 

i.l.dx' 1 1 . 2 . 3 . d x' 1 . l . 3 . 4 . d x 4 




dx 


8cc. , eritque 


fundionum duarum differentia 


(pdy .ddy 
dx id * r* 


(p 1 .d'y 


(p‘ .d'y 
24 d x“ 


8cc.. 


Ceneralem hanc feriem jam antea tradiderant Eulerus Par. II. Calculi 
Differentialis Cap. III. §. 48., Alembertus Tom. I. de Mundi fyftemate 
§. 39. , aliique authores . In problematis fubfequentibus fatis erit fim- 
pliciorem Taylori , 8c Mac-Laurini feriem afTumere . 

IV. Si propofita quavis curva A F , fig. 152. fit F N radius cir- 
culi , qui eamdem curvitatein habeat in pundo F , eademque cir- 
culi , 8c curvae deflexio a tangente FK efTe debeat in pundo F-, 
punda G, g fibi proxima ad curvam atque , 8c ad circulum pertine- 
bunt, iifque afTumptis adeo ad F proximis ut prae differentiis fecundi 
ordinis differentiae tertii ordinis poffint negligi, juxta corollarium ter- 
tium problematis antecedentis fiet KG = — 1 d d y = k g , Duca- 
tur jam reda N Q P ad curvae axem A M parallela , 8c femiordinatae 
F B ,G C producantur in P , 8c Q , ac fint F P , G Q femiordinatae 
circuli ad diametrum parallelam axi AM relatx . Erit in eodem cir- 
culo F JC’= dx? -f" dy' = K G . iG Q = — ddy . F P . Eft autem 
FPiFN = FJi:FM = FL:FK=zdx-.Y (dx' + dy'). Quare 

ft 

\ 
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fi FB ut antea vocetur y erit radius FN = F M .( d x' + dy' ) , ^ 

■ — y . ddy 

yVf d x* 4* dv % ) 

loco normalis F M fcribendo : — 1 fi et radius idem 

i d x 

( d ^ dy')' 

d x 'd dy ’ ^ valoribus dy , ddy ex aequatione curvae fubftitu- 
tis radius circuli ofculatoris finitis quantitatibus exprimetur. 

V. Si aflimiatur y=z — V - ( a* — x'J , 5c lit propterea dy=. 


— b x d j 


- r - (a ; ~—) , redudtis terminis fiet ddy==z 


' a b d x* — b' d x‘ 


(*'—x*y 

eritquc radius circuli cllipfim ofculantis F — --' a ' y ^ d*+d?) 
ib' 


a'y' 


, . ■, aut fi 

b*dx* 

c . FM. ( d x' dy"\ 

fiat ut antea c = — , erit radius idem — — d—L — = 

a dd' 


FM‘ 

- — — j quemadmodum in Probl. XXXII. alia jam calculi ferie prodiit . 
- d 

4 

Formula, qua radius circuli ofculatoris generatim determinari poteft, 
a Leibnicio primum tradita eft : ex ipfa autem patet circulum ofeu- 
latorem intra, aut extra curvam jacere prout ddy aut negativa quan- 
titas , aut pofitiva erit , 6c curva erit ad axem concava , vel convexa . 
PROBLEMA C X X 1 V. 

lifdem pofitis invenire femiordinatam maximam , vel minimam . 
Cum femiordinata proxime ad y fubfequens fit y -j- dy -f- d (by 
+ r *'y "J" h d 'y ® cc- > proxime pracedens y — dy -f- d d'y — Ld'y 
4*,^ d'y See.; manifeftum eft femiordinatam y utraque fimul femior- 
dinata fubfequente, ac pra-ccdentc majorem , vel minorem efte non 
poiTe nifi eo in loco evanefcat numerus aliquis impar differcntialium 
dy, ddy, d d dy See.: maximam fcilicet efte femiordinatam fi pri- 
mum quod fupereft ordinis paris differentiale negativum valorem ha- 
beat, 6c femiordinatam efie adjacentium utrimque minimam fi diffe- 
rentialis fuperftitis valor -fit pofitivus . 


Quod 
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Quod fi autem valor differentials dy alicubi exprimatur fradio- 
ne cujus denominator pra; numeratore evanefcat, five fi dy pra dx 
in cafu aliquo infinitum valorem habeat; fiet femiordinata proximo 
fubfequens y -f- - + - ddy &c. , prscedensj' — -f* 7 ddy fkc. : un* 

de fi femiordinatx definiantur eadem omnino xquatione , iifdem fei- 
lix.ct terminis , & fignis , pofita dy infinita femiordinata: intermedia 
valor nec maximum erit, nec minimus: valor autem maximus, aut 
minimus effe poterit fi femiordinata: utrimque adjaccntes in diverfis 
curvae ramis fint pofira , & diverfis utrimque fignis differentia dy 
exprimantur. 

COROLLARIA. 

I Si proponatur mquatio, qua; curvam parabolici generis exprimit, 
y' — 3 a y' -f- 3 a'y -f ■ ia' x — a x' — 2 a’ = o , five extradis radicibus 
1 a ' 

y = a-f- a’ CiaF*) 3 > fuperioribus fignis ad priorem ramum, infe- 
rioribus ad ramum altcrum fpeclantibus , qui bini utrimque rami adja- 
cent femiordinatx illi, in qua fit y = u = ar; erit in priore curv.e ra- 

I | 

mo femiordinata proxime antecedens a a 3 ( a — x -f- d x ) ! = 

» I ^ l_ I 

a-fa~(a — x)‘ -f ^ a~(a — x) d x&ic.=y 4- dy — ^ ddy Sic., 

Si femiordinata in pofferiorc vamo proxime fubfequens 

a -[■ a ’ ( — a+x-j - d x)* = y +■ dy — - ^ d dy &c. : atque ita in 
loco intermedio , ubi pofito a = x valor differentials d y exprimitur 
fractione , cujus denominator nullam affignabilem rationem habet ad 
numcratorem , valor femiordinata: erit minimus . Mac-Laurinus pod 
iraditam priorem partem theorematis , qua: femiordinatam maximam , 
aut minimam evanefeentibus quibufdam differentialibus determinat, 
hanc aliam valoris maximi , aut minimi pro cafo differentials , ut 
vocant , infiniti minime attigerat §. 86j. de Fiuxionibus , atque 
June primo exceptionem generali theoremati adjeci in opufculo jam 
raemorato . 

II. Si curva definiatur sequatione dy=z 3 x > — ita x’ -f- 84a’** 

£* 4/ V 

— 96 a' x -J- 483', erit — — = 1 z jc* — 840**-}- i68a*ar — 96a'. & 
dx ~~ c'ddj 
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c* d d y 

36 x* — i68ajc-f" I68a , :adeoqucpo^toiy=:ofietJt , — 74 

+ 14a** — 8 a' = o, 8c trcs erunt aequationis cubic* divifores a, la,' 
4a . His autem valoribus ordine fubftitutis loco x, valores quantitatis 
c ddy 
dx? 


■ erunt ordine -f- 36a* , — 14a* , -f 7 ia* . Curva igitur femiordinatas 


minimas habebit refpondentes abfcillis a, & 4a, maxi mam abfciflae 2 a . 


Pariter fi fit y=x‘- 


d y 

■ a?-\-bx — c, 5 c pofito ~ = 3 x* ■ 
a x 


tax-f* 


b — o eruatur x= ~ a±j ^ (a' — 3^)5 cum fecundis differentiali- 
ddy 

bus acceptis fit = 6 x — 2a , fi fuerit a‘> 36, fuperiore figno 

accepto, & pofita abfciffa x = -j a -f- — 3A), fiet idy pofitiva ; 

& femiordinata curvae erit minima : .contra veto femiordinata erit 
maxima inferiore figno ad abfciflam ■ exprimendam fumpto . Pofito 
d d y 

a'= 3 b, fiet -7^ = 0, & femiordinatae valor nec maximus erit, 1 
dx* 

nec minimus. Pofterius hujufmodi exemplum tertium eft apud Eule- 
rum Cap. X. Par. II. de Calculo differential! . 

III. Si quantitas, cujus maximi, aut minimi valores omnes re- 
quiruntur , variabilibus quotcumque utcumque inter fe mixtis , mul- 
tiplicatis , divifis , ad poteftatem quamlibet elevatis exprimarur , ut fi 
x m p m cf 

proponatur y = — 5 cc. fumptis confueto more differcntialibus 

videndum erit quibus in cafibus aut primum tantum , aut primum 
fimul , fecundum , & tertium , aut alia quotlibct ordine , & numero 
imparia differentialia evanefcant . Quae enim erunt radices reales aequa- 
tionum inde prodeuntium , totidem maximi , aut minimi valoris cafus 
fuppeditabunt : maximi fcilicet fi accepto alio differential'! , quod or- 
dine debet fubfequi , pro iifdem cafibus negativus aliquis valor pro- 
dcat , minimi fi pofitivus . Generalem hunc canonem in plures alios 
canones, ac formulas diftinfte evolverunt authores alii . Plura exem- 
pla aequationum compofitarum adjecit Eulerus Cap. X. it XI. Par. II. , 

E e e plu- 
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plurima ad calculi exercitium excogitare potent qui volet . Omnia 
tamen in unicum problematis hujus canonem refolvuntur. 

IV. Cum univerfim ad maximi , aut minimi valoris cafus deter- 
minandos fatis non (it prius tantum quanritatis illius , quae proponitur, 
differentiale confiderare j Temper tamen fi quantitas aliqua ad certum 
ufque terminum crefcat, ac deinde decrefcere incipiat, aut viceverfa, 
& femiordinatis alicujus curvae ad axem aheme accedentis , ac rece- 
dentis exprimi potfit, primum differentiale femiordinatae maximx, aut 
minimae ptae abfeiflae differentiali aut fiec nullum , aut majus quocum- 
que dato : quod fatis erit ad aequationem problematis exhibendam . 
In Ceometricis autem , ac Phyficis problematis ex fenfu ipfo propofitre 
quaeftionis intelligitur facile an aliquis maximi aut minimi fit cafus , 
atque hoc dato ea sequatio ad problematum folutionem fufficiet . Ut 
ft fpetlentur cylindri reQi , qui cono redo inferibi poflunt , patet mini- 
mum cylindrum nullum efife, nec nifi ilium pofle inquiri , cujus folidi- 
tas fit maxima: & fi in fig. 116. fit coni altitudo BL = a, radius 
bafeos ALzxzb, altitudo cylindri F L = x ,G F=y\ cum cylindri 


foliditas fi proportionalis quantitati y ' . 



) , evanefeente pri- 


mo differentiali fiet;y= & x= I- a. 

V. Pariter fi ex quantitate a abfeindatur pars x, faftum x" (a — x) m 
non erit minimum nifi cum fietx = o, aut xt =a. Sc maximi valoris 
cafus determinandus fupererit . DifFerentialibus autem fumptis , ac ni- 

hilo exsequatis, pro cafu maximi valoris prodibit x css — -- — . Unica 

n-\- m 

hac formula exhibentur problemara omnia , quibus fynthetice refolutis 
fingularis ingenii acicm offendit Caravaggius nofter in Geometria ap- 
plicationum deficientium figura data fpecie, qux anno 1639 Mediolani 
prodiit. Ut fi fit n= 3, m = i habebitur theorema illud , quod ad 
Propofit. IX. fubjccit Caravaggius , quodque ita exprelTum protulit s 
omnium piano folidorum ad idem folidum applicatorum , & deficien- 
tium piano folidis fimilibus , fimiliterque pofitis, maximum eft id quod 
tribus ex quiaque partibus dati folidi applicatur . Pariter fi fiat n = j , 
m= i , aut n css i, m=. ; habebitur theorema aliud, quod Caravag- 
gius 
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gius fine demonftratione ad Geometriam fuam adjecerat : maximum 
folido folidum , quod applicatur piano folido , deficient folido dato 
fpecie, eft id quod applicatur quinque ex fex partibus dati piano fo« 
•lidi . Non vacat autem Caravaggii phrafes ad formula; praecedentis 
fenfum traducere . Ipfius theoremata generatim primum demonftravit 
Stephanus de Angclis in Mifcellaneis Hypcrbolicis , ac Parabolicis 
Propof. XLIV. 

VI. Ad generalem autem curvarum analyfim redeundo , ubi eva- 

y d y 

ncfcat dy evanefcec etiam fubnormalis curvae — 8c nihil aliud 

dx 

hinc colligi generatim poterit, quam quod tangens eo in loco fiet 
axi parailela. Pariter ubi ratio dy.dx fit major quacumque data . 

evanefcet fubtangens curvae, quae fra&ione - exprimitur, 8c loo-* 

*y 

tangente evanefcente fiet tangens axi perpendicularis . In utroque au- 
tem cafu fi curva, fig, ijj., ex concava fiat convexa , aut viceverfa , 
fig. 1 y 4. , femiordinata nec maxima, nec minima effe poterit: 8c cum 
differentia ddy primum negativa, ac deinde pofitiva effe debeat, aut 
viceverfa , in ipfo flcxus contrarii punfto F aut evanefcet , aut prae 
d x* fiet infinita : hoc eft prior femiordinata; differentia dy eo in loco 
fiet maxima, vel minima. Itaque ad fecundam jam differcntiam tra- 
ducendo , qua; de priore fuerunt dicta , fi numerus differentiarum or- 
dine evanefcentium fit par, curva habebit aliquem flexum contrarium. 

1 - 3. _ 3 _ 

Ut fi fit ay = x'-\- a 1 x', 8c fiat addy = id? — 1- a' x ‘ d? = 0, 

o a . % 

pofito x = ~ a , 8c y=—^ habebitur flexus contraries: 8c quia hoc 


2 —2 

abfeifix valore fubftituto prior differentia a dy = txdx-^- ~ a' x dx 
non evanefeit , tangens eo in loco non erit axi parailela : 8c quia de- 
nique tertia, quae fupereft, differentia afficitur figno pofitivo , fic com- 
paratus erit flcxus ut concavitatem curva in convexitatem mutet . 

VII. Si curva A F regrediatur in punfto F, fig. ijj. , abfeifia 
A B eidem punclo refpondens fiet maxima , 8c cum curvae fubtangens 

E e e i fit 
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fit ^-r—, fit, fi curva ad axem ahfciffarum fit concava, efie debeat 


'404 
' d x 
dy 


V jf 

- — — x intcrccpta tangentem inter, Sc communem abfciflarum ori- 
dy 

ginem ; in ipfo regrefius punfilo intercepta fiet maxima , vel minima, 

. — ydxddy 

& pofita dx conflante, acceptaque intercept* differentia — , 

debebit efie ddy pr* da* vel nulla, vel infinita . Si curva vcrfus 

y d x 


axem convexa proponeretur , eflet intercepta x ■ 


dy 


■ , cjufdemque 


differentia pofitivo figno afficeretur . Quare ubi d dy fiat infinita , aut 
fi f-at nuila non evanefcant fimul fubfequentes ordinis imparis diffe- 
red* , in utroque cafu intercepta erit maxima , vel minima , fit cur- 
Ya regreffum aliquem habebit . Regreffus vero a fimplici inflexione 
diltlpguetur quod in priorc cafu, St non in fccundo abfciffa fiat ma- 
xima, vel minima: cufpis vero, quam exhibet fig. 156., fit de qua ini- 
tio capitis antecedentis agere incepimus, difiinguetur ab aliis curv* 
regreffibus , quod ad efficiendam cufpidem femiordinata fimul , fit ab~ 
fciffa efie debeat maxima, vel minima. Animadverfionibus hifce om- 
nibus debent corrigi , qu* pro regreffibus , fit fiexibus curvarum , ac 
femiordinatis maximis, aut minimis determinandis Hopitalius, fit prio- 
res alii Differentialis calculi authores tradiderunt . 

PROBLEMA CXXXV. 

Data femiordinata alicujus curv* , fit data differentia femiordi- 
nat* alterius proxime fubfequentis , femiordinatas alias fubfequentes , 
ac pr*cedentcs determinate . 

Fiat A B = x, fig. 1 { 1., fit fit BC=CD=DE = dx, B c — 
c dz=z — dx, ac femiordinata quxvis propolita B F vocetur y, vocetur 
autem dy non jam L K , qu* ad tangentem ufque protenditur, quarn- 
que in Coroll. I. , fit II. Probl. CXXIII. tamquam priorem femiordinat* 
BF differentiam fpefilavimus, fed differentia omnis G L femiordinat* 
cjufdem , 6: femiordinat* alterius C G proxime fubfequentis ut fit 
C G =y -f- dy . Hac pofita denominandi ratione erit tertia femior- 
dinata D H =zy -f- dy-f- d(y -\-dy) =~y + 2 dy -f ddy: atque ita 

ad 
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ad femiordinatam quamlibet praecedentcm adjiciendo fuam ipfius dif- 
ferentiam , quae abfeiffa; x -f- 3 d x refpondebit quarta femiordinata erit 
y + \dy -f- -f- , quinta refpondens abfciffae x -f- 4</ * erity i,d y 

-f- (td'y -j~ ^d' y -f- d'y . Ita igitur cum terminorum fingulorum coeffi- 
cientes in unaquaque femiordinata iidem lint, qui in binomio ad po- 
teftatem illam eve£lo , cujus exponens xquetur ordini femiordinata 
port priorem fupputat*; univerfim abfciffse x-\- nd x refpondebit fc- 


miordinata y -f-n iy -f- n . d'y -f-/;.- 


. . d' y 8c c. 

* i 

Ut hujufmodi feries feribendo — n loco n ad prarcedentcs femior- 
dinatas transferri poflit, fiat fccunda femiordinata C G=y-\-d yz=y' , 
Ut Btdy =xdy-\- ddy ,d dy = d d y -f- d' y 8cc. . Erit ergo femiordi- 
nata B F jam ad CG pnecedcns y =y' — dy —y — dy’ -\-ddy = 
y — dy -}- d dy — d‘ y 8cc.. Iis ergo pofitis denominationibus femior- 
dinata quaevis praccdcns arqualis erit fubfequenti femiordinata demp- 
tis femiordinata fubfequentn differentiis , qua funt imparis ordinis , 
additifque differentiis aliis ordinis paris . Atquc ita fi femiordinata eg , 
qua refpondet abfeifla x — dx, referatur ad femiordinatam BF, five 
y, fiet cg=y — dy-\-d l y — d‘y-\-d’y See. : 8c differentiis omni- 
bus fimul jun£lis femiordinata dh, qua refpondebit abfeiffa x — t dx, 
erit y — i dy + jd'y — — 4 d'y -f- j d'y 8cc. : eademque femper pro- 
dibit feries ac fi coefficientibus ex binomii formula excerptis fiat pri- 
mum /! = — 1 , deinde n sss — 1 , atque ita pariter n = - 1 — 3 8cc. . 
COROLLARIA. 


I. In hac igitur denominandi ratione quicumque fit ordo abfeiffa, 
5 c quomodocumque numerus ille n aut pofitive , aut negative acci- 
piatur, femiordinata omnes ad primam aliquam fubfequentes , ac pra- 
cedentes femper unica ferie exprimentur, in qua iidem occurrent coef- 
ficientes binomii ad poteftatem ejufdem ordinis eve£li , quaque deter- 
minato numero n in fubfequentibus femiordinatis femper abrumpetur , 
in pracedentibus autem nunquam . Eulcrus qui in libro dc Problemate 
Ifoperimetrico , 8c Cap. III. Par. II. de Calculo Differential! , hac alia 
differentialium ferie uti incepit, qua ratione feries a fubfequentibus ad 
pracedentes femiordinaras traduci poffmt non demonftravit , ac minime 
adnotavit feries non omnino utrobique effe eafdem , nec nil! in fc- 

mior- 
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miordinatis fubfequentibus abrumpi. Patet vero quod fi femiordinata 
ad y praecedens ftatui poflet y — dy , cum proximo fubfequens fit 
y dy , tria punfta g,F, G ad lineam aliquam reclam pertinerent. 

II. Si hujufmodi feries cum alia fcrie problematis antecedents 
comparetur patebit utramque fimul non convenire nifi n fit quantitas 
major quacumque data': quo in cafu omiflis fracfionibus omnibus in: 
feriorum ordinum finita eflet abfciffarum x, 8c x-f-adx differentia, 
8c abfcilfx x-\- nd x juxta hoc etiam problema refponderet femiordi- 


nata y ndy - f- n' d'y -f - n' d' y 8cc. Hoc etiam in cafu fi fiat 
ndxz=x, 8c fi femiordinata abfciflarum origini refpondens, cum fit 


x d V 

x = o, vocctur y, femiordinata abfciflse x refpondens erit y -f- - - 

dx 


xdyx'd’y tfd'y 
idx? 6dx‘ iydx' 
thoribus tradita , in quam etiam refolvitur generalis feries Coroll. III. 
Probl. CXXX1II. fi fiat (p = x . In hoc autem problemate affumpfi- 
mus quod fit omnis differentia LG = dy , cum antea differentia dy 
exprimeretur recla omnis LK, qua fcilicet, dum abfeifla AB quanti- 
tate B C augetur , augeri poflet femiordinata B F fi motus puncli F fc- 
cundum B F conceptus idem femper maneret qui primum incipit . 

III. In utraque denominandi ratione quantitates maximae , 8c mi- 
nims, atque inflexions puntla fimili differentialium eorumdem evo- 
lutione determinari poflent . Juxta priorem etiam denominationem 
cum pun&is F , G ad fe invicem propius accedentibus fit F H‘ t= F G' 
= d s' = d x* -f- d y ' , fumptis differentialibus , 8c pofita d x conflante 

erit d s d d s = dy ddy, five d d s = — , 8c d dyx=z—~ , 

dy dy 

atque ita formula:, quae fecundas arcus, vel femiordinatae differentias 
in volvunt , alia: in alias converti poterunt . Juxta denominationem al- 
teram eflet adhuc FG = d j = V ( d x' + dy ' ) , atque eflet G H = 
d s -f- d d sz=z>/ (d x* -f dy -f- d dy ) , unde adhuc erueretur dsdds 
c=dyddy . Aliis etiam in cafibus, cum differentix formularum ad 
inferiores ordines pertineant, cxdcm utrobique formulae poflent colligi. 

IV. Retentis hujus problematis denominationibus cum prior fe- 

mior- 


8cc. : quae alia feries ell ab Eulero, aliifque au- 
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tniordinatarum fe proximo confequentium differentia habeatur femior- 
dinatam unam ab altera fubtrahendo , fecunda differentia habebitur 
fi differentia fecund*, 8c prim* femiordinat* fubtrahatur a differen- 
tia terti*. 8c fecund*: atque ita pariter ad tertiam femiordinat* ali- 
cujus differentiam habendatn illud fecund* differenti* refiduum fub- 
ducere oportebit ex eo quod fupereft differentiam terti* , 8c fecund* 
femiordinat* fubtrahendo ex differentia quart* , Sc terti* See. : Sc for- 
mularum inde prodeuntium infpcclione manifeftum crit qu* differen- 
tiarum cujufque ordinis variationes prodire debeant ubi flatuatur prio- 
rem femiordinatam, ad quam aliae referuntur, quantitate aliqua exigua 
augeri vel imminui . Ad confiderationes hujufmodi Eulerus generalem 
problematum ifoperimetricorum formulam deduxit . At cum cafus om- 
nes. Sc exempla problematum a fummo Geometra allata in binis prio- 
ri bus capitibus fecundum differentialiura ordinem non fuperent , po- 
rt remo problemate excepto : ea vero omnia problemata facilius in alia 
principia refolvi invenerim , pr*ftabit refolutionem novam afferre , 
antequam generales formul* ex aliis rurfus principiis colligantur . 

PROBLEM A CXXVI. 

Si femiordinata qu*vis CG , fig. 1 y 7. , augeatur quantitate qua- 
vis exigua G O = <j> , 8c elementum curv* F G H in F O H tranfeat , 
invenire variationes differentiarum d y ,i s , d d y . 

Sit ut ancea B F z=y , C G =7 + d y , D H =7 dy d dy , 
atque ex F in C C, & et C, atque O in D H ducantur perpendi- 
cula F L ,G M ,0 N . Pofito quod punSum G ob exiguam variatio- 
nem curv* in O abcat , Sc fit G 0 = <j> , erit prima femiordinata- 
rum duarum differentia L O = dy -f- <p , Sc duarum DH, C O dif. 
ferentia H N , = dy -}- d dy — (p : differenti* autem confimiles pr*- 
cedentium aliarum , 8c fubfequentium femiordinatarum ex ea unius 
femiordinat* C G variatione variationem nullam fubibunt . 

Deinde erit F G = d s = / ( d x* -f- dy' J , Sc F O = 

(d x x d y ) = 1/ ( ds l + 1$ dy + Q>' ) = ds ’■ & <*- 

mili modo eruetur fubfequens elementum arcus O H = d s -f- d d s 

• — (p ( ) : 8c aliis omnibus curv* punctis manentibus ele- 

\ d s a a t / 


menta 
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menta arcuum lll,Fg hinc inde adjacentia manebunt eadem quae antea 

Denique cum neglcclis difFerentiis ordinum inferiorum , juxta Co- 
roll. II. Probl.CXXIII., intercepts curvam inter, 8c tangentem G H, quse 
deflexionem curvx a tangente determinat , fit — -j ddy , femiordi- 
nat* C G addita quantitate ilia exigua <p , fiet nova deflexio 0 H 
= — d dy <p , adeoque fecunda femiordinat* differentia ddy 
in loco G ex ea femiordinatae variatione fiet ddy — iq>. Patet au- 
tern elcmentis FG ,G H abeunribus in FO , O G , 8c manentibus aliis 
Fg, HI, duplo magis augeri in O curvitatem, quam in F, 8c H 
imminuatur . Ob earn igitur femiordinatae C G variationem <p in bi- 
ll is femiordinatis B F , D II urrimque adjacentibus loco ddy opor- 
tebit fcribere ddy -}-( p . 

COROLLARIA. 

I. Si proponatur quantitas Zdy, 8c fit Z, functio aliqua coor- 

dinatarum x , y, earn bis accipiendo, ut fit Zdy quantitas, quae fe- 
miordinatx C G refpondet , 8c Z’. ( dy -}- ddy) quae pertinet ad fe- 
miordinatam DH, cum femiordinata y + d y fiet yj- dy -f- <p , juxta 
ptiorem problematis hujus partem , variationes quantitatis propofitae 
inde ortae erunt <p.Z, Sc — <j •> . Z‘ . At fundtio , quae ad femiordina- 
tarn aliquam pertinet , dempta ea quae pertinet ad femiordinatam aliam 
proxime fubfequentem , efl ipfa priori* fun&ionis differentia negativo 
/igno accepta . Erit igitur variatio o inn is — <p .d Z . Si in quantitate 
propofita occurreret differentia dy ad poteflatem quamlibet indicis r 
eve£ia, ad locum prim* femiordinatae pro dy’ fcribendo (dy-\- ddy )' , 
five dy' -f- rdy ’~ 1 , ad locum vero femiordinatae alterius fcriben- 
do (dy + ddy)’ — <p r (dy -f- d dy )"-• pro (d_y -\-ddy )' , cum fit 
Z . dy’~ 1 Z'.(dy -f- ddy = d .(Z . dy r ~' ) , 

ficret quantitatis propofit* variatio — <pr.d.(Z.dy’~'). 

II. Si functio Z per clementum arcus d s multiplicetur , ac pro- 
ponatur quantitas Z.ds , earn pariter bis exfcribendo , atque ad prio- 


ris femiordinat* locum ftatuendo ds- f-SL-2. pro ds, 8c ad locum fe- 
ar 


miordinat* proxime fubfequentis ds-\-dd s — <j> 


(dy + ddy\ 

Tfd ) pro 
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ds -f dds, cum fit ^ \ __ — j ( \ qu* yaria- 

aj \ fli + iij / \ds/ 

tioni eidem (p refpondebit quantitatis totius propofitae variatio eric 

( Z • d y \ 

- j - 1 , & fi proponatur quantitas Z.ds' , & fi femior- 


dinata aliqua ut antea fubeat vatiationem illam ctiguam 0 , erit ana* 
loga quantitatis propofitx variatio — Qn.d.(Z .ds“~' dy). 

III. Si proponatur quantitas Z . d dy , ad locum prim* femior* 
dinat* pro ddy fcribendo d dy — *<j> , atque ad fubfequentis locum 
fcribendo ddy -f- dddy +<J) , ad locum vero femiordinatx alterius 
proxime prxcedentis fcribendo ddy — dddy -\- 0 pro ddy — dddy, 
& Z" pro Z, excerptifque terminis per 0 dudis fupererit 

— a<pz-i-(pz'+(pz" = ( j) (z:— z;_<p(z— z"). 

& quia differentia fundionum quarumlibet ad femiordinatas D II, C G 
pertinentium , dempta differentia fundionum, qu* fimiliter pertinent 
ad femiordinatas CG, BF, eft differentia different!*, feu differentia 
fecunda propofit* fundionis ; erit quxfita omnis variatio ip.ddZ. 
Si d dy evehatur ad poteflatem exponentis m , redudione facia , ut 
in priore corollario erit variatio m.d d(Z . d d y m ~' ) . 

IV. Si proponatur fundio , qu* plures fimul differentias hujuf* 
modi involvat, quxque ex variabilibus x,y, dy, di, ddy utcumque 
inter fe mixtis , & ad poteflatem quamlibet elevatis confurgat , in- 
quiranturque variationes omnes , qu* femiordinatx addita quantitate 
ilia exigua 0 , 8 c iifdem adhuc abfciffis pofitis oriuntur ; fundione per 
partes lingulas translata ad femiordinatas fubfequentes , aut etiam an- 
lecedentes, fimul omnes Probl. CXXV. & Problematis hujus formulx 
componend* erunt. Primo fcilicet loco y fcribendo y + 0 excerpendi 
erunt termini omnes per 0 dudi : iique juxta Probl. CXXV. iidem erunt 
ac fi femiordinata dumtaxat y fpcdetur tanquam variabilis , atque in 
di.fcrentiali accipiatur 0 loco dy . Quod fi ii omnes termini vocentur 

2 

Y, & ad confufionem vitandam in fundione propofita vocetur — — 

dy’ 

z 

coefliciens element! femiordinatx dy’ , & — coefficiens elementi ar- 


Fff 


cus 



cus d f , atque ita pariter fit — ^ - coefficient , qui per d dy m ducitur ; 
erunt yariationcs omnes quafitae 

problema cxxvii. 


Iifdem pofitis invenire quibus in cafibus fumma omnium Zd x 
efle poflit maxima , vel minima . 

Manifeftum eft primo quod qua maximi , aut minimi proprietas 
toti alicui curva gFI convenit, fig. IJ 7 ., eadem cuilibet etiam por- 
tion'! FG H convenire debct: fecus fi inter extrema F, H du£lis aliis 
curva portionibus maximi , aut minimi proprietas magis arcui F O H , 
quam FG H conveniret, curva omnis compofita ex gF, HI, 8c ar. 
cu intermedio F O H e a eflet , qua propofitam haberct maximi , aut 
minimi proprietatem . In arcu autem FG H , 8c in area BFH D ma- 
ximi , aut minimi proprietas habetur cum elementis ejufdem omnibus 
in locum proximum translatis quantitatum pofitivarum incrementum 
aquale fit decremento negativarum , & fimul variationes omnes fe 
deflruunt . Propofita igitur quantitas S.Z d x primo ad folum elemen- 
tum Zdx deduci debet: deinde iifdem adhuc manentibus abfciflis, 
qua antea , fiatuendum eft femiordinatam elemento eidem refponden- 
tem variari quantitate aliqua exigua <p : ac demum nihilo exaquandi 
funt termini ut fupra excerpti , qui variationes inde ortas exprimunt . 
Retentis fcilicet iifdem corollarii pofterioris denomioationibus pro cafu 
maximi , aut minimi valoris debebit efle 



-\-m.dd. 



& inquirendum dumtaxat fupererit num maximi valoris, aut minimi fit 
cafus: quod aut differentiis aliis acceptis juxta Coroll. III. Probl.CXXIV. 
innotefcet, aut pcculiarem , fimplicioremque cafum aliquem feligendo, 
videndoque num 5 . Zdx pofitivum , vel negativum valorem habeat. 


COROLLARIA. 

I. Si inquiratur primo quibus in cafibus fumma omnium 
xT( xTy* — y’) dx efle poflit maxima , vel minima, quaeftionc ad ele- 

men- 
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menturn quod vis translara , Sc loco y fcribendo y + (p 1 nt fit ele- 
mentura propofitum x" (. f . (y* ) — y' — q <py , ~')d*t 

fiet Y=x~(p sCyt — ' — <iyi-‘) = o, atque inde eruetur y = 

H 

~x , ~ r . Uc fi propofita quantitas fit S . (a x — y ' ) d x, comparatis 


termini s fiet ac: 1 1 = j, eritque y' = q a x, ac proble- 

mati fatisfaciet parabola defcripta parametro i a , Cum autem pofita 

i I Id 

1 „ _ 1 a' x' d x 40 s x' 

y = -ax fit S . (0 xy—f) dx = $ . — — — = — — , & 

fumma omnis pofitivum valorem habeat, evanefcat autem eum fit 
x , vel y =s o , paret fummam propofitam in parabola non minimum 
aliquod, fed maximum conflituere . Eodem redeunt tria alia huju* 
generis exempla ab Eulero expofita Cap. II. de Ifopcrimetricis , eaque 
cum abfcilfe tantum, & femiordinatx potentias involvant, pertinent 
ad cafus alios quos jam antea differentialis calculi authores confide* 
raverant . 

II. Si quantitas S . xy ds efle debeat maxima vel minima , com- 
paratis formulas generalis rerminis fiet Y = xds, eritque ary coe Ar- 
dens dementi arcus ds , & pofito a = 1 , pro eodem maximi , aut 


minimi valoris cafu debebit efle xds — d 



s=s 0 . Eft autem 


[xydy\ xdy' ydxdy xyddy xy dy d ds 

\ ds ) ds ds ds d ? ’ 

xydydds xydyddy _ .... 

eft infuper = -■■■-j — . Quare ent problematts arqua- 


ti o xds- 


cdy » 


d s 


ydxdy xydx'ddy , ds , „ 

- - — - — = — — , eaque in — dutta re- 
ds ds 1 ^ dx 


ddet in arquationem aliam xdx — y dy 


xy dx d dy 

77 


, quam Eu- 


lerus in Ex. VI. Propof. III. Cap. II. citati operis invenerat, quamque 
integrari , Si feparari non pofle adnotaverat , ut nihil omnino de cur- 

Fffi yx 



'4H De Foiuvlij 

v* illius natura judicare liceat , in qua fumma produQorum abfciflx , 
femiordinatx , Sc elementi arcus fit maxima, vel minima. 

III. Si proponatur quantitas S . ( x* -f-y ' )’ d s , quae debeat efle 
maxima , vel minima , comparatione gencralis formula; prodibit Y = 
i n(x' -f- y ' 1 y d s , eritque ( x* -f- y' )’ coefficiens elementi arcus 


d t, ac fiet propterea 2/1 (x x -f- J' 1 )“ — 'yds 



Quod fi igitur differentials termini hujus pollerioris more folito acci- 

d y d <i y 

piatur , 8 c loco dds fubflituatur — - J , collcdis terminis omnibus , 


ac divifis , pro cafu maximi , aut minimi valoris debebit efle 
t n(xd x + y dy). + ( x* -f y' ) = * "J ds , 


. , /ydx — xdy\ dxddy 

atque inde eruetur 2«^ — — -j - — - — J = ■ ^ — , ac poflto dy— 

p d x , d s = </ ( d ? d y' ) z= d x</ ( 1 p' ) prodibit atquatio eadem 


(ydx — xdy) 
?+y' 


d F 

*+/>’ 


- , quam Eulerus ex fuis formulis colle- 


gerat in Ex. VII. Propof. III. Cap. II., quacque integrata fit an. rang. — 

1 — tang, p 4 - tang, a , habita fcilicet a pro conftante . 

IV. Si in formula propofita fiat n = o , 8 c proponatur curva , 
in qua fumma omnium d s fit minima , crit coefficiens elementi ar- 
eas = 1 , ac fiet d j (/d~')~ ° ’ ac * eo< f ue dy- 

ads., atque ob datam rationem elementorum arcus , 8 c femiordinatae 
pur.&a arcus omnia unicam lineam re£tam conflituent. Si quantitas 
propofita eflet dumtaxat S . x" d s , folus coefficiens elementi arcus d s 


fpectandus eflet , ac fierec d — 0 , five xrdyz=a'd 


s, at-*- 


qt-e, obdsz=^(djd + dy')', eruetur indc y = S . ^ ^ 


a ")) 1 


8c 



8c pofito ns 
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qua xquationc 


innotefcet facile cycloidis naturam exprimi . Hie eft Celebris cafus cur- 
vx in cujus perimetro grave corpus a dato ad datum aliud pur.ctum 
breviftimo tempore defeendit. Nam ft verticals altitude lapfus fit ar, 
erit velocitas defeenfus / x , & tempus , quo minimus arcus d t ab- 

folvitur, erit-^— . Cafum hujuftnodi confideravit primo Joannes Ber- 

noullius in A£Us Lipfienfibus aoni 1697. 

y d y d x l 

V. Si proponatur quantitas S — , cum maximum haberi 

a dy 

pateat in linea recta, in qua eft dd y = o, ut minimum habcatur,' 

d y d x* . . 

collatione terminorum fa£ta erit — terminus , qui per y mul- 


d dy 


> dx* 


tiplicabitur , ft u " 1 P cr dy , y dydx* qui ducetur per d dy — ' s 

unde pofito m = — t , pro cafu minimi valoris debebit efle 


dx' 


/ dy 


W dy" 

\ddy) 


d (^)— id ^y) :=0f qu:c iicceptis ' 


re- 


dutlifque differentialibus eadem erit xquatio, quam Eulerus attulerat 
in Ex. IV. Propof. IV. . Ita igitur formula , quam adeo facile in hoc 
problemate ex notiftimis curvarum affectionibus collegimus , pro ids 
omnibus xquationibus , Sc exempli* fufliciet , qua: in prioribus binis 
capiribus propofuerat Eulerus, poftremo tantum problemate excepto, 
quod tertias femiordinatx differentias involvit. Sc quo quxritur cur- 
va, cujus evoluta, cum fui ipfius evoluta , intra radios evolutx , ma- 
ximum vel minimum fpatium comprehendat . In eo autem problema- 

feribendo 6 ^ 1 ^ . rp loco 6 ^ 1 ^ . r, correct ifque termi- 

nis omnibus inde in Euleri calculo pendentibus, tarn complicata pro- 
dit xquatio ut nulla reductions appareat ratio. 

PROBLEMA CXXVIII. 

Si fumma omnium x m d y in curva aliqua fit conftans, invenire 

qui- 


te. 
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jt' (dy i did )* 

quibus conditionibus fumma omnium — ~ efle poflit maxi- 

ma r*-‘ 

tna , vel minima . 

Cura eadera maximi , ut minimi proprietas elemento cuiiibct 

*(d?±dx>)' 

^', 1 , * con venire debeat , eo ad bina elementa proxima tranf- 

lato, 5c loco dy fcribendo primum dy-\-<p, ac deinde dy+ddy — <p, 
atque in elcmentis binis nihilo exsequando terminos per (p du&os prodibit 

Vy± dry 


intyx? dy 


d x- , — ‘ 


in <p(x+d x)’ ( iy-\-d dy) 


(dy+ddy ±dx *)- 
rf x i " - ‘ 


r= — ln<^.d(x’dy ~ " ~ ) = o; 


( dy i d id ) 1 


atque integrando erit quantitas con (la ns <p x 'dy ^ 

Jam vero cum quantitas S . xT dy condans, ac data e(Te debeat, 
iifdem fuCtis fubditutionibus prodibit — tp . d . xT= o , adeoque con- 
dans pariter debebit efle quantitas <p xT. Quod fi igitur loco (p in 
a 

priore integrali fcribamus — , pro cafu quantitatis S.x" dy conftan- 


tis. Sc quantitatis 


_ x’(dy'±dx')‘ . , . . , , 

S. x / maxima:, vel minim* habebi- 


d x"~ 


(dy'±d x L ) — < 

mus x’ m dy = C. 

J d v»*-i 


dx l 

COROLLARIUM. . 

Ita igitur ex principiis antecedentibus elegans illud theorema eru- 
tum ed , quod Simplonius alia ratione , atque ordinc demondraverat 
in Sed. X. Par. II. de do&rina, 5c ufu Fluxionum , 5c quo in rcfol- 
vendis problematis compofitis raaximorum , minimorum , 5c Ifoperime- 
tricorum late ufus ed . Dicuntur autem problemata corapofita quibus 
plures fimul hujufmodi proprietates componi debent. Ut fi ex curvis 
omnibus, in quibus data ed quantitas S . d y, quxratur ilia, in qua 
xd X 1 

Jit minima quantitas S. ^ , coraparatis formulis fict r= l , m = o. 
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n srs — i , atque eric curve quxfitx equatio xdy ix' =z a d s' . Hxc 
eft differentialis equatio curve, que circa axem rotata generat foli- 
dum, quod pre omnibus date akitudinis juxta axis direclionem mo- 
turn in fluido aliquo patitur minimam reliftentiam . Nam fi indeter- 
minate y in axe curve , x vero perpendiculariter ad axem accipian- 
tur, ob datam altitudinem data erit S.dy, 8c quantitas fluids im- 
pingentis in annulum rotundum revolutione elementi d s circa axem 
genitum proportionalis erit reflangulo x d x , 8t vis omnis a fluido in 

d jc* 

folidum paralleie ad axem imprefla erit x d x . -■ ■ - . Hoc primuin 

compofiti generis problema eft quod Newtonus fokitum dedit in fcho- 
lio Propof. XXXIV. Lib. II. Princip. Mathem. 

PROBLEMA CXXIX. 

Invenire quibus conditionibus plures fimul proprietates aut eo- 
dem gradu , aut gradu maximo, aut minimo componi poflint . 

Quia datarum quantitatum , earumque etiam que maximo , aut 
minimo habcntur gradu nullum differentiale e(Te debet, fi ex curvis 
omnibus , qux proprietates A , D , C See. xque habeant , eas curvas 
excerpere oporteat, qux proprietates F,G,H Sec. habeant gradu ma- 
ximo, aut minimo; proprietates fingulas feorfim confiderando habe- 
buntur xquationes totidem hujus forme 
(p ( Z — Z -f- d Z ) = o 
<j)(X — X+dX)=o 
<p( y — rfdr) = o. 

Quod fi igitur proprietates omnes in una fimul curva cfle de- 
beant, compofitis xquationibus debebit effe d Z d X + d Y See. =o 
fi termini homogenei fint , atque alTumptis conflantibus quantitatibut 
a, b ,c Sec. univerfim erit d Z •{- a . d X-{- 6, d Y Sec. z=z o: Se cum 
evanefeentibus diiferentialibus integrale aut nullum , aut data quanti- 
tas efle debeat, erit etiam Z -f- a X -f i 7 See. = c, Se ex peculiari- 
bus problematum conditionibus determinandum fupererit quo in cafu 
quantitas conftans c debeat evanefeere. 

COROLLARIA. 

I. Ita igitur theorema illud Simpfonii non ell nifi peculiaris ca- 
fus formulx hujus, quod fcilicet binis proprietatibus fingillatim confi- 

dcra- 
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„ , „ y dy( dy'-i d x 1 )*-* . 

deratis , ac deinde Ilmul compofitis lit Z = » 

a X * 

Jc X = x ", & pofito x = o bine hujufmodi fumme evanefcant . Fiet 
enim in generaii formula Z -f- a X = — ^ \- a xT =1 o , 

x'~ m d y(dy'±dy) n -' „ . .. . 

& per x“ dividendo erit ■- conftantt alicut 

1 dx ,H ~ l 


quantitati equalis. 

II. Ex eadem formula Z -f-a X •+• T & c. = c manifellum eft in- 
fuper quod li pro fingulis maximorum , minimorumve proprictatibus 
feorfim cxhibcndis fatis fit blna tantum curve elcmenta confiderare, 
tit cum proprietates defignantur produflis quibuslibet quantitatum y , 
dy , d r ; ad omnes fimul proprietates componendas plura fimul cur- 
ve elemcnta confiderare non oportcbit : quod jam monueram in dif- 
fertatione que tomo fcptimo Novorum Commentariorum Petropo- 
litanx Academie legitur. Id autem iis ipfis exemplis ad bina cur- 
ve elementa revocatis ofte.ndi , pro quibus tuna , aut plura curve 
elementa confideranda eflc cenfuerat Eulerus tomo fexto priorum Com- 
roentariorum , 

III. Si requiratur curva , que aut inter omnes ifoperimetricas 
maximam aream compleclatur , aut in qua arcus date aree refpon- 
dens fit brevillimus , ob datam aream S .y d x, fiet <j> dx = o , atque 


ob arcum minimum S . d s feorfim fiet — <j> . d ( — ) = o : adeoque 

' ds ' 


compofitis proprictatibus erit 


xdy_ 
d i 


=4r± b , que eft equatio ad cir- 


culum radio a defcriptum , 8c in quo abfoifiarum origo a centra di- 
ftet quantitate i 6 . Hoc ad earn clalTem pertineret problema , in qua 
Eulerus §. XV. DilTertationis , que Tom. VI. Petropolitanx Academie 
legitur, tria fimul curve elementa confideranda die docuit : problema 
autem hac eadem fere ratione folutum dedit Eulerus ipfe in Ex. II. 
Propof. IV. Cap. V. 8c Propof. IV. Cap. V. de Problematis Ifoperimetricis . 

IV. Si inter omnes ifoperimetricas queratur curva, que circa fc- 
Oiiordinatarum axem converfa gignat maximum folidum , live in qua 
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S . d s data quantitas, & S. x' dy maxima effe debeat , loco x' d y fcri- 
bendo bis x* . ( 4" <J> ) > &.( x -f- d x)' . ( d y -f- d dy — <p ) Set — • 


= 8c 


a'dy 


: b' — x* . Generation autem pofito ± 


a' d y 


d S ~ 1 ““ d 3 

c= b ' — x' bin® curv® problemati fatisfacerent, & figno fuperiore cir- 
culus defignaretur , inferiore curva alia, qusc dicitur claftica . Si cur- 
va dati perimetri maximam fimul areain comprehendat, Sc circa axern 
rotata gignnt maximum folidum, habebitur tcquatio (x‘4 -bx — c * ) d s 
zxxa'dy . Exempla alia fuperioribus codem modo addi poterunt. 
PROBLEM A C.XXX. 

Si curva aliqua tequatione d Z = M d x -f- N d y -| — 4" 

d x 


See. definiatur , Sc differentia dy varietur quantitate quavis 


Qdddy 

~ 71 ? 

exigua <p , definire yariationes inde ortas quantitatis totius S.Zdx. 

Si differentia femiordinat® y non fit tantum dy, fed dy +• <p , 
loco fcribere oportebit d dy + d <p , atque ita pariter dddy- f* 
d d <p loco dddy , Sc fucceffive : adeoque fi his habitis variationibus 
quantitas Z d x fiat <j> ( Z d x ) , excerptis terminis omnibus, qui ad 
variationem iliam <j> pertinent, crit variatio quantitatis S.Zdx, quae 
inde oritur , five 

c > c j Z v ,Pd<p Qdd<p Rddd^ p, \ 

S.<p (Zdx)=S.dx( N<p + — + — - - + -J-— J . 

Jam vero quantitatibus C , C , C" See. habitis pro conflantibus erit 
S.P d<p = P (p — S.ydP + C 

S.Qddtp— QJ<p — SJtpdQ -f- C'= Qd tp — tp.dQ -\-S.(pdd Q 4- C 
S . R d dd <p =R dd<p — d<p. dR 4- <p . dd R — S. cpdddR 4- C''8cc. : 
ut differentiis contrario ordine acceptis manifeftum erit . Hac vero 
ratione integralibus differentialium in differentialia aliorum ordinum 
refolutis, quantitates conflantes C, C’ , C" See. in unoquoquc inte- 
grali S . P d <p , S . Q d d <p , S . Rd d d q> See. fie accipiendae erunt ut 
quantitates omnes P<p,Qdty,Rdd<p See. ad prim® femiordinat® 
locum, ubi variatio omnis incipit, evanefcant . Itaque (1 variationes 
ftngul®, ubi ptimum incipiunt, lint tp’, P' , Q' See. , Scad ultima; fe- 

G g g mior- 
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miordinat® locum, ubi omnes variationes definunr, fint tj>", P", Q" Sic 

integralibus ita acceptis ut evanefcant in primo cafu , & compleantur 

in cafu alcero , atque ordinatis terminis , erit variatio omnis quant U 

tatis propofit® S .Zdx = 

dP ddQ dddR N 

v &c. ) 


S.<pdx( -vr-t 


d x d x" 


dx' 


, dO" dd R" . dQ' ddR' v 

+ 0"- -E-'-i-r * c ' ) - » O- + mr «“• ) 


+ SV 


dR" 




<//r 


dx 

ddQ," 


ddQ,' 


+ - jJ- ( *" &c. ) - 7^ c K' &c.; ta. . 

COROLLARIA. 

I. Triplici igitur partium genere variatio omnis compleclitur s 

nimirum partibus abfolutis , ac determinatis — q, ^ P' Sic. ^ 

d 

— — — ( Q" Sic.), in quibus quantitates Q>\ P', Q' Sic. referuntur ad 
d x 

primam fcmiordinatam , ubi incipit variatio : partitas aliis abfolutis 
Q,"(P" 


? ^ Sic. ) -f- —r— ( Q" &c. ) > * n quibus quantitates q," , 

d x y d x 
P",Q"U c. referuntur ad ultimam fcmiordinatam, ubi variatio defi— 

. „ , / „ dP , ddQ dddR N 

nit: & integral! indcnmto iV — — — ’~d~‘ 7— Kc .J, 

quod ad interceptum omnem curv® traQum extenditur, quodque fi 
incipiat ubi fit x =a, ft definat ubi fit x = 6 , contiaebit variatio- 
nes omnes , qu® refpondent abfcifiis x-\-dx,x-\-idx &c. . 

II. Si in fig. 158., accipiatur B C = x , C D = dx , C G = y , 
C P = Z, & fit elementum are® C P Q D =. Z d x, fit autem Z fun- 
dim coordinatarum x,y , ac fiat Cg=zQ , ; fimili modo ex coordi- 
natis BC, Cg dcterminando fcmiordinatam aliam C p , exprimet 
P pq Q variationem elementi Zdx, S'. RrtT exprimet variationem 
toti us are® B R T E , five S . Z d x . Quod fi igitur fun&ionis Z diffe- 
rentia 
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rentia cxprimatur eadem ferie , iifdemquc terminis qui antea , erit prio- 

ris femiordinatae B R variatio Rr=(p' (f* — Sec.') -{- ^ &c,, 

/ d Q ,r 

ac poftrcms femiordinatae variatio T t = <p" ( P" — &c. ) -f" 

Qff j *t 

— — Sec.: Sc fi pun£la extrema R , T fixa intelligantur, & varia- 


d x 


tio ad intermedium dumtaxat curvae traflum pertineat, erit variatio 

f dP 
omnis S . <pd x[N — 


dJQ 
dx + 77' 


v d d d R \ 

F 


PROBLEM A CXXXI. 

Iifdem pofitis in venire quibus in cafibus quantitas S.Zdx efle 
poflit maxima, vel minima. 

Si quantitas S.Zdx elTe debeat maxima, vel minima, & Z ex 
variabilibus x,y fie confurgat, ut fumptis differentialibus fit d Z = 
Pddy Qdddy 

M d x N dy 4 - -L Sue., eadem maximi, aut minimi,' 

d x d x' 

proprietas elemento etiam Zdx conveniet . Eo autem elemento in 
proximum locum curvae, cujus area exprimitur, translato, flatuen- 
doque quod femiordinatae y differentia dy quantitate exigua <p va- 
rietur , fi punQa extrema elementi utriufque fint data. Sc variatio 
duas inter femiordinatas propofitas con fi fiat ; erit variatio omnis 
dP , ddQ y 

• — — I — ; &c. 1 : Sc pro cafu valoris maximi , aut 

dx dx' * 

minimi variationibus omnibus , & quae pofitivae , Sc quae negative 

funt , fe invicem compenfantibus debebit cfle 


(pi x ( N ■ 


d x d x' 


dddR ddddS 

; &iC. = 0. 


d X‘ d Jf 

Quod fi extrema variationis totius punfta minime data fint, in- 
quiraturque quibus conllantibus quanritaribus initio , atque in fine in- 
determinati alicujus curve traclus additis , vel fubdu£lis quantitas aut 
maximarum omnium maxima, aut miniinarum minima haberi poflir, 
tunc iplse etiam conliantcs tanquam indeterminate, ac variabiles fpe- 

G g g i £laa- 
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ftandx erunt: eodemque modo in prima , & ultima femiordinata va- 
riationibus omnibus fe compenfantibus , & differentia pofitivarum , nc- 
gativarumque cvanefcente prodibunt xquationes alias 


dQ‘ ddR' 


dO" 

<p"(P" + c.) 


d x 


+ 7^ (/r kc.)z=o. 


+i£«r- 

dx‘ 1 V 


dR" 

dx 


8cc.) 


+ ~(«"& c -) = ». 


COROLLARIA. 

I. Prior eft generalis , atque elegans formula quam Eulerus pro- 
pofuit in libro de Problematis Ifoperimetricis : binas alias formulas 
ad problematum folutiones complendas pro cafu quolibet, in quo ex- 
trema propofitx variationis puncla fixa , & invariabilia non fint , in- 
geniofe addidit Cl. la Grange Tomo fecundo Academia: Taurincnfis. 

P d d y 

In priore vero xquatione d Z = M d x N d y - — See. ft ita 

differentia: omnes fint fumptx , ut fit N dy terminus qui prodit fe- 

Pddy 

miordinata dumtaxat y habita pro variabili , — — - qui prodit habita 

pro variabili dy See . , idipfum erit N quod in formulis Probl. CXXVI. 

P Z O 

loco Y affumpfimus , ac paritererit — quod ibidem — , 8c — — quod 
Z 

— j - vocavimus &c. , atque ita binx utrobique formula fimul con- 
a dy 

gruent . Et quidem denominationibus ut antea acceptis prior ilia xqua- 

t i° y_ d {r y )— j {tf) +dd {-nj) =0 direQe appIicari 

poterit cuicumque cafui differentialium dy,ds,ddy utcumque inter 
fe mixtorum. In applicatione formulx alterius videndum erit ut fum- 

P d dy O d d d v 

pto differential! dZ = Md x Ndy H 1 - - Sec. quan- 

d x d x‘ 

titates M,N,P,Q Sec. fint coefficientes terminorum, qui exfurgunt 

or- 
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ordine quantitatibus x , y , dy , dd y 8cc. habitis pro Variabilibus j 
quam conditionem fatis Eulerus non explicaverat . 

II. Si ad Euleri formulam referatur cafus Coroll. V. Probl. CXXVIL, 

8c minima elTe debeat quantitas S.Zdx, 8c lit Z a-- d , 8e 

ddy 

differentialibus eo ordine exfcriptis llatuatur d Z ~~~ — — — — - - — 4- 

d d y 

fptaaoJo {yJS/Jd , ~r 

ddy ddy' ddy ddy ddy' 

tanquam coefficienrcs terminorum , qui prodeunt ordine quantitatibus 

y < dy , ddy habitis pro variabilibus , ac pofito Mc=zo,N= —*'■ -**. ' 

d d y 

P___ydx' Q_ ydydx' dPddQ dy d x' 

dx ddy'dx' ddy' ’ C Ct d x+ d x' ddy 

~ J ( y idj) dd ^~dl^~ )~° At fl dclet0 differential! ddy, 

qui in numeratore fimul , ac denominatore fecundi termini occurrit 
fecundus ille prioris acquationis terminus evadat primus , 8c proponatur 

**»*> ix-yt* « rratai , j*. 

ddy d dy x 

gulis ad Eulerianam formulam relatis diet M = y dx', N= 

d dy 

ydydx ? 

— — , atquc ita cflet formulae ufus erroneus : 




ddy' 


quod idem valet pro aliis Euleri formulis Ex. I. Propof. IY , 8c Ex. VI. 
Propof. V. Cap. II. . 

III. Plures alii Euleriana: formula; cafus breviter polTcnt colligi. 
Ut ft in quantitate ilia Z, quae proponitur, non invoivatur abfcilla 

x , 8c fubtato termino Md x fiat d Z = N d y -f- > cum pro 

maximi, aut minimi valoris cafu elTe debeat Ndx — dP = o,e rit 

N dy-\ = d Z = — , Sc intcgrando fiet Z-f- C 


P dy 
d x 


. Quod fi bini fimul priores termini xquationis differential!* 


P d dy 

deficerent, atque effet dZ =: — , cum pro maximi, aut minimi 

d x 


dP Pddy 

Vaioris cafu effe debeat — = o , effet P = C , & Z = S - 

d x d x 4 

C d y Pddy 

z= . • + D . Pariter fi effet differential!* xquatio d Z = — 4- 

d x dx 

Q dd dy . . ....... ir dP 

— , pro calu maximi , aut minimi vaioris deberet cffc 

d x? d x 

d d Q dQ 

+ -j — - =o, ac fieret propterea C — P+ j — = o: qui funt pri- 

cipui cafus ab Eulero expofiri in corollariis , atque in fcholiis Pro- 
pof. III. , & IV.Cap.II.de Problematis Ifoperimetricis . 

IV. Si Z ex variabilibu* x ,y, j ita exfurgat ut fumptis differentia- 

libus fit dZ = Md x -f- Ndy -| icc. -}- n d j '* -j- &c., 

d x d x d x' 

gcminanda crit antecedent^ problematis integratio , eodemque modo 
variabilcm novam j confiderando fi u fit prima , u" ultima ipfiu* 
variatio, & u variatio ad locum quemlibet intermedium, pro cafu 
vaioris maximi , aut minimi tres alia: habebuntur xquationes 

dP ddO do dd a 

<^ N -T x + 7 ^ +—_& c .) = o 

<t> (P* — ~r— &c .) + d <p'(Q' &c. + «'(/— d -~ &c.) + d «' (q’ &c. = o 
dx d x 

<P\P" — ~ &c.) + d <p"(Q" &c.+ « V— d -T- &c.)+ d « V&c. =o 

d X d X 

& cum variationes bin* <p , & w a fe invicem non pendeant, prior 
sequacio dividetur in binas alias 
dP ddQ ddd R e 

dx dx' J 


8cc. = o. 


dp -d d q d d dr 

R - r x + ~I7 — 7F 
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V. Si in curva aliqua fint bine coordinate y , p , 5 c fit elemen- 
tum arcus ds = >/ ( i y' -j-d j* ) , inquiraturque quo in loco fumma 

y/tdy' + d-f) 

— 1 — — — minima pofiit cvadere , dementis d y , d j habitis pro 


>fy 

variabilibus generatim fiet dZ‘. 


■ — dyds dyddy drddr _ 

: + ~— r — + -J— r 1 • Com- 

a. d sy y as y ’ y 

paratione igitur duarum ferierum facia erit in priore Mc=o, N = 


d s 


— 2 y 


■,P= 


dsif y 


, in fccunda autem ferie n = o, p = - — , 

dW y 


& pro cafu fummx omnium minima? duplex squatio habebitur 


ds 


*y 


d (~ — - — ^ = o. 5 c d ( — ^ = o , quarum alteram illico, ut 

\dsy/y) Wa/y/ ^ 


Wy 


in 


Coroll. IV. Probl. CXXVI 1 I. dictum eft / priorem aliquot reduftionibus 
pertinere intelligctur ad cycloidcm . At etiam fine ullo ferierum hu- 
jufmodi fubfidio ex Mechanics legibus facillime poteft colligi curvam 
breviifimi defeenfus in uno piano jacere , & Temper elTe cycloidalem . 

VI. Iis vero pofitis formulis fi bins curve PG,AB, fig. 159., 
data; fint , inquiraturque qua in cycloide H A corpus a prima ad fe* 
cun Jam curvam minimo tempore rranfire poffit, atque in curva priore 
PG fit abfcifta P D = v, fcmiordi.iara D N=u, in cycloide autem 
II A ut anrea coordinate fint j , y , atque in pundto H ubi omnis 
variatio incipit, ftatuatur <p = d u, u = d v , fccunda probleinatis hu. 


jus equatio evadet <j»' P' -{- &>'/•' : 


d a . d y d v . d r ,, 

: -f - = o . Inde au- 

d syf y ds ^ y 

d y d v 

tern eruetur -j- = , 6c cum fit dy = G L , d r = H G , dv 

d j d u 

s= M N , d u = M II , erit — tang. C II L = tang. M H N , atque ob 
equates angulos MNH, HNG, angulus NHL, quo fibi occurrunt 
due curve, erit reft us . Simili modo ex tertia equatione problematis 
colligeretur curve etiam alteri A B cycloidem II A occurrere ad re. 

ft os 
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£tos angulos . Utrumque autem ex aliis Mechanics principiis pot eft 
colligi. 

S C H O L I O N. 

Si in pofterioribus omnibus hifce formulis fcribamus S y loco <p , 
t ■{ loco u , ac littera d more folico differentialia , littera autem s de- 
lignentur cxigus ali;c variationes , quas alicubi fubeunt coordinataey , 
- , & quibus pofitis ordinatas etiam antecedent's alias , Sc fubfequen- 
tes aliquo modo variari oportet; eadem obveniet forma tcquationum 
omnium , qua: peculiar! variationum , ut vocant , calculo a Mathe- 
maticis celeberrimis fucrunt truditie . Primum novi calculi fpecimen 
in Actis Parificnfis Academia: anno 1734 exhibuilfe videtur D. Fon- 
taine, ubi variables quantitates duplici modo, ac ratione variari in- 
telligebat , 8c primum illud novi calculi theorcma protulit : quod va- 
riatio quantttatis cujuslibet differentialis a:quari debet differential! va- 
riationis , live quod juxta jam indicatam charade tiilicam elTe debec 
tdZ=.diZ. Calculum autem omnem variationum. Sc generales 
formulas, quas ultimo capitis hujus loco explicavimus, ac methodum 
ifopcrimetricorum problcmatum generaliter refolvendorum invcnit D. 
la Grange, ac pluribus Dynamics problematis late applicavit Tom. II. 
Academix Taurincnfis, St fulius deinde expofuit D. Eulcrus Tom. XVI. 
Academia: Petropolitame , ac Tom. III. de Calculo Integrali , quique 
poll ipfum Integrals calculi Inftitutiones tradiderunt authores alii , le 
Seur, Jacquier, Coufin , Ghcrli , Saury See.. His autem omnibus 
confideratis jam aliquot ab hinc annis in differtatione ad Scnenfem 
Academiam data animadverti non geminata charaileriftica , altera qua: 
variationes quantitatis alicujus exprimit , generales illas problcmatum 
ifoperimetricorum formulas cx notis aliis differentialis calculi principiis 
colligi: ft fcilicct feribendo dy-\<p loco dy 8c ddy + d <p loco ddy, 
propofita maximi , aut minimi proprietas transferatur in proximum 
figurae locum, ac dilferentiis , fummifque de more acceptis, termini 
omnes, qui quantitatem (p involvunt , limul nihilo exiequentur. Non 
quod variationis calculus ulla ratione cum calculo differential! con- 
fundi poffit, ut perperam nonnulli intelligunt, fed quod citra illud 
D. Fontaine theorcma , 8c Iblis calculi differentialis fubfidiis eaedem 
illae generales formula: ifoperimetricorum problematum refolvendorum 

fa- 
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facile colligantur , quae hucufque ex aliis calculi variationutn formulis 
fuerunt erutae . Haec ad pleniorcm problematum hujus generis enoda- 
tionem explicare oportebat. Facile autem le£lor intelliget plura,quaein 
hoc capite actigimus, problemata non nifi ad abftractam analylim perti. 
nere, quae vero capite o£tavo evolvimus, alia quae addi poflent quam 
plurima ad Geometriam non folum , verum etiam ad Phyficam , Me- 
thanicam, Hydraulicam illuftrandam , promovendamque maxima per- 
tinentia, generali eo principio direGe folvi, quo proprietate maximi, 
& minimi in proximum locum translata differentiie quantitatum cre- 
fcentium , Sc decrefcentium fimul omnes evanefccrc intelliguntur . Ad 
abftraGam analylim pariter fpe&are videntur alia problemata quanti- 
tatum maximarum , minimarumque , quae integral ia indefinita , aut ■ 
integralia integralium involvunt . Ea vero cadem capitis hujus metho- 
do refolvi poflent . Ut ubi determinanda fit fpecies curvte , in qua ad 
abfciflam datam maxima, vel minima fiat quantitas S .y d xS . ds ; 
proprietatem hujufmodi a curva omni ad elementum y dxS .ds trans- 
ferendo , eamque bis exfcribendo ut binis femiordinatis , ac binis de- 
mentis arcuum fibi proxime fuccedentibus refpondeat , maxima vel mi- 
nima debebit efle quantitas ydx S. ^ ds -f- ^ +[y-\-dy-\-<p) 

i xS . ^d s + dd s — <p ( ) \ , Nihilo igitur exatquando 

terminos per variationem illam exiguam (pduGos, neglc&ifque inferio- 

ris ordinis terminis , ac pofito S . ( \ = S . d ( 

\ ds -j-dds ds ) \ds ) 


ydxdy __ 
ds 


o , quae 


U V 

= -d, fiet curvae qusefitae aequatio dxS.ds • 
d s 

figno ab sequatione ilia differt quam exhibuit Eulerus in exemplo fe- 
cundo Probl. III. Cap. III. Eodcm modo fi maxima , vel minima efle 
d x % 

debeat quantitas S . - — S .yd x , quod eft tertium Euleri cxemplum , 

dy 

d AT* 

quantitatem — — S .y d x bis fcribendo ut femiordinatae y differentia 
dy 

dy Sc differentia dy-\-dd y — <p femiordinatae y -J - dy -f- <p ref- 
_ H h h pon- 
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pondeat , evanefcentibus limul terminis , qui pendent ex quantitate 
ilia exigua <p , fiet curvae quxfitse sequatiofx — a).dy' -{-yd xd y — 
id dyS .y d x = o . Binis hujufmodi exemplis latis indicatur qua me- 
thodo formulae iliac ifopcrimetricae cvolvi debeant, quae pluribus in- 
tegrationis (ignis afliciuntur. Quae autem fpecies curvarum funt quae 
hujufmodi aequationibus definiuntur ? Aut quo tendunt problemata 
eorum maximorum, minimorumque inveniendorum? Hifce igitur omif- 
fis modo ad alia tranfeamus . 

CAPUT DECIMUM QUINTUM. 

De Formulis Integrabilibus. 

A Mpliflimum, ac foecundiflimum ingenii exercendi locum inge- 
niofiflimis Mathematicis exhibuit formularum quarumlibct dif- 
ferentialium unam variabilem involventium integratio , dua- 
lum variabilium in aequationibus diffcrcntialibus feparatio, & ad quan- 
titates Anitas, aut ad infinitas ferics redudio, relatio variabilium in 
aequationibus , in quibus plures numero eflcnt variabiles , atquationum 
ditfcrentialium altioris ordinis ad fimplicia diffcrentialia , & ad inte- 
gralia rcdudio , variabilium fingillatim fumptarum in aequationibus 
quibuslibet conlideratio, aliaque hujufmodi ad fublimiorem analvfim 
pertinentia . Et licet in invefligationibus hifce omnibus plura occurrant 
quae vix alicujus ufus videntur eflTe, femper tamen memoranda erit 
Gcometris feptima ilia Newtoni Propofitio, Tayloriani problematis for- 
mula , Bernoulli! feries , aliarum ferierum ratio , alia qua: in Italia 
nollra, & in Guilds circa xquationum homogcnearum potiffimum in- 
tegrationem , redudionemque jam olim inventa fuerant, quaeque no- 
ftra hac xtate circa prxcipuas , ac generates xquationum integrabi- 
lium conditioncs a fummis Geomctris fucrunt addita . Cum autem 
omnibus rccenfendis , atque expendendis in hoc volumine locus am- 
plius non fuperfit , prxcipua tamen quae in omnium conflderatione 
fe fe mihi obtulcrunt , quxque aut aliorum invent!* majorem ali- 
quant lucem affcrre polTunt , aut peculiares aliquot cafus non fatis 
hadenus indicates excipcre , coronidis loco hie adjiciam . Atque a fep- 
tima ilia Newtoni propofitione exordiendo, cujus demonrt rationcm 

pri- 
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primo explicavit per partes fingulas D. Melanderhielm in Commentario 
ad librum de Curvarum quadratura confcripto , vix autem notis aliquot 
auxit D. Horsley in nova omnium Newtoni operum editions ; formulis 
ordine inverfo traditis demonftrarionem limpliciorem efficere ftudebimus , 
Theorema iliud a Newtono prolatum eft : ft pro i -hex' -hf x " •}-hx"8cc^ 
feribatur R 8c , in curvae alicujus ordinata x' + *” R m + * maneant quan- 
titates datac p , n , m , c,f, k 8cc. , 5c pro u , <p feribantur fucccftive nu- 
meri quicumque integri; 5c ft detur area unius ex his curvis, quae 
per ordinatas innumeras lie prodeuntes delignantur ft ordinata: lint 
duorum noininum in vinculo radicis ( fcilicet li in ferie R bini dum- 
taxat occurrant termini i -f- c x") vel fi dentur arete duarum ex cur- 
vis fi ordinata: Tint trium nominum in vinculo radicis &c., dabun- 
tur areas curvarum omnium : atque eft oclava Newtoni propoli tio , 
pro eadem ferie feribendo R , &i S pro ferie alia i-|-Cx’-|-F*“ -f- 
H y &c. , fi in curva: alicujus ordinata xt + *" R " + ‘ S r + * maneant 
quantitates p,n,m , r ,c ,f , h , C,F , H 8 cc. , 8c pro u , <J) , v Icriban- 
tur numeri quicumque integri, pofitivi, vel negativi ; ac fi demur 
arete duarum ex his curvis , quae per ordinatas fic prodeuntes deG- 
gnantur , fi quantitates R , S lint binomiae , vel fi dentur areae trium 
ex curvis fi R, 8c S conjun&im ex quinque nominibus conftent, vel 
areae curvarum quatuor fi R , 8c S conjun£tim conftent ex fex nomi- 
nibus, 8c fic deinceps in infinitum ; dabuntur ares curvarum omnium. 
PROBLEM A CXXXII. 

Integrationem formulae differentialis ( i + c x* -h f x" A x“ &cc.)~ 
x r d x ad integrationem aliarum formularum deducere , in quibus ex- 
ponens p exponente n femel , bis, ter fumpto See. augeatur, vel im- 
minuantur. 

Fiat i -f- c x' -f - /x“+ h x ,m 8cc. ss R ; Sc fit propofita differentia- 
lis formula x f R m dx: turn vero ob oculos ponatur formula integralis 

S.x’R- dx s= — - — xt+ 1 R* + 1 — ( i -\-n( — — ■ * I^S.cxf + " R m dx 
p-h i \ p-hi / 

— (i + tn (jtlj')s.fxt + --*R m dx 

— f i + I’Rhdx. 

\ p - v * J &c. 

H h h i In 
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In hujufmodi formula patet jam ordo , ac lcr progreffionis : addiris 
enim in ferie R aliis terminis, ad zquationem complendam , fubdu- 
cendura erit integrale termini cujufque additi in R~ dx du&i, & in- 
tegrals fubducendi coefficiens erit fumma unitatis , St quantitatis — ■ 

p+ * 

duftae in exponcntem termini ejufdem additi . Patet etiam aequationis 

totius integrat* ratio. Sumptis enim differentialibus termini — — xf + « 

P+ l 

R m + ' habebimus x , R” + 1 dx-f- — t-J . + 1 R m dR, five etiam 

p + i 

x’ R" dx ( i 4 -f x? -\-hx" See. ) 

+ . X> R m dx ( nc jC + w /■*** + 3 " h x" Sc c. ) , 

P + l 


eritque “h c ^ ^ coefficiens quantitatis xt+"R m d x, Sc / -f" 

» ^ coefficiens quantitatis alterius * * + *■ R m d x, Sc terminus 

alius fubfequens erit ^ 1 + in ( — h x* + *• R" dx See . : St ter- 

minis hifee omnibus fubdu&is ex differentiali termini — — x f + ' R» + • 

fupererit x’ R"d x ; atque integralibus terminorum omnium acceptis 
eadem aequatio exfurget , quae antea fuerat propofita . 

In eadem vero sequatione a pofteriore termino ad priorem re- 

grediendo , Sc pofito h -f- 3/* h ( ) = r, fiet infuper 

' P + 1 / 

* i p + i "• 4- * / . «4*f \ / ^ + * 

R dxss -r- . -■ » R — ( 1 4~* l, ( ))~S.x Rd 

r(/+0 '■ p+l/r 

(. , w -h 1 \ e 

>+-<jr+rT>)T s 


$ .» 


t +*■ • 


r + < 


R dx 


— — S.x R" dx &e.: 


St fi loco p *f* j/» feribamus />, 8t loco p-\- m , p n , p Sc c. feriba- 
mus ordine p — /»,/> — tn,p— 3/s Sec., ac fiat — 3/14- * = 7, 
converfim erit S . 


r 


i 
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S.x>R*dx= — + > — i + + 

rq v q ' r 

— ^ 1 -J-— (m -\- 1 — S.xt — **R m dx 

— — — S . xt—v R“ dx 8fc. 
r 

COROLLARIA. 

I. Si in ferie R trcs tantum occurrant termini variabiies cx", 

f xT,h x " , atque ex integralibus form* 5 . x r R m d x , S . x* ± " R" d x , 
S.x>±.‘' R m dx,S.xt t.i"R m d x tria qu*cumque innotefcant , ex 
pnecedcntibus xquationibus quartum integrale determinabitur : 5e da- 
tis quatuor illius form* integralibus , ac loco p fcribendo rurfus pin, 
faclifque analogis aliis coefficientium , atque exponentium reduQioni- 
bus, ex iifdem formulis colligi poterit integrale S. x> i*" R m dx, at- 
que ex hoc integrale aliud form* S . xt i'" R m d x &c. . Si in priore 
ferie ilia R occurrat quartus variabilis terminus k x*‘ , ac prxrcr qua- 
tuor priora integralia in iisdem formulis adjungi debeat integrale aliud 
form* S. x* i*"R m dx-, datis quatuor quibufcumque ex his omnibus 
integralibus quintum determinabitur, eoque dato innotefeent integra- 
lia form* -S . X? + s* R~ d x ,S . xt i hn R m d x See. . Univerfim datis 
tot integralibus ejufdem form* , in quibus exponent n exponenti p 
toties addatur, aut fubducatur, quot in propofita ferie R occurrunt 
termini variabiies, data erunt omnia integralia, qu* exponenti p in- 
determinate x exponente eodem n quantotics addito, vel fubdu&o 
haberi poflunt, . * 

II. Cum autem lit S. x’R m + 1 d x = S.x f R“dx-j-S.c xfir* R" 
dx + S./xt + •“ R m dx-f-S. hx> + 3* R“dx8cc., fi in ferie R tres dum- 
taxat, aut quatuor occurrant termini variabiies, datis tribus in pri— 
mo cafu , Sc in cafu altero datis quatuor integralibus his poficrioribus 
dabitur S . x? R m + ' d x . Pariter cum fit S . x r R m + • d *= S .x' R” 
dx-f-S . lex* + * R m dx-\-S.(dilf).xt + *’ R m dx + $.( ih). 
xt + }’R“d x See. ; datis tot integralibus form* hujus poflerioris , quOt 
variabiies termini occurrunt in ferie R , dabuntur etiatn integralia 
S. x f R m + ’ d x, S . xt R m + * dx &c., qu* unitate exponenti m ali- 

quo- 
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quoties addita poflunt effici . Simili modo ab integralibus exponentis 
m au£ti ad integral's exponentis unitate imminuti licebit regredi : ac 
dads tot integralibus cjufdem format, quot in ferie ilia R occurrunt 
termini variables ex’ ,/x“ , h x*’, k x“ &c, , dabuntur alia omnia in- 
tegrals formae S. x r R" dx,S . xf R "i 1 dx , S . x r R " +. * dx &c. . 

III. Itaque binis limul his corollariis compolitis, fi integrals quan- 
titatum , quat aut unitate exponenti m aliquoties addita, & fubdu&a, 
aut exponente n aliquoties paritcr addito , vel fubdu&o ab exponente 
alio p fpeflentur tanquam ignotae, ac qusfitae indeterminati proble- 
matis quantitates , datis totidem his quantiratibus , quot funt varia- 
bles termini ferici R , dabuntur aequationes omnes , quae reliquis om- 
nibus quantitatibus determinandis fufficient : omnino ut ferr feptima 
ilia Newtoni propofitio . Longior, ac moleftior quidem calculus, fed 
prorfus flmilis efTet oftavat propofitionis demonftratio. Et quidem fi 
in formulis praccedentibus feribamus A loco 5 .x’ R“ dx,B loco S.xf + ® 
R m dx, C loco 5 . xf + ** R" d x See. etedem formulae prodibunt quas 
Newtonus tradiderat citato in loco . Primo autem loco fublimioris 
Algebras inventis acccnfeo generalem hanc methodum integrals unius 
in aliud convertendi exponentis au£li , vef imminuti , qua etiam ha- 
betur omnis finuum, ac cofinuum calculus. Sc cujus in Taylorianis , 
aliifque formulis evolvendis praecipuus eft ufus . 

IV. Si loco R proponatur feries i -f-c x’+-/x ,, -f-^ x*" 8cc. , ex- 
ponentibus n,n',n" Sec. utcumque acceptis, eadem calculi totius fe- 
rie habebitur generalis formula, quam alia ratione inveftigatam di. 
ftinQe evolvit Cl. Gianella, qui Ticini Mathefeos ProfefTor eft, in Sche- 
diafmate de integratione indefinitinomii , quod tomo quarto Acade- 
mic Taurinenfis legitur . Scilicet II in pnore problematis hujus for- 
mula feribamus ti loco in , n‘ loco 3 n Sec. prodibit 

5 .x* R"dx =— — xf + ‘R”>+ ‘ — ( 1 ^S.cxf + *R"dx 
/» + * \ /> + i / 

— (1 J^S./xf + -'R’dx 

— (1+ n'X )V. h xf + ‘"R’dx 

\ />+* / See. 

Hate 
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H<ec amplior etiam eflet Newtoniani theorematis exprefiio . Pecula- 
tes cafus theorematis exhibent trinomia ,■ & quadrinomia , quorum in- 
tegratidorum methodum a Comite Jacobo Riccato acceptam retulit 
D. AgneGa ad calcem Cap. I. Par. I. de Calculo Integrali. 


PROBLEMA CXXXIIL 

tf 


Integrationem formula 


x r d x 
a + bx' + cxT 


, in qua p, 8c r fint nu« 


meri integri, pofitivi, vel negativi, n vero numerus qualifcumque , 
ad logarithmos, 6c circulares arcus deducerc. 


Fiat primo 3 = x ’ , x 



i 8c fubflitutionibus 


hifce faftis integranda proponatur formula — ? t - 1 d r . Eadem me- 

n 


a 4- & ?' + c j“ 

thodo, qua in problemate antecedents ufi fumus , intelligetur facile 
quod fi p fit numerus aliquis integer , formula; hujus polterioris in- 

tegratio ad integrationem formula; fimpiicis — - — ■ — , atque ad 

a+b\ 

finitas alias quantitates reducetur . Nam fi fiat a-f-bf + </{“= R 
univerfim erit 


atque ita per continuam unitatis fubduclionem , fi exponens p fit nu- 
merus integer, 6c pofitivus, per continuam vero unitatis additionem 
fi p negativus fit, a porterioribus hifce formulis ad priores regrediendo, 

d 7 

integranda dumtaxat fupererit formula — . 

Hac vero reduclionc facia , fi r fit numerus integer , formula 
3" -f- — 3* -j- — erit femper ex earum genere, quas in Probl. IL. con- 


ver- 
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d x 


circularibus arcubus, ac logarithms, fit finitis aliis 


)' 


a h x" -{- c x“ 
quantitatibus exprimi poterit. 

COROLLARIA. 

I. Si proponatur formula — — , erunt fa&ores blni denoraina. 

r r a'+x* 

toris a' f x x' , & a* 4 -/ 5 *-}- x' , iisque ia fra&iones binas juxta 
Probl. LI. refolutis erit 

4 a' d x 4a 4 d x f / +-x — h — x \ __ 

a 'U — h) \a‘4-/jc4- x* a' + h x -f- x' / 
la' d x f ix-\-f — lx — h ( f — h 

f^h\a'+fx + x' a' + hx+^ + 7+Y^+lF 
fit fi logarithmic* fubcangens fit a, erit logarithmica integralis to- 

tius pars — . log . ( ^ fic cum juxta formulas Coroll. II. 

f—h 6 {x + Ax+S J’ 1 

Probl. L. , polito n = 4 , elle debeat / = — h = a<S 1 , erit ultima 

integralis logarithmici reduclio /a . log. - t ~^~ . a ^ ■ ' * ^ . Tertii 

autem termini integrale erit arcus radii / ( a' — - f'j , Sc tangentis 
ia' f 

x+ ' f ductus in - , ac pariter integrale poftcemi 

termini erit arcus radii ^ ( a' — h' ) , fit tangentis * -f- r h > ductus 
— ia % h 

in — . Pofito igitur f = — h = a </ 1 , erit 

(f— h)( a'— -h') 

V c ( a' — '■■[') = ✓ h' ) = a •/ I- , fit completum integrale 

formulae propofits erit integrale illud logarithmicum additis bis arcu- 
bus circularibus tangentis x ± j a / * , fit radii a <J d . 

4 a* d x 

II. Si mtegranda proponatur formula — = 


Iii 


ia % 
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fic comparata efle dcbent, ut fit/=/, & fint ~ h, &c. cofinus 
arcuum circularium radio / defcriptorum , erit Temper f‘ > ~ h' , & 
ii cafus minime cvenient , & intcgralc formulae propofitae ad circula- 
rs arcus Temper reducctur : quod minime animadvertit Joannes Ber- 

x r d X 

noullius cum primo formulam — a ^ — — a Tayloro propofitam 

uTque ab anno 1719 confiderando intcgrale formulae -7—— — quan- 

J-r *1 + 1* 

doquc etiam finitis, & logarithmicis quantiratibus cxprimi polTe cenfuit. 

IV. Generatim vero formulae illius Taylorians integratio, arque 
ad circulares , logarithtnieas, & finitas alias quantitates reduttio , quo- 
tiescumque numcri p , r Tint integri , n vcro numcrus quicumque , 
binis iis prscipuc theorematis obtincbitur , quod formula quaevis con- 
vertibilis in binomia, & trinomia realia rcfolvi poflit, in quibus va- 
riabilis quantitas fecundam dimcnfionem non fuperet , & quod fraftio 
qusvis, cujus denominator fit formula convertibilis , refolvi poflit in 
fraCtiones totidcm , in quarum numcratoribus variabilis primam di- 
menlionem non fuperet , & fecundam non fuperet in denominator . 
Generalem hanc formulae reducends , atque integrands rationem in- 
venit Gabriel ManfreJius] Tom. I. Acad. Bonoa. , atque ita folutionem 
problcmatis Geometris non Anglis a Tayloro propoliti cxhibuit am- 
pliorcm quam ipfe Anglus Geometra poftulaverat . Earn enim con- 
ditionem adjecerat Taylorus, quod p quidem fit |numerus integer, po- 
fitivus , vel negativus , & n numerus quilibet etiam furdus , & radi- 
cals , r vero fit numerus aliquis progrelftonis Geometries 1,1, 4 > 
8, 16 &c. : quo in cafu Joannes Bernoullius deprehendit rrinomium 
a-\-bf + c|" refolvi pofle in fadores forms /+ m j* , h -f n f &c. . 
At vero trinomii convertibilis refolutio in binomia, ac trinomia, qus 
fecundam dimenfionem non fuperent , Manfrcdii methodo obtinctur 
Temper, atque in Probl. L. obfervandum dumtaxat cfl , quod cum coef- 
ficients determinatio squationem cubicam, aut aliam quamvis invol- 
volvit , qus ad squationem quadraticam reduci nequeat , deficicnti- 
bus artifici'S squationis cubics refolvends , ut in Cap. IX. jam dictum 

Iii 1 cfl, 
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eft , nec coefticiens ille dcterminari , nec fractio convertibills amplius 
refolvi poterit nifi per feries infinitas . 

P 

V. Si loco exponentis — aflfumantur numeri i , z , i , i , quatuor 
aliae formulae exfurgent, quae in Newtoniana integralium tabula quin- 
tam , ac fextam formam couftituunt. Quod fi autem — , & m Tint 


C-. 

dx 


numeri integri facilior etiam haberi poteric formulae ■ , , 

6 * (a + 6 r + c x”) m 

ad logarithmos , Sc ad circulares arcus rcdutlio . Nam ii primo fiat 

a 

X =T» x== \" > dx = — loco formulae habebimut 

fl 


l-> 


•— — — — ~ — — : ac deiade pofito t — y — — , ut in Coroll. I. 
n(* + °\ + cfJ m ' ac 


ProbL XCVI. habebimus 


/ b \ z ~' 

('-«)' ir 


n(a — — + cy' ) m 
4 ^ 


: hujus autem quanti- 


tatis integratio per continuam unitatis fubduGioncm ab exponente nu- 
meratoris, ut in hoc problemate indicavimus. Sc per unitatis addi- 
tionem ad exponentem denominatoris, ut in Problemate antecedente. 


ceduci poterit ad integrationem formul* 




, cujus 


part una ad logarithmos, altera ad arcus circulares pertinet. Simili 
£?_, ± L 

etiam ratione formula x r dx(a-\-tX-\-cx'‘) ‘ reduci poflet ad 

integrationem formul* — ( y — — )dy ( a — — 4- c y* )~T , ac loco 

n ic ' ' 4c 


P 
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f- fcribendo fucceflive numeros i , i , 3,4 0Q0 alia: formula; ha- 

r 

berentur, quae in Newtoniana tabula conflituunt formam feptimam. 
Sc otlavam. 

PROBLEMA CXXX IV. 

Aequationem quamlibet differentialcm, in qua binae variabiles conrtan- 
tibus quantitatibus utcumque admixtx primatn dimcnfionem non fu- 
perent, ad intcgrationem deducerc. 

Proportatur aequatio (ax-\-cy+f)dx + (by-\-gx-{-h ) dy 
■ — o , Sc cum pofito c=g integrals quantitas manifefle efle debeat 
£ aJ? + cxy+- ^by'+fx+hyzzxC, pfo alio cafu quolibct aflu- 
matur x=. p m ,y z=z q n , Sc fa&is fubftitudonibus propofita 
aequatio in hanc aliam transformetur 

• pdp-\-am + g m \ -i-bqdq-{-eqdp-\-gpdq=oi 

+ ci 1 • d p + b n \ dq 

+ /J + A J 

Ubi infuper affumi poflint aequatione* aliae a m cn + f-=o , Sc bn 

—cn — f . — e m — k 

_i. Sc n : — 2- 

a 


-\-gm + h— o, five m: 


adco- 


que etiam ms 


binis termini* evane- 


b f—'h, h a k fg 

• -> “ n — 7 > 

cg~ao eg — ao 

feentibus fupereffet tantum aequatio apdp-\-bqdq-{-cqdp-\gpdq 

p U 

~= 0 . Turn vero aflumpta variabili alia u fiat q = — , d q = 

pdu+u dp * k nova re f tc j uje squationb forma 
e 

apdp-\-~(bp' udu+bpu' dp)-f--~- (cpudp-{-gp' du-\-gptidp)c=.o. 


ubi cum denominator!* 


. dp — (bu-heg)dut 

Erit etiam — = - — ; — - — 7 — r — TT~T 
p e*a + el g + eju + bu' 

differentiate fit ibudu-\-e(g±c)du = ibudu-\-iegdu-{- 
e.(c — g).du, pro logarithmicae fubtangente alTumendo unitatem , 
atque integrand© erit log. p = 
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S.-f.fc — g)-du 

— io%-V (e'* J r'{g + c)“+ l,u ') + ' - .T ; z 

Quae cum generalis fit methodus nifi fiierit fimul b f — c h = o, 
6c a A — fgz=zo, five A = — = —, quo in cafu fit ab = cg, 

& n= — ~=— , ac priori fubftitutioni nullus amplius eft lo- 

' - — a b ~ 


C S 


cus; pro cafu hoc ipfo fubfiitutio alia aflumatur a x + cy = y s=s 


- Jy = d -i- 


I Jx 


. Turn enim deletis terminis, qui fe in- 


c c 

vicem deftruunt, fiet propofita aequatio 

. , J (bl + ch)dl 

atquc inde eruetur ix= — ; — 5 . ■ , : 

1 ach — dJ-{-(ab — djj 

„ . . S.brdj 

fit cum fit prior integrals pars 


i b — c* a b — — c' 


, s. • 


ac A — d f -f- (a b — Of 

d 1 


+ (£ T=Ff) * 


, pofieriore parte ad 


logarithmos deducla erit x — 


c A 


a b c' 


~ • log - {iic A — df+(ab — c*){) 


b f /ach — c‘/x / .(ab — d ) \ 

+ 7b=? c U 3g - ( 1 + 7a=7f ' ' O' ‘ 

COROLLARIA. 

I. Altero igitur hoc cafu excepto , binis iis fa£Us fubflitutionibus 
x = p m , y c=q -f- n , integrale quaefitum logarithmica quantitate 
exprimetur , 6c quantitate alia , quae pro conftantium quantitate ad 
hyperbolx, aut circuli quadraturam deduci poterit: 5c fi fuerit fin- 
gillatim aut bf — cA = o, aut ah — fg-=zt, evanefeet quantitas 
m, aut n, atquc unica tantum fubftitutione ad xquationcm reducen- 

dam 
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dam erit opus . Binis iis fubftitutionibus pro differentia!'! a-quatianc 
unius dimenfionis generaliter integranda primo uti coepit Hermannus 
Tom. II. Academia: Perropolitanae . Ipfe vero reducliones alias fecutus 
non nill longiore calculo formulam integralem exhibuit: & calculus 

fit facillimus fubftitutione alia adhibita ^ = — , ut in prima proble- 

matis hujus parte priftitum a nobis eft. Cafum vero ilium, quo fi- 
mul fit ak=/g, Sc cg=ab minime attigit Hermannus, ac dili- 
genter poftmodum cclebriorcs analyfta: evolverunt . Subftitutione ilia, 
qua fit a * f > ad cjufdcm cafus refolutionem D. Agnefia primo 
uti corpit Cap. II. Par. II. Calculi Integralis §. XXII. Eamdem metho- 
dum fecutus eft poftmodum D. BougainvilleTom.il. Cap. VI. g.XCIII. 
atque Eulerus in Probl. LI. prioris partis de Calculo Integrali , qua: 
viginti annis port Agnefite opus Petropoli in iueem prodiit . Nos hie 
ultimam integralium pro cafu quolibet reductorum formam adjccimus . 

II. Subftitutione autem ilia , qua feparari poflunt variabiles in 
aequationc differential! a p d p •{- bq d q + c q d p -j-g p d q = o , polito 

fcilicet — , refolvi potcrunt fimili modo aequationes omnes, quae 
c 

in unoquoque termino eamdem variabilium firnul fumptarum dimen- 
fionem, atque exponentium fummam exhibent, quatque idcirco atqua- 
tiones honiogeneae appellari (blent. Ut fi proponatur atquatio x'dyz=z 

y'dx + xydx, atque affumatur y = —, Sc dy = — ? ^ x , f u b- 

a a 

ftitutione, ac redu£lione facia fupererit a:quatio differentialis — = 

dr a x 

~ : Sc fi logarithmica: fubtangens vocetur a , erit arquatio integrata 



I x 

— + C = — — + C : & fi proponatur asquatio alia 


dy ✓ (/+**) —yd x , & fiat x erit — = — — — i- : 

a y — I 

Methodum hanc variabilium in xquationibus homogeneis feparanda- 
rum publici juris fecit Gabriel Manfredius in Diario Veneto anni J r — 1 4 . 
Similem methodum fe olim Domino de 1 ’ Hopital cominunica/Te ferip- 

fit 


440 De Formulis 

pfit Joannes Bernoullius : nihil tamen a Bernoullio editum hacce in re 
ell ante annum 1718 , quo primum Academiae Petropolitanx volumen 
in lucem prodiit. 

III. Hoc autem dato fi proponatur xquatio aliqua differentialis 
qux minime homogenea lit , videndum erit quibus in cafibus ad ho- 
mogencitatem reduci xquatio, & eadem fubllitutione variabiics fepa- 
rari pofltnt . Ut fi proponatur sequatio 
ay" x“ d x -f~ 6y‘x* d x-\- cx’y*dy=zo , 

& fiat y = & dyzxz Ap* _l dp, erit etiam 

«p”ar’”djf + ip >,, p'd x-f-e* x'p ** + *“ \d p = o , 

critque homogenea xquatio fi flatui poflit in + m = a « + * = * ? + 

* + x — 1 , adeoque fit x= , Sc (<p — a -(- \)( «- — m) = 


( v — » -f- 1 ) ( n — wJ.Si fit =■ = m , aut » e= n , nulla alia fub- 
Jlitutionc ad variabilium feparationem erit opus: eritque xquatio in 
cy * dy 


priore cafu x”~ ’ d x - 


: 0 , k in cafu altero a x"-*d x 


ay"+by" 

“1" b x " ~ r dx-\- cy"-* dy = o. Hxc alia Manfredianx fubft it utionis 
corollaria adjecit D. Coldbach in priore eodem Petropolitanx Aca« 
demix volumine . Fada autem variabilium feparatione idem proble- 
matis CXXX 1 I. cafus habebitur, aut juxta Probl. IC. diviforibus, & 
potentiis intcgri aut fra&i cxponentis in feries evoiutis integrate infinite 
alia ferie exhibcri poterit . 

PROBLEM A CXXXV. 


Si in fingulis terminis fundionis ex quibuslibet variabilibus com- 
pofitx quantitates variabiics fimul fumptx eumdem dimenfionum nu- 
merum conflituant, differentialium ordinem, & viciflim fi in termi- 
nis fingulis differentialibus fumina exponentium fit eadem , integra- 
lium ordinem determinare . 

Sit U fun£lio aliqua utcumque ex variabilibus x, y, p &c. , & 
conflantibus quantitatibus compofita, fumptifque differentialibus fit A 
fumma terminorum, qui per dx multiplicanrur, & B, C &c. fumma 
corum , qui multiplicanrur per dy , dp 5cc. , ac fit propterea d U = 
Adx-j- B dy -f* Cd p Sec. , fadaque infuper y z=x u , dy s=z xd u- f- 

ud x 
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udx , i = x t ,d j = x d t -f- t d x &c. exfurgat atquatio d V = 

( A\-Bu-\-Ct)dx-\-Bxdu-\-Cxdt. 

Quia in fiugulis terminis fundionis U variables x,y,f 8 cc. fimul 
fjmptx eumjem dimcnlionum numerum conftituunt, fi exponentium 
fumma fit m , & (it D fundio aliqua variabilis folius u, E fundio 
variabilis alterius c, atque F duaruni u, Si r; fad is iis aliis fubftitu- 

V 

tionibus fiet edam U = x m D -{- V £ -J- x* E & c. , & D-^-E-j-F = — , 

ar 

atque alia exfurget differendalis xquadonis forma 
d U = m x m - ' (D + E + F)dx + x~.d( D + E+F) 

*=— - +s.d(D + E+F). 
x ' 

Viciftim fi proponatur differendalis xquatio A d x-\- B i y Cd \ 
z=dU, & fint A, B, C fundiones ejufdem ord inis trium variabi- 
lium x, y, j, atque in xquatione ipfa fit exponentium fumma m — r, 
pofito ut antea y = x u , y = x t , ac pofitis G,H,K fundionibus 
duarum variabilium u, t, aut fimul, aut feorfim acceptarum , fiat 
A — a r *“ 1 G , B = x"~' H , C = x*~ ’ K-, qux propofita ell xqua- 
tio differentialis hanc aliam formam induct 
dU = x'—'dx(C+Uu + Kt) + x ■ (lldu+Kdt) , 

& completum omne integrate debebit effe 

U=?-{G + Hu+Kt)— S. — .d(.C+Hu + Kt)+S.x’(Hdu+Kdt). 

(71 (71 

COROLLARIA. 

I. Quod fi igitur in priore cafu fundionis propofitx differentia- 

libus ad binas eas formas redudis ftatui poffit d . ( £> -f- £ + F) = 

Bxdu + C xd t . - . mV 

— — , bims differentialibus inter fe aquatis ent — = 

A + B u + Ct,kV=-L(Ax + Bux+Cx,Jz=-(Ax+By+C j); 

m in 

atque idipfum habebitur in cafu altero fi a differentialibus ad intc- 
gralia regrediendo ftatui poffit d.(G + Hu + K t) =/n (H d u 4- A d t) . 
Scilicet in hujufmodi cafibus integrale fundionis homogenex habebi- 
tur feribendo fucceflive x,y,\ See. loco dx 3 dy , d^ See . , & qaan- 

Kkk tita- 
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titatem ita prodeuntem dividendo per exponentem function’^ differen- 
tialis unitate auitum: quod eft cclebre theorema a D. Eulcro traditum 
Cap. VII. Par. I. de Calculo Differentiali . Quam in priore parte hujus 
problematis fecuti fumus ad earn aecedit methodus quam Eulerus pro- 
pofuit, quam in parte altera eft prior eadem methodus D. Fontaine. 
II. At patet nee Temper efle oportere d.fG-^-Hu + Kt} = 

m(lldu-{-Kdi), nee ncceffario cftcd.f D-f-ZT-f- F )= — ^ — f 

nee theorema illud, faltem ut ab Eulero prolatum eft §. *13., generale 
cenferi porte. Eulerus citato in loco inter fe aequandos cenfuit eos requa- 
tionis utriufque differcntialis tcrminos , qui per dx multiplicantur , qui- 
que tanquam homologi fpeclari poffunt. At vero licet difTerentialia fun- 
dtionum D , £, F ut fupra acceptarum differentiali dx non poflint affi- 
ci , non video quanam ratione neceffe fit quod difTerentialia haec omnia 

B d u C d t 

Temper a;quentur differentialibus — . Fontaine in priore me- 


thodo animadvertit quod fi ad integrale illud — ( G-{- H u K c ) 


t= — (A-\- B u + C t) = — (A x-\-B y -f- C;) Tunctio aliqua debe- 
m m 

ret adjici duarum variabilium u, & r, differentiando nullus haberetur 
terminus in xT ductus, qui elfet Tormse x m (H d u-\-Kdt ) . At haec non 
amplius valerct ratio fi integrabile non effet, quod proponitur , differen- 
tiate homogeneum , quam conditionem Fontaine, non autem Eulerus 
expreffe attigit : atque hac etiam conditione data non adhuc video cur 
Temper afTumi debeat m ( Hd u-\- K d t) = d.(G-\-Hu-\-Kt). De- 
monftrationem aliam theorematis ex co collegit Cl. Fontaine quod fta- 
tui poffit dU ;U = mdx: x = mdy :y = m d\ : j &c., quo in caTu 

effet dUzxzmU . — ,dy = - — , d j= &c. pofito dU = A d x 
x x x 

-f- B dy-\-Cd j fieret mU = A jr -j- B y -f- C f . Ita vero iis Taltem ca- 
fibus limiratum effet theorema, in quibus fieret dx: x=dy:y = 
d j : y See. , qui quidem caTus omnes poffibiles ccnfcri nequeunt . 

III. 
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III. Si proponatur fun&io U = x' . log. ^ — ^ , differentia- 

libus logarithmicis rite acceptis , ac termini: omnibus ad eamdem de« 
nominacionem redu&is fiet 


Hac autcm formula adoprarcedcntes alias relata habebimus 

A — ix . 1 


log. (Z±l) !£Z_, *«_!£_ 

\> X ) y' x' y' — ** 


G 

Hu 


= lAos .(Z±±) !fZ_ ; H= — — 

b — xJ y % x * y x — - x 


ix* 


2 x y 


1 o + H»= l :i„ s .(i±i) ! 


y 4 X* 

( y d x " xd v\ 

- — — — f-j - 

atque in fun&ione U lit m= i , pofita vero y =xu, 5 c du = 


xd 1 


id x 


fit Hd u ss 


— t (ydx — xdy ) 


erit d. ( G + H u) = 


x * — x* 

mHdu, arque hac conditione data fcribendo in differential! xquatio- 
ne x loco dx , y loco dy , 6c per i dividendo rurfus habebitur U = 

— 4 yiy — 4 xdx 


a*, 

alia d U 


Eaedem conditiones habebunt locum in formula 


(*+y/ 


> Sc cum fit m — i = — 5 , fcribendo 

y loco dy,x loco dx, ac per — 4 dividendo fiet U = ■ y y » 

quod eft aliud exemplum a D. Fontaine allatum . 

IV. Quod fi vero proponatur d U = y* dxA~ xy d x — j fdy , 
juxta idem theorema deberet cfle A=y* -f- xy ,5 = — x‘ , m — 1 
= 2, atque eflet integrale Uzzx-y'x, ex quo non amplius diffe- 
rcntiale propofitum poffet colligi . Quod ut fi antea fiat 
y = xu, 5 c d U = x*u'dx — x' d u, erit etiam 
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G 



H= — x, Hu = —y 


u== ^,Hdu = - x r^2 L-Zlll) 

X ' X* ' X 




dy — y d'x y d x 

7 

ly’dx 


•dy 


■dy. 


neque amplius effet d . ( G -f- H u ) = 1 Hd u , neque ullus theoremati 
clTet locus . Pro cafu alio , in quo fit dU ==o , & termini omnes 
in aequatione propofita fe deftruant , loco atquationis ejufdem fcriben- 

dx dx xdy . ... I , 

do — -f- — — = o, erit ut antea integrals quantitas — . log. x 


c= C — — . At vero neque adhuc eflet d. (G -f- Hu) s=s lHdu: 8c 
ay 

pofito m — i = — l , Sc tn = o , divifione fa&a infinitum prodiret 
integrale omne , quod aliam indicat exceptionem theorematis pro 
cafibus iis omnibus , in quibus fit m = o . Qui formulas alias diffe- 
rentialcs, atque homogcneas confideret ydx — dy^ (x'-\- y') , aut 
y l dx-\- x* d x — x'dyScc., in quibus Temper pro cafu terminorum 
fe invicera defiruentium feparari poffunt variabiles, cafus alios de- 
prehendet , in quibus nec iis conditionibus , nec theoremati eidem eft 
locus . Modo ad celebre aliud theorema tranfeamus. 

PROBLEMA CXXXVI. 

Si quantitas , aut funftio quxlibet ex binis variabilibus , atque 
ex conftantibus quantitatibus utcumque inter fe mixtis exfurgat, pri- 
mi , 8c fecundi differentialis ordinem determinare. 

Sit U functio aliqua duarum variabilium x , y , aliarumque con- 
llantium quantitatum , ac fumptis differentialibus fint A quantitates 
omnes , quae per d x multiplicantur , B quae per d y , ac fit d U = 
A d x-\- B d y . Si fun&io eadem U fpeftetur tanquam curvae alicujus 
femiordinata , quae abfciffae x refpondeat , loco x fcribcndo jr + d x 
habebitur femiordinata proxime fubfequens , quae femiordinatam prio- 
rem referet addita femiordinatae utriufque differentia, quae abfciffarum 
differentix d x refpondet j fcilicet loco U habebitur U -|- A d x : atque 
in hac ipfa quantitate fcribendo y d y loco y, fimili ratione loco 
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V habebitur U A- D dy , & quantitas A d x augebitur ea fui portio- 
ne , quae exfurget in quantitate eadem A d x fie fumptis differentiali- 

bus ut fola y fpe£letur tanquam variabilis. Quod fi igitur d. ^ ^ 

defignet difFerentiale in quantitate Ad x fic acceptum ut quantitas 
dumtaxat y fpe&etur tanquam variabilis; in funelione U propofita 
fcribendo primum x+dx loco x, ac deinde y -f- dy loco y , loco 

V habebitur U -f- A d x-{-B dy -f- d. ^ ^ . Quod fl in functione 

eadem loco y feribamus primo y + d y , ea fui parte augebitur fun- 
flio , quae haberetur fola variabili y aflumpta, eodemque modo ha- 
bebitur U-\-Bdy loco U : ac deinde loco x fcribendo x + dx, & 

formula d . ^ ^ defignando difFerentiale termini B dy fic accep- 

tum ut fola x fpectetur tanquam variabilis; utraque fimul fubflitu- 

( B d y \ 

— — J . Quare cum 

eadem femper quantitas prodire debeat, feu primum x + dx locox, 
ac deinde y-^-dy fcribendo loco y , feu primum fcribendo y-\-dy 
loco y , ac deinde r-j-ir loco x ; iis quantitatlbus inter fe acquatis, 

d x ) 

COROLLARIA. 

I. Quod fi igitur x , Sc y alFumptis pro variabilibus primum diP- 
ferentiale fun£tionis U fit A d x -f- B dy , difFerentiale termini A dx 
fic acceptum ut fola y fpectcrur tanquam variabilis aequari debet dif 
ferentiali termini altcrius B dy fic acccpto ut fola x pro variabili ac- 
cipiatur . lta fi proponatur U e= vf ( x' ■+• 1 xy ) , crit d U == 
xdx+ydx+xdy x+y 


# J y* \ r 2 

aflumptifque ib denominationibus erit d . ^ — — J == d. ^ - 


:,B = 


✓ fj t + ixy) ' " /t ? + ixy)’ </(x'+ixy)' 

difFerentiale quantitatis Ad x fpeclata tantum y pro variabili redu&is 
x y d x dy 

term in is deprehendetur — , quod eft pariter differentiate 

{* + ix y y 


quan- 
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quantitatis B Ay fpc&ata tantum x pro variabili . Et cum fun&iones 
alias quafcumque circularcs etiam , aut logarithmicas femiordinatis 
cure* alicujus exprimendo , quae ad abfciffam x referatur , fcribcndo 
x 4- Ax loco x haberi debeat incrementum funclionis , quod incremen- 
to abfciffx Ax refpondet, aut fi ad abfciffam y referatur curva fcri- 
bcndo y A y loco y analogum aliud incrementum habeacur; cadcm 
funCliouum omnium erit ratio : atque ita fi proponatut' V =.y' . log x. 


& i i U <=s ly Ay . log. x -f- 
i v Ay Jx ' f B Ay 


y' A x 


“■(£>'■( 3 ;)- 




ly Ay . log. x 


^ : ac pariter fi propo- 


natur A 




Ay a y A x . fin. ax 


+ 


cof. ax ( cof. a x)' 


erit B: 


l . , . aAx.fm.ax . _ . 

— - — , Sc differentiale ent — ; — , quod pariter eft differentials 

col. a x ('cof. a x)' 

termini alterius, pofita y variabili, & divifione per Ay ut antea fa£ta; 

II. Differcntiale produfli A. Ax habita dumtaxat ^ pro variabili 
erit differentiale quantitatis A in eadem hypothefi acccptum, duflum- 
que in Ax, & differcntiale produ&i alterius B.Ay affumpta x pro 
Variabili erit differentiale quantitatis B , quod polita .r variabili acci- 
pitur, ac ducitur in Ay: etenim in primo cafu effe debet A A x = o , 
8c AAy = o in cafu altero. Erit igitur in iifdcm calibus A B . A y=. 


d A .A x , & ~ = — - , fi fcilicet formula defignetur differen- 
dy dx Ay 

tiale quantitatis A, quod pofita y variabili accipitur, ac dividitur per 
d B 

dy , formula vero -j— differentiale quantitatis B , quod accipitur af- 


fumpta tantum x pro variabili, ac dividitur per dx. Hoc eft cele- 
bre aliud theorema a D. D. Clairaut , 8c Fontaine traditum , aliifque 
rationibus demonfiratum in a£lis Parifienfis Academix anno 1739. 
Theorema autem ab omni ambage exfolutum in fimplicem animad- 
verlionem illam refolvitur, quam in Differtatione de infinitis curvis 
ejufdem generis Tom. VII. Academix Petropolitanx quadriennio ante 

pro- 
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protulerat Eulerus, quod fi quantitas quadibct cx binis variabilibuj 
x ,y compofita differentietur prime habita x confiantc, St y varia- 
biii, ac deinde habita x variabili , 8c y confiantc; fccundum hoc dif- 
fcrcntiale idem erit, ac- ft primo differentiate quantitati r > propofit* 
accipiatur habita y conftante, Sc x variabili, ac deinde accipiatur dif- 
ferentiale aliud habita x confiante, St y variabili. 

111. ViciflGm fi propofita differentiali aequatione Adx-{- B dy z=s 
dA iB 

fuerit — = — , completum aliquod integrale xquationis de- 

bebit efle, illudque obtineri poterit fi primo terminus Ad x integre- 
tur fola x pro variabili accepta , Sc deinde differentialia , qua: ex hoc 
jpfo integrali haberentur fola y accepta pro variabili, demantur cx 
differentiali Bdy , ac denique refiduum integretur eadem y tantum 
habita pro variabili, atque utrumque integrale, & quae utrique con- 
venient conflantes quantitates fimul colligantur: ex his enim inte- 
gralibus contrario ordine fumptis diffcrentialibus , St binis fimul x,y 
habitis pro variabilibus , reflitui poterit formula Adx-{-Bdy. Hue 
redit regula , quam fymbolis aliis expofuit Eulerus in Probl. L1X. 
Tom. I. de Calculo Integrali, eodcmquc affumpto Euleri exemplo, 
St propofita xquatione 

(x?+txy + a')dx+(x> + y' — o'Jdycxxo, 

dA dB 

erit -j- =3ix=y , 8t cum ita xquationem integrabilem effe eon- 


flet , fola x habita pro variabili, erit S.Adxz=~ x 1 -{- x' y -f- a' x ,‘ 
Sc cum fola y pro variabili affumpta prodeat inde differentiale x' dy, 
eoque fubdu&o ex Bdy fuperiit y' dy — a' dy , erit altera integrals 
pars - y — u‘ y, St completum omne integrale debebit effe da‘jr-f- 
~y' — a'y -f- x'y = C: quod etiam ex prima sequationis infpeflione 
colligi facile poterat . Qua: adjici pofient alia ejufdem generis exempla 
illico ad gcnerales integrationum regulas , atque ad formulas alias 
probiematum antecedentium polfent reduci. 

IV. Quia vero indifferenter proponi potefl A d x B dy= d V , 
St R A d x -J- R B d y = Rd U zxzd V , fi omiifo faofore R ex priore 

tequa- 


448 
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d A d B 

sequatione mlnime exfurgat — = — non adhuc inde colligendum 

efTot sequationi differential! complctum aliquod integrale non refpon- 
dere, videndumque ciTet potius quo afTumpto multiplicatore , aut di- 
vifore exfurgat 

dy dy dy dx dx dx 

Ut ft proponatur xquatio y' d x -f - xy d x — x'dy=zo, in qua eft 
d A d B 

= 2 y + *> & — — =r — z x, multiplicatione per *"* y*fa£ta , ut /It 
dy dy 

’ X + ! 


( * dx ~ y )=—( m + i )- xm+, y m > 


debebit efle n-\-i = o, five n — — a, 8c /i -f- 1 -f- -f- z = o , five 

m =z — i : 8c pofito R = integrabilis erit xquatio — -) — ■ 

xy' ° x y 


= o. At qua: generalis eft method us faftoris illius inveniendi 


xd y 

y' 

cum ex pluribus termini? xquatio propofita , 8c fatlor idem componi 
debet ? Methodos ab authoribus aliis traditas rcccnfere minime vacat , 
cum ex non nifi fingulares cafus xquationum integrandarum exhi- 
beant , 8c in cafibus etiam fingularibus non exhibeant nifi operofius 
quod facile aliis rationibus , 8c generatim ope fcrierum infinitarum 
prxftari poteft. 

V. Si fit d U = Adx-\-Bdy-\-Cd^ 8cc. , 8c fit U integrale ali- 
quod completum, fumptis ut antea inferioris ordinis differentialibus 

dA dC d B d C 

d\ dy' d { dy 

pofita enim quantitate j conftante difterentiandi fupererunt dumtaxat 

d A d B 

termini Adx \ B dy , 8c prior ilia xquatio habebitur — = — — , 

d y dx 

binx vero xquationes alix fimiliter exfurgent pofita primum y, ac 

dein- 


, , dA dB 

debebit clle — » 
dy dx 


« » J iir— 
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dein Je x conftante . Hoc vero , & pracedentia alia exempla funda- 
xnentalem regularn fuggerent tonus calculi , ut vocant , partialium dif- 
ferentiarum, atque hxc alia calculi fpecies ad pracedentes regular 
revocabitur fi alcerutra ex indcterminatis problematic dngillatim accipi 
debeat pro conftante. Cl. Alembert in Aclis Berolinendbus anni 1747, 
& 1750, cum de cordis vibrantibus differeret , priorcm cafum exhi- 
buic x quationis cujufdam differentialis ita integrand* ut primo quan- 
titas una pro variabili , Sc altera pro conftante , Sc deinde hire altera 
pro variabili , Sc ilia pro conftante deberet accipi . Poll illud tempos 
fummi Geometra Eulerus Tom. III. de Calculo Integral! , atque in 
pofterioribus Parifienlis, Berolincnds , 8c Taurinends Academia: volu- 
minibus D. D. la Grange, de Condorcet, la Place, Monge , Coufin 
in hac Algebra parte fumma ingenii laude fe fe exercuerunt. At cum. 
in priore hoc volumine locus iis omnibus deficiat, pracipua faltcm, 
quse ex condderatione differentiarum partialium colligitur , $c gene- 
ralis sequationum integrandarum norma hie debet adjici. 

PROBLEM A CXXXVII. 


Si Sit dZ — Mdx + Ndy + — tZ + SJll, 

d x d x‘ 


n . d' + 'y 
' lx- ’ 


determinare quibus in cadbus funclio Zd x fit ipfum differentiale fun- 

d y d* y d' y 

ftionis alterius U ex variabilibus x, y, -d - , —— Sc conftan- 

d x ax* d x" 


tibus quantitatibus compodtx. 


dU 


Sit Z d x = d U , ac generatim — denotet differentiale funSlionis V 

dx 

acceptum fpetlata duintaxat x pro variabili, ac divifum per dx: ac 
dU 

paritcr - — dedgnet differentiale aliud quod exfurgit accepta y pro 


dy 


dU 


variabili, 8c dividone facia per dy : atque ita — — differentiale ac- 
cepts dy pro variabili. Sc dividone facia per d'y See.: dedgnent vero 


d. ^ ^ , d . ^ — j, d. ^ — j Sec. abfoluta differentialia quantita- 

tum parentheli inclufarum, fimul habita variabilium omnium ratione. 

Lll Turn 


4 J 0 


Dm Foiuvlis 


Turn ft U lit fun&Io aliqua ex iis omnibus variabilibus compofita , erit 
dU dU dU dV dU 

dT y -'y-+ 7 -/'y^ 

atque in produdo quovis binis difFerentialibus dc more acceptis , ac 
pofira d x conftante debebit efTe ddU = d Z . d x = 


. dV . dU 

+ -r y ’*y+T y - 


dU 

*y+jz- d 'y- 


dU 

-+*- y - d, + 'y 


Comparatis igitur homologis terminis habebimus 

/ d U \ / d U \ i / d U \ 

Mdx=d -{Tx)' * =zd -{ij)-T x ' Pz==d \r y )+ 


dU 


V-=xd.(tZ) + 

dx \d‘y/ d' y 


d y 

atque ultimo - — — = 


dU 

dy' 


cumque his pofitis efle debeat d P = d . I — ^ -f- & • ( — — 1 


dx 
(J_U 
Uy) 


dU 

■FZ- 


& 


continuata ferie fiet denique 

s =“-L.*( d JL\=iL 

dx dx 'd'vS dx dx 1 

if n 


dU\ 

\ d ‘y)’ 


d" n / dU \ 

dx-~' ' cf y ) ’ 


d'Q , * j.r dV \ . 


dx dx? 


'• i Z? ==0 - 


d x dx ' d'y ■ 
d'R 
~ dx' ’ 

COROLLARIA. 

I. Igitur fumma omnium Zdx erit integrale aliquod completum 
V iis iplis in cafibus , in quibus S.Zdx erit quantitas maxima, vel 
minima . Hoc celebre theorema eft , quod fine dcmonftratione ad cal- 
cem diflertationis de methodo maximorum, & minimorum propofuit 
primum Eulerus in Adis Petropolitana: Academic anni 1764, & quod 
primum demonftravit illuftris Marchio de Condorcet in tra&atu dc 
Calculo Integrali, qui fubfequente anno Lutetiac in lucem prodiit. 
Eulerus in Theor. III. Appendicis ad calculum variationum demon- 
ftrationcm thcorematis ex eo collegit , quod in iis formulis Probl. CXXX. 

ii 
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4J1 

fi evancfcat quantitas N — -f- &c. , quantitas integtalis S.Zdx 

a variationibus iis pendebit, quas in utroque curv® propofit* extre- 
mo fubcuht indererminat® x, y non vero a variationibus interme- 
diis, nullamque involvet quantitatem difFerentialem , & determinata 
funclione aliqua variabilium earumdem exprimetur. Ego cum priorcm 
Condorccti demon ft rat ion cm in hoc opere referre vcllem , animad- 
verti earn maxime perfpicuam elFici, non quidem fi exponatur pro- 
iixius, quod alii in Italia authorcs prxfiitcrunt , fed fi in breviorem 
potius formain contrahatur, ut in hoc problematc fuit praefiitum. 

II. Si funflio Z ex iis omnibus variabilibus , atque aliis infuper 
q , d q , dd\ &c. confurgat, qu® prioribus utcumque admifeeantur , ac 

P . d x v 0 . d 1 y 

fiat dZ = Mdx+NJy + — -j- &c. 

d x dx' 


■ &c , = o, atque additis variabilibus 


P’.d'T Q'.d'x 

+ + T7 i&c - 

geminandus pro ferie hac altera erit calculus, atque ad integrabili- 
tatis cafum , ®que ac ad cafum valoris maximi, aut minimi, infuper 
j p/ a ry 

debebit effe A 7 '— _ + — - 
dx d x' 

aliis quotcumque fimiles ali® conditiones, ®quationefque habebuntur. 
Univerfim vero cum aliis, aliifque differentialibus ordine acceptis difi- 
ferentialc quodvis fpeclari pofiit tanquam integrale dilFerentialis alte- 
rius, in quo exponens ordinis fit unitate major; theorema, & feries 
omnes hujufmodi adhuc valebunt fi loco V accipiatur quxlibet d i Ho— 
rentialis funflio ordinis unitate minoris quam funflio alia dilFerentialis 
Z, atque ilia tanquam dilFerentialis funflio alterius hujus funflionis 
fpeflari polTit. Condorcetus in Probl. IV., V., & VI. citati operis 
elegantes feries expofuit , conditionefque omnes dilFerentialium ad fe 
invicem referendorum , in quibus exponentes ordinis duabus, aut plu- 
ribus unitatibus inter fe differant , quique tanquam extremi compa- 
rationis termini, dilFerentialibus inrermediis fepofitis, confiderentur. 

B dy 


III. Si accipiatur Z dxz=z dU = Ad x-J- B d y,& Zz=A -f- 

Lll i 


dx 

elc- 
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atque aflumatur infuper dZ =zMd x -f- N d y -f- 


Pjfiy 

~dJ~ 


, fumptis ex 


d A 


dA 


priore sequatione difFcrentialibus debebit elTc dZ =-^ .d x + -j—. dy 


dy 


dB dy dB dy B.ipy . ... 

-1 ,dx.-f --\ — — . dy . ~ , 5c comparatis termmis crit 

d x dx dy d x d x 

I F ^S,UJP= 

ay ax ax ay dx dx 

dB J , d B J „ dP dA dB dy dB 

dx — — . dy : adeoquc net N — = — — -J- —— . 

dy dx dy d y d X 


dx 


d x 


d B dy d A d B . ...... 

— — . — = o , 5c — — = — — , atque ita theorema hujufinodi in pno- 

dy dx d y dx 

rem iilam integrabiliratis regulam, & a’quationem reciJet . Cl. Lcxcll 

Tom. XV'. Commentariorum Petropolitunx Academia 1 a prioribus hi- 
fce icquationibus inverfo ordine ad generales integrati mum feries , ac 
conditioncs progrediendo adhuc faliorem demonftrationem theorematis 
exhibuit. Cum autem fimul regulsc ha: omnes conveniant, erdem 
omnium exceptiones erunt quas in corollariis antecedent!* problematis 
attigimus . Ita videlicet aequationis cujuslibet integra’io ad inquifitio- 
nem facloris, qui sequationem integrabilem elTiciat, reiucitur: quod al- 
tcrum problema non minus d.fficile priore efl , 5c cum utrobique non 
nifi fingulares aut fa&oris inveniendi, aut integrands: acquarionis me- 
thodi proponi poffint, fola fupcrerit ferierum mcthodus, quae ad cafus 
omnes integrationum , ut in Probl. 1C. , 5c C. monitum ell , latiflime 
fe extendat. Itaque ad infinitas feries redeamus. 

PROBLEMA C X X X V I II. 

Si fummae p.rodudlorum omnium variabilis unius in elementum 
Variabilis alterius duct* femel , bis , ter See. accipi debeat , integralia 
compolita ad fimplicium integralium formam reducere . 

Cum producli cujuslibet PQ differentiale arquetur fummse pro- 
du&orum variabilis cujufque per dilferentiale variabilis alterius mul- 
tiplicata: ; atque a dilferentialibus ad integralia regrediendo fit Temper 
S.QdP=zQP — S.PdQ ; fi refolvenda proponatur formula 
S.dx.S.ydx, ac fiat . y d x,dP = i/x , erit primo 


S. 


Integra* ilib vs. 


4 f| 


S. d x ,S ,y dxtxxx.S .y dx — S.x.d (S.y Jx) = x . S .y d x-—S .y x dx. 
Quod fi deinde proponatur formula S .dx. S . d x . S . y d x, eaque loco 
•S . d x . S . y d x praecedentem valorem alium fubdiruendo evadat 
S.xdx. S . y d x — S.d x.S .yxd x ; polito Q = S ,y d x , d Q = 
y d x , d P =xd x , P = *- x* , fimili modo debebit efle 
S. xd x . S .y d x=- x*.S .y d x — j-.S ,y x'dx: 
cumque eadem ratione e lie debeat 

5 . dx.S . y x d x = x.S .y xd x — S .y x' d ar; fict ctiam 
S . dx . S . d x. S .y d xz= i x' .S.y dx — x.S.yxd x -f -A.S.y&dx, 
Quod fi igirur fiat S .y d x=zA , S . y x d x , 5 . y x‘ dy = C , 

S .yx'd x= I) &c. continuato eodem femper fubflitutionum , & re- 
ductionum ordine habebimus 
S .y dx= A 


S . d x ,S .y d xz= x A — B 

y> J 

S.dx.S.dx.S.y dx=. 


ix n a- 

. i 


c 


S.dx.S.dx.S.dx.S.ydx=—^ X lI±l±—- 


S.d x.S.d x. S.d x. S.d x.S . y d x 


i. t. 3 

x“ A — 4*' B +■ 6x* C — 4 x D A- E 

1 . 2 . 3-4 

& cum jam pateat lex progreflionis , fi integralis alicujus ordo pod 
primum vocctur m , erit integrale idem quslitum 

nt — t „ m — i m — 2 _ 

xT A — m x m ~ 1 B A-m. .x m ~‘ C — m. . .x m ~iD &c.. 

2 2 3 


m ( m — \ ) ( m — z ) ( m — 3 ) & c. 
COROLLARIA. 


I. Si eodem vertice , eodemque axe plures curvae fic deferibantur, 
Ut ad communem abfciflTam x, atque in eadem re£ta, in qua femiordi- 
nata y propolit* alicujus curvae accipitur , fecundae curvae femiordinata 
scqualis fit priori area: S.ydx divifx per unitatem, femiordinata terriae 
curva; aequalis fit fecundae areae S.dx. S.ydx divide pariter per 
unitatem, atque ita porro; praeccdentibus formuiis exprimentur or- 
dine rubfequentium omnium curvarum areae. Hxc ed pars prior po- 
ftremx Nevtoni propofitionis de curvarum quadracura . Propofitionem 

cam- 


1 
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eamiem D. Horsley reconditiflimam appellavit in notis ad Newtoni 
traclatum additis: demonflrationem vero partis utriufque earn attu- 
lit, quam D. Robins publici juris fecerat in Tran fa £1. Philof. anni 1717, 
& 1733, quxque eo redit quod in generali formula ordinis m, dif- 
ferential! accepto, prodit area ordinis m — — 1, quodque ita formulae 
omnes inter fe congruunt . Direclam prioris partis demon flrationem fola 
integralium fubllitutione illico inveni cum primum hare omnia confi- 
dcrare cccpi, quod etiam a D. D, le Seur, & Jacquier praeftitum fuifle 
legi in Theor. II. Cap. VIII. Par. I. de Calculo Integrali. Simul autem 
ex priore parte an'unadvcrti colligi partis alterius demonflrationem . 

II. Si totus curvarum axis vocetur a , & fir variabilis abfeiffa 
— 3, in flngulis integralibus feribendo a loco x, in differen- 
tialibus autem feribendo a — 3 loco x , & — d j loco d x ordine 
habebimus S.ydx = — S.yd j 

x.S.y dx — S .y xdx = — a. S.yd j-}-S.y.a — j.dj = — S.yfdj 
~ x*. S.y d x — x.S .y xdx + '-.S .y x' dx = — -1 .S.y fd $ 

•d x’ .S.y Ax — d x'.S.yxAx-\-^x.S.yx'Ax — ^.S.yx’Axz: — ^.S.yz' A z, 

eritque integrale fubfequens .S.y pdf, atque ita termini om- 

1 4 

nes in unicum coalefcent negative femper aeceptum, in quo exponens 
indeterminate 3 ad curvam ordinis proxime fuperioris progrediendo 
unitate femper augebitur ; coefficiens autem per alterum feriei natu- 
ralis, 1, 1 , 3,4, 5 8cc. numerum debebit dividi: quse eft pars altera 
Newtonians illius propofitionis. Facile autem generis utriufque curvae 
fchematis exhiberi , atque ita integrales formulae conftrui poterunt. 

HI. Hac eadem methodo diifercntialia cujulque ordinis ad alios 
ordines deprimi, ac reduci poterunt. Ut fi proponatur aequatio dr y 
t=adx. d"~ 'y-\- X dx" , & fint a , b , c conftantes quantitates, X 
vero quantitas quaevis variabilis , & d x afTumatur conflans j repetiti* 
integrationibus prodibunt aequationcs aliae 
d ' “ 1 y = adx.d' — 'y-\-dx'—'.S.Xdx-\-b.d''~' x 
d , ~ : y = adx.d"~^y-i-dx’’~'.S.dxS. Xdx + bx.d' — 'x-\-c.d* — "x 
z=.adx .d''~>y-\-dx'' — -( x.S . X d x — S . X x d x ) 
b x . d 4 ~ 1 x -J- c. d x x &c. , 

8c 
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& fi X fit TunQio variabilis folius x integratio faltem per feries infini- 
tai Temper abfolvi poterit. Pcculiares autem cafus, ac conditiones pro- 
blematum indicabunt quae in fingulis integrationibus conftanres quantita- 
tes a, 6,c&ic. ad integralium particularium complementa addi debeanr. 

IV. Si fit dy=pd x , & d pz= d dy = q d x, & fit q fun&io 
folius x , quae funflio vocctur X , erit p = S.Xdx + 6, & y = 
S . p d x z=z S . d x .S . X d x-{- 6 x = x . S . X d x — S. X xd x + 6 x 
+ c: ut fi proponatur ddy = a x" d x' , binis integrationibus eruetur 


c’ + » 


-f- b x -f- c, quae Temper quantitas finita erit ni/i 


J ( n+ l)(n+ i) 

Ct» = — i , vel n— — z, quibus in cafibus rea/Tumpta formula 


differential! 


. dd y 


idx 


d x 


= ex notis aliis regulis eruetur primo ~ = 

a.log. x-\-b, ac deinde y = a x . log. x — a x i> x -f- c: & pofita 
ddy a d x 

formula — — c= eruetur y = — a. log. x-\-bx 4*c. Si a fit fun- 

d x x 4 


dp p d p 

Sio folius y, eaque vocetur Y, fiet dx=-~, & d y = 


erit- 


que -p'^=z—~=.S.Ydy. Plura formulargm hujufmodi differen- 

tialium Tecundi gradus , qua: fimplices appellantur , integrandarum 
excmpla, ac peculiares cafus ingeniofe evolvit Eulerus in priore ca- 
pite voluminis Tecundi de Calculo Integrali . 

PROBLEM A CXXXIX. 


Formulae cujuslibet differentialis , quae binas variabiles involvat, 
data duarum variabilium ad fe invicem relatione, integrationem per 
infinitam finitorum terminorum feriem exhibere. 

Cum univerfim fit S . Q d P = Q P — S.PdQ, fi proponatur 
differentialis formula Z.dx, erit primo S . Z d x = x Z — S.xdZ. 

dZ 

Quod fi in pofferipre hoc termino feribamus x d x. — — loco x.dZ , 


atque in priore formula fiat xdx 


tlZ . 

d P , — = Q , erit fimiliter 
d x 


S. 


4J6 

S.xiZz='-if 

1 

. ddZ 


Di Fokmuli* 

iZ „ ddZ , - 

S.JC. : ac rurlus pofito i ddx = d P , 

d x id x 


id 3d 

ddZ 


l 3d. 

t idsd 


ss Q , debebit efle S . 

dddZ 


■ S. x' .- 


2 . j . d3d 
mini redudione prodibit 

x'.dZ + 


ddZ , ddZ 

3d . = S . 3d d x . sss 

idx idsd 

& continuata femper poflremi ter- 


S . Zdx = x Z ■ 


X'.ddZ 


x*. d d d Z 


Sic. 


I . l .dx i . 2 . 3 . d 3d l . i . j . 4 . d x' 

Quod fi igitur Z fit fundio variabiiis alterius x quantitatibus con- 
ftantibus utcumque admixtae , & differentiale dx alTumatur conftans, 
differentialia dZ, d d Z,d d d Z Sic. erunt Fundiones alia: variabiiis 
ejufdem x per dx, d r* , d 3d Sec. ordine multiplicatte, Sc conftantibus 
quantitatibus utcumque admixtae : ac pofitis hujufmodi fundionibus 
X,X',X", X'" Sec. ut fit dZ=dX = X'd x,ddZ = X".d3d, 
dd d Z = X"' . d x' , fublatis divifione diffcrentialibus , adjedifque con- 
ftantibus quantitatibus, qua: conditioni, ac cafibus problematum ref- 
pondeant, fupererit 

c v *.XT 3d.x"‘ , 3d.x"" , 

1.2 1.2.} I. 2.]. 4 1 . 2 . 3.4. t 

COROLLARIA. 

/ fix 

I. Si fiat Z z= , Sc integranda proponatur quantitas , 

pofita f x=7 Si Z = — , erit d Z = — , d d Z== — 

T J‘ J' 


dddZ 


* -i-fiy 


Sic. , atque erit S . — log. ( 'l 

/+•* x / Z 


/ 


/ x X? X* \ 

:/( 1- 1 { &c. ), quam camdem feriem Coroll. I. , 

V T 3 1’ 4f / 


t *r 3 r 

Pr.»bl. IC. patebit effe , fi loco f fubfiituatur quantitas f x , ac di- 
vilione fada limul colligantur termini ejufdem ordinis. Pariter fi fit 

2 =_ ' d' ■ 


+ 


-&c. 


(1 — JrV * ( l — *y 0 — **/ 

erit 


3 i t i z le 
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erit S. 


dx 


✓(i — *) V-Y 1 — *V 
& cum fit 


-&c.: 


3 j(i — •** )' 

tangcns circularis arcus, qui finui x refpon- 


✓r«— **) 

deat, adhuc eadem, qua: fupra, Gregorii, & Leibnitii feries pro arcu 
ex valore tangentis fupputando habebitur . Joannes Bernoullius in 
Aclis Lipfienfibus anni 1694 generalem illam feriem invenit gemina- 
tis figno contrario terminis , qui feorfim integrari poflent , ac loco 


Z d x feribendo Z d x -f- x d Z — xdZ- 


*.ddZ x' . d d Z 

K — ««. ; 


i' % .dx 1 .t .dx 
x'dZ 


quorum priores bini pro integral! habent x Z , bini alii 


& C.: 

l.i.dx 

II. Si proponatur quantitas dx. log.x", & logarithmic® fubtan- 
gens ut antea vocetur f, pro integrali primum habebitur x . log. x' — 
S. x. d, log. x" : & cum juxta Coroll. I. Probl. XCII, fit d . log. x' = 

log. x*~ l , erit altera integrals expreflio 

x.log. x” — nfx. log. x" - 1 S. x, rf.log. x" — 1 : 

atque ita Temper continuata ferie fietS.dx.log. x* = 

*(log. 1* — »/.log.x»- ■ — — 1 — n.n — 1 -n — i.f‘ . log. *»-* 3 &c 0 : 

& fi proponatur quantitas x m ~ 1 dx.log. x", cum pofito x"c= x m ~ 1 dx 

z=—d\,m. log. x = log. j quantitas eadem reducatur ad formam 
m 

^ ^ ‘ * ^- » fadlis fubflitutionibus pro integrali omni habebimus 

xT " ’ 


— -j— (/n.log.x — nf.m. log.x -f ■ n.n — I m.log. x icc.) = 

-4^- + — ./-.log.x— &c): 

qu® feries a Gabriele Manfredio tradita fuerat in Propof. I. SeQ. III. de 
ConfirucHone xquationum differentialium , & pofito /= i in feriem 
illam recidit, quam Eulerus tradidit in exemplo tertio Probl. XIX. de 
Calculo Integrali. 

M m m III. 


Mmm 
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III. Si in hac ferie pofteriore fiat m = i , n = — i , prodibit 

S dx —x[ 1 -f- * + 1 ' 1 | *' *‘ } | ’ '* 

' log. X V log. x log. x' log. x' log. X 4 log. x' 

8c loco exponcntium m, n valoribus aliis affumptis alias fcries haberi 

poterunt, quas Eulerus diftinflc expofuit citato in loco. Quod fi loco 

x fcribamus I 5c pro log. ( i -\-y ) lcribamus eamdem feriem qute 

fupra, divifione inflituta, & terminis fingulis integratis alia habebituc 

fcries , qu.-e 5 . cxprimet . Alia adhuc feriei forma erui poffet ex 

log- x 

Probl. XX. Euleri : feries autcm omnes hujufmodi valorem eumdem 
rcforre debent, fi quantitates conftantes in fingulis integrationibus de- 
bite adjungantur. Rcgulas alias conflantium pro cafu quolibet adden- 
daruin, complendorumque integralium, qua* ex fola variabilium con- 
fideratione colliguntur , quscque idcirco integralia particulars appellari 
folent , hie praterimus , quod non nifi ad cafus aliquos pertinere vi- 
deantur iliac , quas propofuit Eulerus Cap. IV 8c VII. Se£t. II. Tom. I., 
nec nifi ex natura ipfa problematuin generatim colligi poffit quibus 
conflantibus quantitatibus integralia particularia compleri debeant: in 
dato autem quovis problematc non amplius arbitraria fit ratio con- 
ftantium adjiciendarum , 8t nullus funflionibus , quas author idem ir- 
regulares , 6c non continuas appcllaverat , fit locus , 
PROBLEM A CXXXX. 

Aequationem quamlibet differentialem ex potentiis quibuslibet 
duarum variabilium, 8c confiantium quantitatum compofitam in tequa- 
tionem fimplicem refolvere, quje infinitarum ferierum ope integretur. 

Cum diviforibus complexis, aut potentiis quibuslibet integri, aut 
fracti exponentis in feriem evolutis xquatio quxlibet fcric aliqua pof- 
fit exprimi, cujus finguli termini prater confiantes quantitates poten- 
tiam aliquam variabiiis utriufquc, vcl altcruttius tantum involvant ; 
proponatur aequario 

x m y' dy 4- a x’y’dy See. = b x“ y’’ d x -J- c x' y T d x &c. , 

8c divifione per x m y * , aut per xd y* facia refolvatur in atquationem 
aliam , cujus bini utrimque termini non nifi variabilem unam finguli 
exhibeant, 8c fit alia propolitse xquationis forma 
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y * — * dy -|- j jc* - ” yi~ w dy &cc.z=:6 x d x-^- c x*~"y * ~ * dx&cc. : 

turn faita divifione per i -f-a xt~ m yi— • alia rurfus obtineatur sequa- 
tio, cujus unicus dumtaxat terminus differentials dy alicui variabilis 
ejufdem y potentiae admixtum habeat, perinde ac R primo propofita 
fuiffet xc\uzuo y" d y = a x* d x b x’ y' d x c x r y' d x See.. Ut vero 
in hac alia rrquationh forma convergat ferics , divifio aut per i -f- 
aut per a A f ""4*y - ’ tentanda crit, prout fuerit y' ma- 
jor, aut minor quam a x r ~" . Parallelogrammi etiam anulytici rcgulw 
in cafu quovis propolito indicare potcrunt an prior ilia divifio per 
x m x", aut per x? y" tentanda fit, ut fcilicet fubfequentes leriei cu- 
jufque termini Temper minores prodeant . Aequationc vero ad hanc 
alteram formam reducla fi fiat y' dy=z ij, y" + 1 = n -f- i .\,y = 

< i 

(n +■ i -j) ‘ T ac fit pariter x m + * 1 ,u, & (m + l .uj * + 

novis jam coefficicntibus , atque exponentibus fubftitutis, ac redu&ione 
terminorum faffa, erit ut in problemate centefimo reducla: acquatio- 
nis forma d p =fd u -f- hu y r m d u-\- gut du See. , 
iifdemque regulis finguli integratae feriei termini fupputari , aliique ex 
aliis corrigi ut antea poterunt . 

COROLLARIA. 


I. Ita igitur qu«e integralia aliis rationibus ad circulares, loga- 
rithmicas, aut alias quafvis quantitates reducuntur, quae non nifi in- 
finita aliqua ferie poffunt exprimi , ea illico in infinitam feriem re- 
folvcntur . Ut 11 in Probl. CXXX1V. integranda proponcretur asquatio 




fg* a S* j./g'*’,. 


y d x 


y' dx 


h 

abx 

"~A 




A' 


h h- ) 
(bc — b'/Stc.), 


Sc loco y in fubfequentibus hifee terminis feribendo 




fgx' ag x' 


lit 


See. J indeterminatae ejufdem Valor ul- 


tra qucmcumquc limitem corrigi potcrit . Datis autem conflantibus quan- 

M m m 1 tibus 
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titatibus problematis dignofcetur facile quo ordine ferie* oranes dif- 
poni debeant uc decrefcentibus femper terminis convergant. 

II. Si fit a:quatio dy := a z?dx-\- by' x" d x , priori integration! 
corre&ionibus aliis adjeclis fiet 

+ • + i 

dx 


ax m + x , „ a'bx 

y— —t— + s - 


m-\- l 
a x" + * 
m -f- i 


(m+i)' 
a'4ii» + * + J 


&c. : 


(m+lfCtm+n-i-)) 

Hxc Celebris arquatio eft quam in aQis Lipfienfibus confiderandam 
analyftis propofuit Jacobus Riccatus Comes, inquifivitque quo in cafu, 
& pro quibus exponentium m , n valoribus feparari in ea poflent va- 
riabiles x, Sc y . Et cum jam feparentur variabiles cum fit m = n , Sc 
dy 

x ”dx = — — — , alia yariabili aftiimpta ftatuit ipfe y = cx*+ x*/, 
a -j- b y x 

faSifque fubftitutionibus, ac reliquis terminis fimul nihilo exaquatis 
sequationem refiduam habuit ax m +“ + 5 dx + bfx — ■ — * dxz=.dt, in 
qua rurfus feparari poflunt variabiles pofito m -f- n -f- z = — n — i . 

Alios feparationis cafus obtinuit pofitay= ^ , atque inde ad 

cx' + x-t 

alios rurfus cafus , conditionesque aftignandas progrefius eft . In eam- 
dem Riccati methodum incidit etiam Suzzius . Daniel , & Nicolaus 
Bemoullius , atque Eulerus alias variabilium feparandarum methodos 
tradidcrunt , Quae modo tradita eft ferierum infinitarum methodus fe- 
junctas binas variabiles, atque integratas exhibet. 

HI. Si proponatur xquatio y" (xdx-\-ydy)=zx’ (ydx — x dy) , 
x" d x — y“~ 1 xd x 


erit y“ dy = 


I + X’ + ly — m — l 

x” + 1 d x 

if dx- 


art«+ * d x 


,» + i 


y S'* 


See. 


y m ~ 1 x dx-\- 


t’ + ’i/r 


+ ></r 


y' 


See •: 


y « + 3 

m-\~ i 

erit prior integralis terminus y m + ' = — q— y x" + « , atque hoc va- 
lore fubftituto fiet prior integrationis totius feries 

y m + » 
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atque ex hac colligi feries altera, & ultra quemcumque limitem utra- 
que poffet corrigi. Juxta aliam Riccati methodum, quam dimidiate 

ydx — xdy 

feparationis vocant, pofito x dx y d y =.p dp , St — 

css dq, five x' -J-/ = />\ & “ = ?> fieret P r opofita equati oy’*~ 1 pdp 

= ?d q = q -yd q ,Uoby= yCC+Y) ^ P ' dp=S 

m — • 

fdq ( i -f- q x ) * , Sc ubi m — n effet numerus aliquis impar 

non nifi inlinita alia ferie integratio obtineri poffet . Methodus dimi- 
diate feparationis dicitur, quod in ea accipiantur aliqui propofite 
apquationis termini , qui fcorfim integrari poflint , atque integral! uno- 
quoque quantitati alteri indeterminate exequato videatur num aqua- 
tions reftituta nove indeterminate fejungi po flint : & licet deficiat 
norma terminorum feligendorum , ac plerumque integratio ad infini- 
tam adhuc feriem deducat, prase: pue tamen laudanda eft methodu*, 
qua lingulares variabilium leparandarum cafus refolvi poffunr. 

IV. Si fit equatio ady=ypdx + by"qdx, quam Jacobus 
Bernoullius integrandam in Adis Lipfienfibus anni 1695 propofuerat 
pro iis cafibus,;in quibus />, 8t q effent fundiones indeterminate folius 

d y 

X, Sc conftantium quantitatum , effet primo a S . — = a . log. y = 

S.pdx, Sc y =c * , ac deinde fiet a Ao%. y=S .p d x + 
V=\.S- r Jd 

t.S.c “ qdx. Joannes Bernoullius pofitay = { u , St lpedata 

equatione alia a (fd u + u d q) = uf pd x + b f u" q d x, in ea jam 

feparari poffe variabiles animadvertit, ubi affumatur aud\z=zu\pdx, 8c 

adx “ dy adu ady adu __ 

--1—pdx— — = — — •Effet emm 


ndy=y pdx + 


u \ 
ay d u 


zy pdx-\- by" qdx. 


Sc 
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De Formulis Intecrabimbus . 

t d u 


8 c ob y % —' == j*“ 1 «■— 1 > e fTet gtiam — — e= 6 j* - ' qdx : 


8c cum ex priore aequatione eruatur f = c ", fejunclae jam in 
iequatione hac poflcriorc crunt variabilcs u, Sc x. At vcro fi p fit 
funcbio quaevis indeterminate x , formula pdx non nifi infinita ferie 
generatim integrari potent , 8c ad feriem aliam infinitam generatim 
deducet formula S . q dx , adeoque femper pra:flare videtur aliis ea 
ferierum mcthodus , quae cafibus , 8c aequationibus quibufcumque di- 
recle applicari pored . 

V. Qui per eas omnes acquationum fpecies excurrat , quae ab 
authoribus pr&ftantiflimis recenfentur, inveniet plane quod cum fingu- 
laribus artificiis plurimae ad integrationem dcduci poflint , infinitarum 
ferierum methodus ea efl , quae in toto intcgrali calculo maxime ge- 
neralis cenferi debet . Et cum etiam coefficientium indeterm inatorum 
methodo infinita feries exhiberi poflit, quae integrali aequationis pro- 
pofitar refpondeat , indeterminatam fcilicet , atque infinitam feriem af- 
fumendo , 8c terminorum homologorum comparatione fingulos coef- 
ficientes determinando , ut ab Eulero indicatum efl in Schol. II. 
Probl. LXXXV. To. I. de Calculo Integrali 5 methodum aliam rever- 
fionis ferierum toties jam in hoc opere fecuti , quam pro aequationi- 
bus fimplicioribus in Probl. C. defumpfimus ex Newtono fubfequen- 
tis cujufque feriei integralis termini ex prioribus terminis determinandi 
rationem in poflremo hoc problemate xquationibus quibusvis com- 
pofitis aptavimus. Nihil autcm adjicimus pro feriebus reducendis, ut 
magis convergentes fiant, complendifque additione conilantium inte- 
gralibus particularibus , quod non nifi ex conditionibus problematum , 
quae ad xquationes differentiales deducunrur , regulx omnes hujufmodi 
poflint coliigi. 


AP- 
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D E 


Rf.ductionf. A equation um Differentialium. 


J amdiu a Jacobo Riccato Comite , fumfrio Jtaliac Analyfia , in Dia- 
riis Italicis obfervatum fuerat rcquationem differentialem fecundi 
gradus , in qua alterutra indeterminatarum x , y deficiat , ad primum 
gradum reduci, quomodocumque indeterminata: unius differcntiale 
tanquain conftans affumptum fuerit , vel fecus . Et quidem fi defit 
indeterminata x pofito dxz= p dy, aut fi defit indeterminata y po- 
fito dy = p d x , tequationum reduGionem habcri fcmper ofiendit 
Author idem Par. III. Tom. II. Academiae Bononienfis, explicavitque 
invcrfo problemate ofculatoris radii refoluto , in quo fcilicet dato ra- 
dio ofeulatore curvae-ofeulatae natura inquiritur . Hoc idem argumen- 
tum fingulari exemplorum aliorum copia, & deleclu pertraGavit Eu- 
lcrus Cap. II. Tom. II. , Sc exempla omnia eo deduxit , quod fi in 
aequatione differential! fecundi gradus defit indeterminata y , pofito 
dy c=pdx, Sc pofito quod p fit funGio aliqua X indeterminatae al- 
terius jc crit y =: S .pd x = S . X d x , Sc fix detur per p , expri- 
maturque fun£lione aiiqua P , eritj' = S . p d x= S.pd P = p P — 
S. P dp: aut fi defit indeterminata x, ficfit^j funGio Y indeterminatae 


y , ent x : 


fie fi fit funGio aliqua variabilis af- 


P Y 

fumptae p , quae funGio vocetur P , erit x=z S . — = (- S. — - . 

P P P' 

Capite etiarn tertio voluminis ejufdem ad primum gradum reducere 
docuit Eulerus aequationes differentiales fecundi gradus , quae homo- 
geneae appellantur, Sc in quibus exponentes indeterminatarum, & dif- 
ferentialium fimul fumpti camdem fummam in fingulis terminis con- 
ficiunt, aut in quibus variabilium alterutra cum fuis differentialibus 
ubique eamdem exponentium fummam exhibet . Quam igitur pro 
aequationibus primi gradus per infinitam feriem integrandis fecuti fu- 
mus , ad aequationes etiam omnes hujufmodi fe extendet nicthodus , 
quae ad primum gradum reduci poffunt . 

Qua 
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Qua vero pro xquationibus differentialibus fecund! , altiorumque 
graduum reducendis Tom. III. Academix Petropolitanae author ipfe 
uti cotpit exponentium variabilium methodus alia etiam ratione ad 
infinitas feries deduceret . Primo cnim alTumpta atquatione a x" d x' = 
y’dyt~ t ddy, & pofira x = c‘, y = c" 1 , fadifque omnibus fubfti- 
tutionibus , animadvcrtic quod fi in squatione, qua: exfurgit, flatua- 
tur n -f- p — 1 = h m h p , evanefcenc quantitates exponentiales , 
nec nifi variabilem unam t differentialibus duarum u , & t admixtam 
involvet aequatio , eaque, pofito d u = • d t , ad primum gradum re- 
duci poterit . Jam vero in quantitate quavis exponential! e ,m = x , 
ratio indeterminatarura u , x non nifi infinita ferie juxta Coroll. II. 
Probl. LXIV. definietur : atque univerfim fi proponatur quantitas x = u‘ 
c', & fit hu . log. u = { . log. c = f , in corollario eodem fict u‘* 


• 1 < . h' u* , , A’ u‘ 

= 1 -f- « “ • *og- “ ~t • log- «* t log- &c. . Quo patet jam 

infinitarum ferierum ufus in iis omnibus arquationum differentialium 
redu£lionibus , qua: quantitates exponentiales utcumque involvunc . 
Atque alias inter generis hujus methodos ca fingillatim indicari , ac 
commendari hoc in loco debet quam Dorn, d’ Alembert in A&is Be- 
rolinenfibus anni 1748 propofuit pro binis fimul xquationibus diffe- 
rentialibus integrandis, qua: fint forma: 

dx-f-(Cx-f-Ky).dt =s o, dy -f- ( K’x -t-Ly J • dt c= o. 

Altera enim hac xquatione per coefEcientem indeterminatum r du- 
fia , & priori addita , ac pofito quod (C-\-Kv).x+(D-{-Lv).y 
fit multiplus aliquis numerus quantitatis x -f- vy , ut comparatis ter- 

minis homologis fit npmerus idem multiplus C-\- Kv = — — — - , 

refolutione atquationis quadratic* binos valores invenit coeflicientis v: 
ac demum pofito x-f -vy = u, afTumptaque con ft ante quantitate g, 
& c numero cujus logarithmus fit unitas , binas fimul xquationes ad- 
ditas reducendo ad du + (C-{-KvJudt = o , invenit integralem 
squationem u=zg c ~ ( c + 

Quantitatibus iifdem exponentialibus Eulerus Cap. II. 5 c III. Vol. II. 

bdy ed*y f d x y 

ufus eft in redutUone aequationis ay -J- -f- m \r &c. c= o « 

Po- 
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Pofito enim yxzxc”,dy = nc”d x, diy=zn' <** d ** , aliifque fcmper 
differentialibus eamdem quantiratem c'“ in volventibus , divilione infti- 
tuta , illico habebitur finira xquatio a-\- nb n x c-\- ri f &c. = o , quae 

ubi ad fecundum graium non reducatur , non nifi infinita fetie va- 
lorem indeterminatx n exhibere poterit , Confiderationes alix , quas 
pro xquationibus tertii , altiorumque graduum refolvendis toties jam 
in hoc opere memoravimus, in iis etiam ferierum recun-entium , & 
finitarum differcntiarum calculis debenc repeti, in quibus aliquot ter- 
minorum in unam fummam colligcndorum problema ad xquationem 
tertii , quinti &c. gradus reducitur , qux non nili per infinitam fcricm 
xquatio refolvi potell. Ne vero hxc omnia, atque alia ad redutlio- 
nem xquationum dilTercntialium altioris ordinis , ac plurium variabi- 
lium fpedantia, fufius recenfeamus, & operis hujus volumen , & ea 
etiam vetat ratio, quod qux hucufque tradita funt Algebra:, 8c Ana- 
lyfeos prxcipua capita ad Geometriam late explicandam, 5c aliis om- 
nibus refolvendis Mechanics:, ac Phy ficae problcmatls fufficiant, dc 
quibus in binis voluminibus fubfcquentibus acturi fumus. Corodinis 
tamen loco hie addemus quanam ratione, exponentialibus quantita- 
tibus fubftitutis, reduci poffit differentiaiis xquatio, qua: fit form* 
x* ( a b X? ) d dy + x(e -\-f x' )dydx-\-{g+ h x" ) y d x' =: o . 

Eulerus Toni.X. Nov. Comment. Petropolitanx Academia:, 8c Cap VIII. 
Tom. II. de Calculo Integrali infmitos xquationis integrand* cafus inve- 
nit effe ubi y alterutra ferie Ax" + *-f- Cx"i "8cc. afeendente , 

vel defeendente exprimeretur. Hoc enim valore indeterminat* y fub- 
ftituto, ac valoribus aliis, qui inde colliguntur, difFerentialium dy , 
ddy fuo loco poficis , &c coefTicientibus fingulis in xquationc , qu* exfur- 
git, nihilo ex*quatis, valor exponentis m. Sc coefficientium A, D , C8cc. 
determinari poterit . Radicatus Coconati Comes in Opufculis Analyticis , 
valores quofdam coefficientium xquationis propolitx aflumendo , in- 
iinitos alios cafus deprehendit , in quibus integralia client formaj 

I ^ 

1 

g H x 1 dx r ._, 

x\f(a+bx") 


y — c 


Nnn 


y 


A 
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Di Riductionr cc. 


C Hx'dx 
*/ + b or*) 

yz=C xT(a-\-t?y. 

Ego occafione opufculorum eorumdem Mediolani edendorum animad- 
yerti, quod fi affumatur y = d“, five log. y z=. m x , acquatio propo- 
fita in hanc aliam formam vertetur 

(g + A *) ■+-mx(e-\~fx!‘) + /n*ar*f a-\-b at* )t=zo , atquc inde erue- 

m m=±v [( f±/£y.-i- Xf-tiri ) 

4** or*^a a at ( a -J- i if 
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